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Berichte  mit  beton- 

Versuch  einer  Theorie  der  homogenen 
Funktionen  des  dritten  Orades  mit 

zwei  Variabein. 


Die  wissenschaftliche  Theorie  der  binären  quadratischen  For- 
men verdanken  wir  Gauss.  In  Rücksicht  auf  Allgemeinheit,  Ein- 
fachheit und  Reichhaltigkeit  ihres  Inhalts  gehurt  sie  unstreitig  zu 


enthält  der  fünfte  Abschnitt  der  Disquisitiones  Arithmcticae 
den  Anfang  zu  einer  Theorie  der  ternären  Formen  des  zweiten 
Grades,  durch  deren  Untersuchung  Gauss  nur  dahin  gelangen 
«rollte,  der  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen  eine  grös- 
sere Vollständigkeit  zu  verschaffen.  Die  Betrachtung  der  Formen 
von  buhern  Graden  und  mit  mehreren  Variabein  bat  Gauss  nicht 
zum  Gegenstand  seiner  Untersuchungen  gemacht,  wiewohl  er 
dieses  weite  Feld  der  Aufmerksamkeit  der  Geometer  angelegent- 
lichst empfiehlt  Seitdem  ist  nun  zwar  die  Theorie  der  ternären  qua- 
dratischen  Formen,  namentlich  von  Di  richtet  und  Eisenstein, 
weiter  geführt  worden,  aber  über  die  binären  kubischen  For- 
men ist  meines  Wissens  bis  jetzt  nichts  veröffentlicht  worden. 
Die  folgeoden  Blätter  sind  der  Untersuchung  dieser  Formen  ge- 
widmet; was  hier  darüber  gesagt  wird,  ist  aber  nur  als  der  Anfang 
zu  einem  grösseren  Werke  über  diesen  Gegenstand  zu  betrachten. 

1.  Die  homogene  Funktion  des  dritten  Grades  mit  zwei  Va- 
riabein f=s  ax*  -f  Zba*y  -\-  3cxy2  +  dy*  heisst  eine  binäre  Form 
des  dritten  Grades,  indem  et,  6,  c,  d  gegebene  ganze  (positive 
oder  negative)  Zahlen,  x  und  y  unbestimmte  Grössen  bedeuten, 


Von 

dem  Herrn  Doctor  P.  Arndt 

Lehrer  an  dem  Gymnasium  zu  Stralsund. 
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dos  zweiten  und  dritten  Gliedes  haben  wir  grosserer  Einfachheit 
wegen  den  Faktor  3  gegeben;  sind  diese  Coefücienten  nicht  durch 
3  theilbar,  so  hat  man  nur  die  gegebene  Form  mit  3  zu  rnultipli- 
cireo,  und  die  resultirende  Form  statt  der  ursprünglichen  in  Be- 
tracht zu  ziehen.  In  den  Fällen,  wo  keine  Zweideutigkeit  entste- 
hen kann,  oder  wo  es  auf  die  Unbestimmten  x,  y  nicht  besonders 
ankommt,  werden  wir  die  Form  f  kurz  mit  (a,  by  c,  d)  be- 
zeichnen. 

2.  Eine  ganze  Zahl  M  wird  durch  die  kubische  Form  /=eurs 
+  3bx*y -f  3arya  +  rfy8  dargestellt,  wenn  der  Werth  der  Form 
=  M  wird,  indem  man  statt  x,  y  bestimmte  ganze  Zahlen  setzt. 

Jede  kubische  Form  kann  ohne  Unterschied  positive,  oder 
negative  Zahlen  darstellen.  Denn  wenn  f  für  x=a,  y=y  den 
Werth  M  erlangt,  so  erhalt  diese  Form  für  x=— a,  «  =  —  y  of- 
fenbar den  Werth  —  M*  Nicht  verhält  es  sich  so  mit  den  binären 
quadratischen  Formen. 

3.  Wenn  die  Formen  f=ax*+  Mx*y  +  Zcxy*  +dy*i  f,=za*x'9 
+  Sb'x^y* -f  'Zc'x'y'* -f* tl'y'2  so  beschaffen  sind,  dass  f  in  f  durch 
die  lineare  Substitution  ar=or' +  ßy\  yzz.yx*  •{■  oV,  oder,  um  uns 
kürzer  auszudrücken,  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  6  übergeht, 
wo  a,  ß,  y,  8  ganze  Zahlen  vorstellen,  so  sagt  man,  die  Form 
f  sei  unter  der  Form  /  enthalten,  oder  auch,/*  werde 
von  f  eingeschlossen.  Dieser  Bedingung  sind  folgende  Re- 
lationen zwischen  den  Coefücienten  beider  Formen  genau  gleich- 
geltend : 

a'  =  aa'3  f  36a*y  +  3c«y4  +  dy8, 
b'=  aa*ß  +  b*(a6  +  2jJy)  +  cy  (jSy  -f  2ad)  +  dyH , 
C=        +  oj?(j5y + 2aö*)  +  cd(ad  +  2ft>)  -f  <fy5* , 
d'=  flj3»  +  Zbßfid  +  3cpo^ + rfd8. 

4.  Wenn  die  Form  f*  unter  /  enthalten  ist ,  so  ist  jede  durch 
die  erste  Forar  darstellbare  Zahl  auch  durch  die  zweite  darstell- 
bar. Wenn  nämlich  f  den  Werth  M  erlangt,  indem  man  den 
Variabein  x',  y'  resp.  die  besondern  Werthe  p,  q  beilegt,  und 
wenn  /  in  f  durch  die  Substitution  x—axf  +  ßy',  yz=.yx*  +  Öy' 
übergent,  so  ist  ersichtlich,  dass  /  durch  «Tie  Substitution 
xz=ap  +  ßa,  y=yp  -f  äa  in  a'p*  -f  3b'p*q  -f  Zc'pq*  +  d'q*  übergeht, 
d.  h.  den  Werth  M  erfangt,  indem  man  den\ariabeln  x,  y  diese 
eben  genannten  besondern  Werthe  ertheilt. 

'  Gicbt  es  mehrere  Darstellungen  der  Zahl  M  durch  die 
Form  /*,  so  entspricht  ieder  derselben  auch  eine  bestimmte  Dar- 
stellung dieser  Zahl  durch  die  Form  /*.  Sind  nuo  x*  =  pf 
v'—q;  x'—p\  yf=q4  zwei  verschiedene  Darstellungen,  so  werden 
die  entsprechenden  x=€cp-\-ßq,  y~yp-\-6q;  jr=orp/4-  ßq'f 
y^zyp'  +  Öq'  ebenfalls  verschiedene  sein,  wenn  nicht  «i  —  py  =  0 
ist,  wie  leicht  erhellt.  Mit  Ausnahme  dieses  Falls  giebt  es  also 
mindestens  eben  so  viele  verschiedene  Darstellungen  einer  Zahl 
M  durch  die  Form  /*,  als  es  verschiedene  Darstellungen  von  M 
durch  die  unter  /  enthaltene  Form  f  giebt. 
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Endlich  erhellt  aus  den  Gleichungen  in  >!.,  dass  das  griisste 
gemeinschaftliche  Maass  von  a,  6(36),  c(3c).  d  in  dem  grossten  ge- 
meinschaftlichen Maass  von  6'(360,  c'^)  d'  aufgeht,  wenn 
f  tmter  /"enthalten  ist 

5.  Die  Substitution  a,  ß,  y,  d,  durch  welche  sich  /  in  f 
verwandelt,  heisse  eigentlich,  oder  uneigentlich,  jenachdem 
die  Grosse  cd — ßy,  welche  wir  durch  e  bezeichnen  wollen,  po- 
sitiv oder  negativ  ist;  und  die  Form  f  schliesst  f  eigentlich, 
oder  inieigentlich  ein,  jenachdem  f  aus  f  mittelst  einer  eigent- 
lichen oder  uneigentlichen  Substitution  erhalten  wird. 

Diese  Distinktion,  welche  zuerst  von  Gauss  über  die  qua- 
dratischen Formen  aufgestellt  worden,  hat  auch  in  der  Theorie  der 
kubischen  Formen,  wie  wir  sehen  werden,  wesentliche  Bedeutung. 

6.  Wenn  f  die  Form  f,  f*  die  Form  f  einschliesst ,  so 
ßchliesst  auch  f  die  Form  /"  ein,  und  zwar  eigentlich  oder  un- 
ei^eptltch,  jenachdem  die  beiden  ersten  Einschliessungen  einander 
ähnlich  oder  unähnlich  sind. 

Verwandelt  sich  nämlich  /  in  f  durch  die  Substitution  «,  ß, 

{'»  &i  f  mY*  ^ufch  die  Substitution  a',  ß\  y',  d',  so  ist  ersicht- 
ich,  dass  f  In  f  durch  die  Substitution 

+  ß/.  aß'  +  ßö',  ya'  +  d/,  yß>  +  öö' 

übergeht,  und  die  Grosse 

<««' + /V)  W + «0  -       ß  (y*  +  <V) = («*  -  M  («'<*'-  ßY) 

ist  positiv,  oder  negativ,  jenachdem  die  Factoren  a8—ßy,  a'd' — ß'y' 
gleiche  oder  verschiedene  Zeichen  haben. 

Hieraus  folgt  weiter.  Sind  f>  f ,  f'%  f,  etc.  beliebig  viele 
kuhische  Formen,  von  denen  jede  die  folgende  einschliesst,  so 
schliesst  die  erste  die  letzte  ein,  und  zwar  eigenrlich  oder  un- 
eigentlich,  jenachdem  die  Menge  der  ihre  folgende  uneigentlich 
emschli essenden  Formen  gerade  oder  ungerade  ist. 

7.  Die  Formen  /*,  f  heissen  äquivalent,  wenn  jede  der- 
selben die  andere  einschliesst.  In  diesem  Falle  sind  die  gröss- 
ten  gemeinschaftlichen  Maasse  von  a,  6(36),  c(3c),  d  und  von 
<r\  6'(36'),  C(3c%  d'  einander  gleich,  indem  jedes  derselben  in 
dem  andern  aufsehen  muss.  Ferner  folgt,  dass  aequivalente  For- 
men dieselben  Zahlen  darstellen,  und  äass  eine  Zahl  durch  eine 
der  Formen  auf  gerade  eben  so  viele  verschiedene  Arten  darge- 
stellt werden  kann,  wie  durch  die  andere. 

• 

Geht  f  in  f  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  d  fiher,  wo 
aö — ßy=ef  so  geht  durch  die  Substitution  d,  — ß,  — y,  a,  f  of- 
fenbar in  dieselbe  Form  über,  in  welche  sich  /  durch  die  Suhsti- 
tution  e,  0,  0,  e  verwandelt  (6.),  also  in  die  Form  ae3,  6e8,  c«3, 
de*).  Wenn  mithin  e=;tl  ist,  so  geht  /'  in  f  durch  die  Sub- 
stitution ±6*,  ^ß,  ^y,  zfc«  über,  die  obern  oder  untern  Zeichen 
genommen,  jenachdem  e  positiv  oder  negativ  ist. 
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Hieraus  ersieht  man,  dass  sich  immer  unendlich  viele  Formen 
finden  lassen,  welche  einer  gegebenen  Form  f  aequivalent  sind, 
enn  translbrmirt  man  /  durch  eine  derartige  Substitution  et,  ß, 
y,  d,  dass  aS  —  ßy~  zfcl  ist,  was  auf  unendlich  viele  Arten  mög- 
lich, so  gebt  die  resultirende  Form  immer  in  /'zurück  durch  die 
Substitution  -Vd.  -fß>  "Fy.  dba»  is*  folglich  mit  f  aequivalent. 
Und  jenachdem  cf,  ß.  y,  d  eine  eigentliche,  oder  eine  uueigentliche 
Substitution  ist,  wird  die  entsprechende  von  f  in  f  ebenfal!  s  resp. 
eigentlich ,  oder  uneigentlich  sein.  —  Zwei  kubische  Formen 
heissen  eigentlich  aequivalent,  wenn  die  eine  in  die  andere, 
also  auch  diese  in  die  vorhergehende  durch  eine  eigentliche  Sub- 
stitution übergeht.  Einen  ähnlichen  Begriff  hat  die  un eigent- 
liche Aequivalenz. 

8.  Die  elementare  Theorie  der  kubischen  Formen  hat  sich 
nun  folgende  Hauptprobleme  zu  ihrem  Gegenstande  zu  machen. 
1°.  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  zwei  gegebene  kultische  Formen 
aequivalent  sind,  oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  werden  alle 
Transformationen  der  einen  Form  in  die  andere  verlangt.  Auch 
werden  dabei  die  eigentlichen  Transformationen  von  den  uneigentli- 
cheu  gehurig  zu  unterscheiden  sein.  2°.  Dasselbe  Problem  ist  in 
ßezug  auf  die  Ein  Schliessung  zu  lösen.  3°.  ist  zu  untersuchen, 
ob  eine  (Classification  der  kubischen  Formen  möglich  ist, 
oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  sind  die  Umstände  zu  erwägen, 
von  welchen  die  Eintbeilung  in  Klassen  abhängt.  Man  soll  alle 
Darstellungen  einer  gegebenen  Zahl  M  durch  die  gegebene  ku- 
bische Form  /=  ax*  +  3fafy  +  fory»  +  </ty3  finden,  falls  JU  über- 
haupt durch  diese  Form  darstellbar  ist. 

Es  ist  uns  gelungen,  die  drei  ersten  Probleme!  in  aller 
Vollständigkeit  zu  lösen.  Das  vierte  betreffend,  bat  eine  völlig 
allgemeine,  und  den  praktischen  Anforderungen  zugleich  genü- 
gende Lösung  noch  nicht  erreicht  werden  können.  Doch  scheint 
es  nach  unseren  bisherigen  Untersuchungen,  dass  die  sich  noch 
darbietenden  Schwierigkeiten  ebenfalls  beseitigt  werden  können. 

Die  Vergleichung  der  Resultate,  zu  denen  wir,  das  uns  vor- 
gesteckte Ziel  verfolgend,  gelangen  werden,  mit  den  entsprechen- 
den in  der  Theorie  der  quadratischen  Formen,  zeigt  in  vieler  Hin- 
sicht eine  grosse  Verschiedenheit,  auf  die  wir  am  gehörigen  Orte 
aufmerksam  machen  werden. 

9.  Zunächst  werden  wir  eine  Bedingung  entwickeln ,  ohne 
welche  die  Aequivalenz  zweier  Formen  des  driften  Grades  schlech- 
terdings nicht  statt  finden  kann. 

Verwandelt  sich  die  kubische  Form  f—(a,b9c9d)  in  die  ku- 
bische Form  f=(a\b\&,d')  mit  Hülfe  der  Substitution  o,  ß9  y,  ö9 
so  hat  man  die  in  3.  aufgestellten  Relationen  zwischen  den  CoefB- 
cfenten  beider  Formen.  Aus  diesen  leitet  man  nun  durch  Rech- 
nung folgende  Gleichungen  ab: 

A' = e«  ( Aua  +  VBcty  +  Cyy) , 

B'  =  <P  (A«ß + B  (ad + ßy)  +  Cft) , 

C  =  e*(Aßß  +  2Jißö  +  CÖd); 


i 
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A=:2(bb-ac),  B=bc-ad,  C=2(«s-Ärf) 

ist,  und  A'9B',C  eine  analoge  Bedeutung  in  Bezug  auf  die  Form 
r  haben.    Mit  e  ist  die  Grösse  aö-ßy  bezeichnet,  wie  obeu. 


Bieraus  folgt  der  Satz:  Wenn  die  kubische  Form 
/=(c  b,  c,  d)  in  die  kubische  Form  f=(o',  6',  &>  d4)  durch 
die  Substitution  a,  ß,  y,  ö  fibergeht,  so  ist  ca=(«d— /8y)* 
ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  A'y  B\  Ü,  und  die 
quadratische  Form  (A,  B,  C)  geht  in  die  quadratische 
/A'  B'  V\ 

Form  (  ^a'^s»  ^  1  durch  die  nämlich eSubstitution  über 

Setzt  man  ferner 

BB—AC=D,  B'ß'-A'C=I>t 

lr 

so  ist  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  ^5  =D«Ä,  folg- 
lich ir=De*. 

Die  quadratische  Form  q>=(A,  B,  Q,  welche  im  Folgenden 
eine  so  grosse  Rolle  spielen  wird,  soll  die  Charakteristik  der 
kubischen  Form  f=(a,  b.  c,  d)  genannt  werden.  Die  Determi- 
nante dieser  quadratischen  Form  J)=BB—AC  soll  Deterrai- 
naoteder  kubischen  Form  heissen.  Man  Gndet  durch  Sub- 
»ritutioo  der  Werthe  von  A,  B,  Ci 

- 

/>=  (bc-ad)*—4  (bb—ac)  (cc-bd) 
=  a*<P-3b*c* + iac*+4db*-Gabcd, 

wo  D  unmittelbar  durch  die  Coeflßcienteo  der  kubischen  Form 
f  —  (a,  6,  e,  d)  ausgedruckt  ist.   Noch  merke  man : 

(a*d  +  lb*— 3abc)*— 4(bb-ac)3— <i*D=0, 

Aus  diesen  Relationen  ersieht  man  1°.  dass  die  Deter- 
minante jeder  kubischen  Form  entweder  =  0  oder  =1 
(mod.  4.)  ist,  mithin  keine  kubischen  Formen  mit  der  De- 
terminante  4A+2  oder  ezistiren,  und  2°.  dass  eine 

kubische  Form  von  negativer  Determinante  stets  eine 
positive  quadratische  Form  zur  Charakteristik  hat*). 


•)  Wir  nennen  hier  mit  Gnu««  eine  quadratische  Form  <p  —  (A,  ß,  C) 
Ton  negativer  Deterininnnte  BB — AC  positiv,  oder  negativ,  junachdera  dir 
ioMcm  Glieder  A,  C  poeitiv,  oder  negativ  sind.  Eine  Form  der  ersten 
Art  «teilt  nämlich  nur  positive,  eine  Form  der  letzten  Art  nur  negative 
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10.  Die  Grosse  Df  deren  Werth  In  der  vorigen  Nummer  an- 
gegeben, bedingt  die  Natur  der  kubischen  Form  wesentlich.  Sie 
steht  auch  im  Zusammenhange  mit  der  Beschaffenheit  der  Wur- 
zeln der  kuhischen  Gleichung 

«»+36i»  +  3c*  +  d=0. 

Man  weiss,  dass  diese  Gleichung  eine  reelle  Wurzel  uod  zwei 
imaginäre,  oder  drei  verschiedene  reelle  Wurzeln  hat.  jenachdem 
D  positiv,  oder  negativ  ist.  In  dem  Falle  Z>=0  hat  die  Gleichung 
drei  gleiche  reelle  Wurzeln,  oder  zwei  gleiche  reelle  Wurzeln, 
jenachdem  66— ac=0,  oder  66— ac>0  ist.  Man  kann  diese  Re- 
sultate auf  eine  sehr  ein  fache  Weise  aus  dem  bekannten  Stunu'schen 
Satze  Ober  -die  algebraischen  Gleichungen  herleiten. 

11.  In  Nr.  9.  fanden  wir  zwischen  den  Determinanten  der 
beiden  Formen 

/*=(«,  6,  c,  d);  /'  =  (a',  6',  &,  d<) 

die  Relation  Z)'=Z).eÄ.  Wenn  also  f  unter  /  enthalten  ist,  so 
ist  die  Determinante  von  f  durch  die  Determinante  von  f  theilbar, 
und  der  Quotient  eine  sechste  Potenz.  Sind  mithin  /  und  f  ae- 
quivalent,  so  muss  auch  umgekehrt  //durch  D4  theilbar  sein, 
und  daraus  ergiebt  sich  D—D*,  ctö— /?y=  +  l»  d.  b.  aequiva- 
lente  kubische  Formen  haben  einerlei  Determinante. 
Dies  ist  eine  noth wendige,  aber,  wie  die  nachfolgenden  Betrach- 
tungen lehren  werden,  noch  keineswegs  ausreichende,  Bedingung  der 
Aequivalenz  zweier  Formen  des  dritten  Grades. 

12.  Sind 

f=(a,  6,  c,  d);  /"'=(«',  6',  c',  df) 

aequivalente  kubische  Formen,  und  man  bezeichnet  irgend  eine 
Transformation  aus  f  in  f  mit  a,  ß,  y,  d,  so  ist  nach  11.  aö—ßy 
zzze=±i,  nach  9.  geht  mithin  die  quadratische  Form  (A,  B,  C) 
in  die  Form  (A'f  IP,  C)  durch  die  nämliche  Substitution  über, 
d.  h.  sind  zwei  kubische  Formen  aequivalent,  so  müs- 
sen es  ihre  Charakteristiken  auch  seiu,  und  jenachdem 
die  Aequivalenz  der  ersteren  eigentlich,  oder  unei- 
gentlich, wird  auch  die  der  letzteren  eigentlich,  oder 
uneigentlich  resp.  sein. 

13.  Die  kubischen  Formen        -5  . 

(o,  6,  c,  rf);  (-o,  —6,  — c,  —  d), 

welche  offenbar  dieselbe  Charakteristik  haben,  werden  wir  con- 
tra1 re  Formen  nennen.  Sie  sind  immer  eigentlich  aequivalent, 
indem  jede  derselben  in  die  andere  durch  die  Substitution  — 1, 
0,  0,  —1  übergeht,  welche  eigentlich  L-t. 
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Die  kubischen  Formen  (a,  b,  c,  d);  (a,  —  bt  c,  —  d),  welche 
offenbar  entgegengesetzte  Charakteristiken  haben*),  werden  wir 
entgegengesetzte  Formen  nennen.  Sie  sind  stets  unei- 
<*entlich  aequivalent,  indem  jede  derselben  in  die  andere  durch  die 
Substitution  1,  0,  0, — 1  Obergeht,  welche  uneigentlich  ist.  — 
Ebenso  sind  (a,b,c,  d);  (— a,  b,  — c,  d)  entgegengesetzte  Formen. 

14.  Aufgabe,  Zu  beurtheilen,  ob  zwei  kubische 
Formen  von  derselben  Charakteristik  eigentlich  ae- 
quivalent  sind,  oder  nickt 

Auflosung.    Die  gegebenen  Formen  seien 

/■=(a,  6,  c,  d);/*=(a/,  b',  c'.df), 

ihre  gemeinschaftliche  Charakteristik  <p  =  (A,  B,  C).  Sind  f,  /' 
eigentlich  aenuivalent,  so  muss  jede  eigentliche  Substitution,  durch 
welche  flu  r  Obergent,  unter  den  sarumtlichen  eigentlichen  Sub- 
stitutionen, durch  «reiche  <p  in  9  ubergehen  kann,  begriffen  sein 
(12).  Man  wurde  mithin  alle  eigentlichen  Substitutionen  aus  <p  in 
q>  aufstellen,  und  untersuchen,  ob  durch  irgend  eine,  oder  mehrere 
derselben  f  in  f  übergehe.  Fände  man  solche  Substitutionen, 
so  würde  /  mit  f  eigentlich  aequivalent  sein,  fände  man  keine,  so 
konnte  auch  zwischen  f9  f*  keine  eigentliche  Aequiv  alenz  statt 
6nden. 

Eine  bekannte  eigentliche  Transformation  aus  q>  in  tp  ist  1, 
0,  0,  l;  jede  andere  a,  ß,  y,  ö  ist  bekanntlich*11)  durch  folgende 
Formeln  bestimmt,  wo  m  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von 
2t  2B,  C;  T,  U  alle  Werth e  bedeuten,  welche  der  Gleichung 
TT—DÜÜ=:mm  genügen  (D  ist  die  Determinante  von  a>oder/): 

a=l-{T-BU).ß=-  ±CU,  r^AÜ,  Ö=±(T+BU). 

Den  Inbegriff  der  sammtlicheo  Formen,  In  welche  f  durch  diese 
Substitution  Obergebt,  und  welche  alle  unter  einander  eigentlich 
aeouivalent  sind,  wollen  wir  durch  f=(a,b,c,Ö)  bezeichnen.  Man 
findet  nun 

msa=«T»+ o\bA-uB)  T*V+ (cA*—2bAB  +  aB*)  T  V* 

+  (dA*-3cA*B+  MAB*— aß*)  CT» 

mH>=67*+  <2cA-bB-aC)T*  U+idA^-MAC-bH*  +2atfC)  Tü* 
+  (<UPB-cA*C-2cAB>  +  1bABC+bB*-aB*Q  17» 

mtarzcT+idA+cB— 2bQT*U+  (2dAB-2cAC-cB*+aC*)TÜ* 
+(dAB*-2cABC~cB*+l>AC*+2bB*C-aBC*)  17», 


•)  Entgegengesetzte  quadratUche  Formen  (forraac  oppoailac)  nennt 
Gast«  (4,  By  C),  (4,—*,  0. 

")  Duo,.  Aritbia.  Sectio  V.  p.  181. 
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m*>=dT*WdB~cC)T*ü+3(l>C*--(2cBC+dB*)TÜ* 

+(dB*~3cB*C+MBC*-a&)  17» 
Beachtet  man  aber  die  folgenden  aus 

266— 2 ac  =  A ,  6c— ad  =s  B ,  2cc— *2bd — C 

fliessenden  Relationen : 

cA— 26Z?  +  aC=0,  <LI— 2c#-f6C=0; 


aß*— 26  AB  +  da =a/> , 
2aBC-2bAC-bB* + dA*=MD, 
aC*-VcAC-cB*+ZdAB=acDt 
b  C*—<2cBC+  dB* = d/> ; 

aIF-3MJF+3c^a#-d4»=  (aB—bA)D, 
dA*B-cA*C-2cAB*+26ABC+bB*-aß*C^bB--aC)D, 
dAB*—2cABC-cB* + 6^4  C* +26  /?2  C—aBC*=(dA—cB)Dl 

dB*^3cCB*+ZbBC*-aC*==(dB—cQD; 

folglich  durch  Substitution  dieser  Werthe,  wenn  man  noch 
setzt: 


[1]  (masraTH  (bA— aB)  W, 
)mb  =  br-(aC-bB)ü't 
mc=cr+(dA-cB)  ü1, 
mÖ=dr-(cC~dB)ü'. 

Erhalten  T*,  U'  in  diesen  Formeln  andere  Werthe,  so  werden 
sieh  die  entsprechenden  Werthe  von  a,  b,  c,  0  ebenfalls  ändern. 
Setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

bA—aB=g,  —  aC+bß =cA-bß=h,  dA-cß=z cß—bC=  i, 

so  ergiebt  sich 

2  (bg-ah)=AA,  cg—ai=AB,  dg-ak^BB-^ACi 
2(ch-bi) = AC,  dh-bk=BC,  2(rfi-c*)  =  CC; 

und 
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P1  \AAV'=:m(*b~ba) 
AB  Ü=ro(«c— ca) 
(2££-  ^AQ  ü'=m  (Ad-*«) 

j^ACU'=m(bc-c6) 
lßCU'=m(bd- 06) 

j€CC7'=m(e<£-«>c) 

^fl^rr^d^-aA) 
\ABr =m(cg-~ai) 

W^AQr=m(^g-ak) 

11 

2 


ACr=m(ch-tn) 


lo  diesen  Formeln  werden  die  Coefficienten  von  U',  T  nicht 
sämmtlicb  verschwinden,  wenn  kubische  Formen  von  der  Deter- 
minante Null  ausgeschlossen  werden ;  unter  dieser  Voraussetzung 
erhallen  also  T*,  c/'  ganz  bestimmte  Werthe,  sobald  man  für  a, 
b,  C,  Ö  bestimmte  Werthe  gesetzt  hat.  Hieraus  folgt  nun  die 
obige  Behauptung.  Denn  wenn  nach  den  Formeln  [11  die- 
selben Werthe  von  a,  b,  c,  Ö  zu  den  beiden  Systemen  7*,  17'; 
T\  U*  gehurten,  so  müssten  sich  umgekehrt  aus  diesen  Werthen 
von  o,  b,  c,  0  zwei  Paar  Werthe  von  7\  17'  ergeben,  was  mit 
*     Formeln  [2]  und  [3]  im  Widerspruch  ist. 

Wenn  nun  die  Form  f  mit  /  eigentlich  aequivalent  ist,  so 
muss  sie  mit  einer  der  in  [1]  enthaltenen  Formen  identisch  sein, 


— AD 

Ist  D  ein  Quadrat,  oder  negativ  und  so  ist  bekannt- 

lich*) mm 

T=m,-m;  £7=0,0; 

folgt 


•)    Duq.  Arithra.  Sectio  V.  srt.  179. 
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r  =  m,-m;  tf'=0,0 


 il} 

resp.  —    Wenn  -—=4,  so  ist 


m,  0,  0;  (7=0,  0,-1,1  ; 

folgt 

r=mf-iii,0,0;  l/'=0,0,l,-l 
AD 

resp.  —  Ist  endlich  — =3,  so  bat  man  die  Werth© 

5T=m,  —  -m,  —  j»;  (7=0,-1,1; 

für  welche  7"=!»,  U'=0,  und  die  Werthe 

Tz=—m,  ^gm,  U=0,  1,-1; 

für  welche  7V=— m,  ü' =0  resp.  wird.  «Subetituirt  man  diese 
Werthe  in  [1],  so  ergiebt  sich  folgendes  Theorem,  durch  welches 
unser  Problem  iur  die  quadratische  und  negative  Determinante 
erledigt  ist: 

I.  Wenn  die   Determinante  D  quadratisch,  oder 

— 4D>4 

wenn  sie  negativ  und   o  ist,  so    ist  zur  eigent- 

nttn  — 

liehen  Aeqnivalenz  der  kubischen  Formen  /*,  /*  von 
derselben  Charakteristik  (A,  B,  ü)  nothweodig  und 
ausreichend,  dass  sie  entweder  identisch  oder  contr&r 
sind. 

- 

IL  Wenn  D  negativ  und  ~~^=4,  so  ist  zur  eigent- 

7(1771 

liehen  Aequivalenz  der  kubischen  Formen  ff  notb- 
wendig  und  ausreichend,  dass  die  .Form  f  mit  ^iden- 
tisch, oder  conträr,  oder  mit  der  Form 

/*    1,  l  .  1,\ 

ip  =  I  —  g,  — h,  —  t,  I 
^    \m9  m    m    m  / 

identisch  oder  conträr  sei,  wo 

[i]..g=bA-aB,  h=cA-bB9  i~dA-~cB,  k=dB^cC. 

=bB~aC,  =cB-6C, 

III.  Ueberhaupt  werden  die  notbwendigen  und  ausreichenden 
Bedingungen,  damit  f  mit  /"eigentlich  aequivalent  sei,  folgende 
sein :  1°.  Wenn  in  den  Gleichungen  [1]  o ,  6',  &,  d!  an  die  stelle 
von  tt,  b,  c,  &  gesetzt  werden,  so  müssen  sich  fiir  F,  17'  ganze 
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^Crtnrr,Tge!ie?-,.2?-  Ule8e  Wcrtn«    mliMtn  Gleichung 

r>-DV*=m*  befriedigen.  3«.  Aus  den  Gleichungen 

misse*  pich  ganze  Werth«  von  T,  V  ergeben,  und  4°.  diese 
nwsen  die  Gleichung  T*—DU*~m*  befriedigen. 

Sind  nun  aber  die  Gleichungen  [5]  erfüllt,  und  ist  ausserdem 
t^-DUf*=m*,  so  kommt 

m 

folglich  T*-DTJ*=m\  daher  ftllt  die  vierte  Bedingung  von  seIhstfort. 

Zweitens,  wenn  die  Gleichungen  [1]  erfüllt  sind ,  so  muss  von 
selbst  r*-D  U*=  ro*  werden.   Denn  aus  [I]  folgt 

0.  ..m«(bb-  OC) = (66— oc)  7** + (26  A— <ii-co)  7*  0* + {hh—gi)  U* , 

m*(bc-<rt>) =(6c— ad)r*+(6i+  ch-dg-ak)  V  U+(hi-gk)V* 

m\cc—bt>) = (cc— 6d)  7**+  Olci-dh^bk)  T  ü'+{ll—hk)  ü* 

Da  Dun  /*=(«,  6,  e,  <0  doxch  die  Substitution  a,  ß,  y,  ö  in 
f =(«,  b,  c,  Ö)  übergeht,  so  hat  man  (9),  9 

2bb— 2ac=3,  |jG-a&=fc,  2ec— 2bö=<r 

gesetzt,  so  dass  (21,  Jö,  C)  die  Charakteristik  von  f  ist: 

2>=A«ß  +  Ä(«d  +  0y)  +  Qrf, 

Da  ferner  <jp  =s  (J,  Q  dm>ch  *  •  nämliche  Substitution  in  sich 
selbst  übergeht,  so  bat  maD  auch 

AzzzAau  +  lIiay-{-  Cyy, 

C=Aßß  +  2Bßö+C6d; 
lolgtich  kommt  21  =  ^,  <L=C,  d.  i. 

[6]  —  bb—OC= 66— ac,  bo— aö=6c — a//,  cc— bd=cc—  bd. 
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Es  findet  sich  weiter  aus  [4] 

[7J....AA— \äD,  hi—gk=—BD,  ä-Ä*=— |c/> 


Substituirt  man  diese  Werthe  [6]  und  [7]  in  0,  eo  kommt 

^(7v*—Z>ü'i-m2)=0.  B(r*-Z>U'»-m»)=0, 
<XT*-Dü'*-m*)=Q; 

folglich  T^-'DW* — m*  =  0,  indem  wir  annehmen,  dass  A,  B,  C 
nicht  sämmtlich  verschwinden,  oder  den  Fall»  in  welchem  die  De- 
terminante der  Formen  f,  f  verschwindet,  ausscb  Ii  essen.  Mithin 
fallt  die  zweite  Bedingung  auch  fort. 

Es  bleiben  jetzt  nur  zwei  Bedingungen  übrig,  nämlich  1°. 
dass  aus  den  Gleichungen  [11,  nachdem  darin  et',  6',  &,  d'  statt 
a,  b>  0,  0  gesetzt  worden,  sich  ganze  Werthe  von  T*,  U'  erge- 
ben, welche  durch  [2]  und  [3]  bestimmt  sein  werden,  und  z°. 
dass  aus  den  Gleichungen  [5j  ganze  Werthe  von  T,  Ü  (Hessen. 
Zu  bemerken  ist,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  [I]  durch  Elimi- 
nirung  von  T,  ü1  zwei  Bedingungsgleichunsen  ergeben,  die  aber, 
nie  man  finden  wird,  von  selbst  erfüllt  sind. 

Ist  die  Determinante  nun  positiv  und  nicht  quadratisch,  wel- 
cher Fall  allein  noch  übrig  blieb,  so  bezeichne  man  die  sämmt- 
liehen  positiven  Werthe  von  T9  ü,  welche  die  Gleichung 
T*—  0d2=m2befriedigen, durch <!,«! ;  «s&^Us,  u.s.w.,  so  dass 
t\,  «i  die  kleinsten  Werthe  (m,0  ausgenommen),  die  übrigen  nach  ihrer  _ 
Grösse  aufsteigend  geordnet  sind.  Setzt  man  T=±U,  ü~±ih; 
so  kommt  nach  [5] 


Nun  ist  bekanntlich  *) 


folglich 


•)  Arithm.  S«ct.  V.  art.  200. 
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[8]. ...7*=+**,  C7'=±«3,. 

Hiernach  ist  die  eigentliche  Aequivalenz  zweier  kubischen 
Formen  /==(a,  b,  c,  d);  b',  c',  d')  von  derselben  Charak- 

teristik <p=(A,  Bt  C)  bei  positiver  nicht  quadratischer  Determi- 
nante D  nach  folgender  Regel  zu  beurtheilen: 

Man  mache 

[9]  \äA  ü'  =  m(a'b-b'a)  [10] \aA  r=m(b'g-a'h) 

ABU'=m(a'c—&a)  ABT'=  m{c'g-a'i) 

(2BB-\aC)  V'=zm{a'd-d'a)  $BB^AC)r^m{d'g--a,k) 

^ACU'=m(b'c—c'b)  ~ACT=m  {c'h-b'i) 

BCU'=  m(b'd-d'b)  BCT'  =  m(d'h-b'k) 

\cCC'=zm(&d-d'c)  \CC1  '=m(d'i-c'k) 

undberechne  mit  Hülfe  irgend  zweier  dieser  zwölf  Glei- 
chungen T  und  17'.  Findet  man  gebrochene  Werthe, 
so  sind  f,f  nicht  eigentlich  aequivalent.  Findet  man 
aber  ganze  Werthe,  so  berechne  man  weiter  die  suc- 
cessiven  Werthe 

±to>  «oW.  i.  ±wi,0);  ±^±«3;  ±tt,±Ut;  i^zfcn*,     s.  w. 

Finden  sich  keine  mit  den  bekannten  Zahlen 
7*,  U'  übereinstimmende  Werthe,  so  ist  keine  eigent- 
liche Aequivalenz  zwischen  f,  f  vorhanden,  findet  sich 
aber  7"=  +  ^,  U,=±uiVf  wo  die  Zeichen  sich  nicht  auf 
einander  beziehen,  so  sind  die  Formen  /,  f  eigentlich 
aequivalent. 

Die  Berechnung  obiger  Werthe  wird  wohl  am  zweckmassigsten 
folgenden  Formein  geführt: 
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15.  Aufgabe.  Zwei  kubische  Formen  von  derselben 
Charakteristik  seien  eigentJich  aequivalent.  Man  soll 
alle  eigentlichen  Transformationen  der  einen  in  d ie  an- 
dere finden. 

Auflösung.  Aus  den  in  14.  angestellten  Betrachtungen  er- 
giebt  sich  leicht  folgendes  Verfahren: 

■ 

— AI) 

1.   Wenn  D  quadratisch,  oder  — —  >4,  so  giebt  es  eine 

eigentliche  Transformation  aus  f  in  /*,  nämlich  I,  0,  0,  1,  wenn 
f  mit  /  identisch*,  —1,0,0,-1,  wenn  /'  mit  der  conträren  von  / 
identisch  ist 


11.  Wenn  -jjj^-=3,  so  giebt  es  drei  eigentliche  Transfor- 
mationen aus  /  in  f,  nämlich 

1,  0,  0,  1 
"~}+mB'  Ii0'  ~~mA'  mB 

-2-mß'  "iGSA  -2+mÄ' 

wenn  f  mit  f  identisch  ist ;  dagegen  drei  andere ,  welche  durch 
Veränderung  aller  Vorzeichen  in  den  vorhergehenden  Transforma- 
tionen entstehen,  wenn  /'  mit  f  conträr  ist. 

— AI) 

HL   Wenn   =4,  so  giebt  es  eine  eigentliche  Trans- 


formation aus  /  und  f\  diese  ist 

1,  0,  0,  1,  wenn  f  mit  f  identisch; 
-1,  0,  0,-1,  wenn  f  mit  f  conträr, 

-a*  lB>  —  f        a*- 1<>  lÄ) identisch  - 

* 

identisch  ist 

IV.  Wenn  endlich  D  positiv  und  kein  Quadrat  ist,  so  giebt 


es  v  i  n     eigentliche  Transformation  aus  f  in  f.     Um  dieselbe 
rnen,  bestimmt  man  nach  [9]  und  [101  die  Zahlen  T, 


kenpen  zu  lernen, 

17',  deren  numerische  Werthe  mit  U*,  ~iuv  übereinstimmen  wer- 
den; man  nimmt  ferner  die  numerischen  Werthe  von  T,  U  den 
Grossen  U,  th  gleich,  ihre  Zeichen  mit  denen  von  7\  V  öbereiu- 


Digitized  by  Google 


13 


stimmend.  Hat  man  solchergestalt  T,  ü  gefunden,  so  ist  die 
gekochte  eigentliche  Transformation  aus  /  In  f  folgende: 

1-(T-BU),-lcV,  X-JU,  ±(T+BU)- 

16.  Aufgabe.  Zu  beurtheilen,  ob  zwei  gegebene 
kubische  Formen  überhaupt  eigentlich  aequivalent 
sind. 

Auflösung.  Die  gegebenen  Formen  seien 

/=(«,  b,  c,  d);    f={a't  b'f  er,  d<)t 
ihre  Charakteristiken 

<p=(J,  ß,  Q;  <p'=(A',  B\  C). 

Man  untersuche,  ob  die  quadratischen  Formen  <p,  cp'  eigentlich 
aequivalent  sind,  oder  nicht  (Disquis.  Arithm.  art.  l7o.  195.  207.). 
Findet  man  cp  und  q>'  nicht  eigentlich  aequivalent,  so 'können  ft  f 
es  auch  nicht  sein  (12).   Vorausgesetzt  aber,  dass  zwischen  tp,  <pf 
eigentliche  Aequivalenz  statt  finde,  in  welchem  Falle  die  Deter- 
minanten von  f,  f  gleich  sein  werden,  so  suche  man  irgend  eine 
eigentliche  Transformation  aus  q>  und  tp*  (Disq.  Arithm.  art.  178. 
196.  208.),  welche  wir  mit  «,  ß,  y,  o  bezeichnen  wollen,  und 
transformire  die  Form  f  durch  diese  Substitution  in  eine  andere 
kubische  Form  f=(«,  b,  C,  t>),  welche  mit  /  eigentlich  aequiva- 
lent sein,  und  die  Charakteristik  <p4  haben  wird.   Nun  untersuche 
man,  ob  die  Formen  f  und  f%  welche  dieselbe  Charakteristik  q>* 
haben,  eigentlich  aequivalent  sind,  oder  nicht  (14.);  jenachdem 
der  erste,  oder  der  zweite  Fall  statt  findet,  wird  f  mit  f  resp. 
eigentlich  aequivalent  sein,  oder  nicht. 

17.  Beispiel  für  die  positive  Determinante.  Gege- 
ben seien  /  =  (3, -2, 0,6k  f  =  (2247,  1415,  891,  66t).  Man  findet 
*=(8,-18,  24);  y=(296,  i98,  132);  Z)=132;  folglich  haben  >,  f 
dieselbe  Determinante.  cp  und  q>'  sind  nun  eigentlich  aequivalent, 
und  eine  eigentliche  Transformation  aus  <p  in  9'  ist 

«,  ß,  y,  «=89,  63,  24,  17*); 

hierdurch  findet  sich 

f=(«,  b,  c,  Ö)= (1057227  ,  748235  ,  529551,  374781). 

Um  die  Aequivalenz  von  /'undf  zu  untersuchen,  hat  man  nach  14. 


*)  Nach  der  GaoM'achcn  Methode  berechnet  mit  Hälfe  der  Reihe 
angrenzender  Formen  (8,-18,  24);  (24,— 6,— 4);  (—4,  10,  8)  ;  (8,  6.— 12) ; 
C— 12,  6,  8);  (8,  10,-4);  (-4,  10,  8);  (8,  —10,  -4);  (-4,  -t,  32); 
(32,  166,  132);  (132,  —198,  296);  (296,  198,  132). 
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\A'A'ü'=m(a'b-b,a),  \A'A'T=:m(b'g'-alh% 

wo  o'  =  M'—  a#,  A'  =  C^'— m  =  4  ist.  Es  kommt 
r=-  194396,  t7'=16920.   Die  Gl.  7T-132I717  =  16  ist  mit 

T 


;  _33  IP=4  einerlei,  deren  kleinste  Werthe  j-=46,  t/=8, 

folglich  tf  =  8    die    kleinsten    pos.   Wurzeln  von 

7T— 132  UC7=16,  also 

/l:n1=92:8,  f,, : «3  =  194396: 16920. 

Die  gegebenen  Formen  sind  mithin  eigentlich  aequivalent,  and 
die  einzig  mögliche  eigentliche  Transformation  aus  f  in  f  ist  5, 
3,  8,  5. 

18.  Aufgabe.  Zwei  gegebene  kubische  Formen 
seien  eigentlich  aequivalent  Man  sucht  alle  eigent- 
lichen Transformationen  der  einen  in  die  andere. 

Auflösung,  f  und  f'  seien  die  gegebenen  Formen;  q>  und 
»'  ihre  Charakteristiken,  welche  eigentlich  aequivalent  sein  werden. 
Irgend  eine  eigentliche  Transformation  aus  <p  in  <p'  sei  er,  0,  y,  d, 
und  /*  durch  diese  Substitution  in  f  transforniirt.  f  und  f  werden 
ebenfalls  eigentlich  aequivalent  sein.  Bezeichnet  nun  p,  q>  r,  s 
den  Inbegriff  aller  eigentlichen  Transformationen  aus  f  in  /*, 
welche  nach  15.  bestimmt  werden  können  (indem  f  und  f4  dieselbe 
Charakteristik  haben),  so  behaupte  ich,  dass 

* 

(5)....«p  +  0r,  aq  +  ßs,  yp  +  6r,  yy  +  oi 

der  Inbegriff  aller  eigentlichen  Transformationen  aus  f'mf  sein 
werde. 

Beweis.  Da/inf  durch  die  Substitution  er,  Ö,  y,  6*;  f  in  /y 
durch  die  Substitution  p,  0,  r,  *  übergeht,  so  geht  /  in  f  durch 
die  Substitution  (5)  über  (o).  —  Umgekehrt,  bedeutet  er*,  ß\  y*  ö' 
irgend  eine  eigentliche  Transformation  aus  f  in  f',  so  kann  sie 
unter  der  Form  (5)  dargestellt  werden.  Denn  da  f  in  /  durch 
aG-hfinf  durch  a',  ß'9  /,  ä'  übergeht,  so  geht  f  in 

f  durch 

p,  q,  r,  ,=6V-/V>  6?-ßi'9  -y«'  -y/J'+ao* 
öber  (6.);  hieraus  ergiebt  sieb  aber 

tfzsap  +  ßr,  /J'=a?  +  /J*,  /=yp  +  6V,  d'sry^-j  fo,  q.  e.  d. 

19.  Die  Anzahl  der  eigentlichen  Transformarionen  aus  f  in  f 
ist,  wie  in  15.,  =  1,  wenn  die  Determinante  D  ein  Quadrat,  oder 

—AI)  %4 

wenn        -—4»  oder  wenn  D  positiv  uod  nicht  quadratisch  Ist 


 \D 

Dagegen  ist  die  Anzahl  dieser  Transformation  =3,  wenn  =3  ist. 


Digitized  by  Google 


17 

UeberhJickt  man  die  Iiisher  entwickelten  Resultate,  so  sieht 
man,  dass  die  Untersuchung  der  Aequivalenz  zweier  kubischen 
Formen  der  Hauptsache  nach  von  einer  gewissen  Determinante 
und  von  einer  gewissen  quadratischen  Form,  die  wir  Charakteri- 
stik genannt  haben,  abhängt.   Auf  diese  Weise  wird  die  Unter- 
suchung in  das  Gebiet  der  quadratischen  Formen  gezogen,  und 
die  Aequivalenz  der  kubischen  Formen  kann  ohne  alle  Reduc- 
tioi  derselben  beurtheilt  werden,  auf  welche  es  in  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  gerade  ankommt.   In  der  letztem  bie- 
te/ bekanntlich  die  positive  Determinante  grossere  Schwierigkeiten 
ia,  als  die  negative  und  quadratische;  gerade  so  ist  es  in  der 
Theorie  der  kubischen  Formen.    Die  Anzahl   der  eigentlichen 
Transformationen  einer  quadratischen  Form  in  eine  andere  mit  ihr 
eigentlich  aequivalente  ist  bei  positiver  Determinante  unendlich: 
wahrend  es  in  diesem  Falle  nur  eine  eigentliche  Transformation 
einer  kubischen  Form  in  eine  andere  giebt.    Dies  ist  ein  sehr  be- 
merkenswerther  Umstand. 

■ 

20.  Aufig  ab  e.  Zu  beurtheilen,  ob  zwei  gegebene 
kubische  Formen  uneigentlich  aequivaient  sind,  oder 
nicht,  und  im  ersten  Falle  alle  uneigentlichen  Trans- 
formationen  der  einen  Form  in  die  andere  zu  finden. 

Auflösung.    Die  gegebenen  Formen  seien  f=(at  b>  c,  //); 
ö1,  cf,  iV)f  und  j\  die  Entgegengesetzte  von  f  >  a'so  etwa 
fx={a',—b',  c\—d').  Die  Formen  f,  f  werden  uneigentlich  ae- 
ijuiralent  sein,  oder  nicht,  jenachdem  f  und  fv  eigentlich  aequiva- 
feot  sind,  oder  nicht    Dies  erhellet  leicht. 

Sind  nun  f,  f  uneigentlich  aequivaient  gefunden,  sosuchejuan 
alle  eigentlichen  Transformationen  aus  f  in  f\  (t8.),  deren  Inbe- 
griff mit  er,  ß,  y,  «  bezeichnet  werden  mag.  Dies  vorausgesetzt, 
wird  ct,—ß,  y, — ö  der  Inbegriff  aller  uneigentlichen  Transformatio- 
nen aus  f  in  f  sein. 

Sind  f,  f  auf  beiderlei  Weise  aequivaient,  so  kann  man  so- 
wohl alle  eigentlichen,  als  alle  uneigentlichen,  Transformationen 
ans  f  in  f  finden. 

Die  Anzahl  sSmmtlicher  Transformationen,  der  eigentlichen 
und  uneigentlicbeo,  kann  die  Zahl  6  nicht  übersteigen. 

'21.  Das  erste  der  in  in  8.  aulgestellten  Probleme  ist  durch 
die  bisherigen  Untersuchungen  vollständig  erledigt.  Wir  wenden 
ans  zur  Klassification  der  kubischen  Formen,  und  schicken 
folgende  Bemerkung  voraus. 

Ist  /"=(«,  b,  c,  d)  der  I  n betriff  aller  kubischen  For 
inen,  deren  Charakteristik  immer  dieselbe,  nämlich 
tp=z(A,  ßy  C)  ist,  so  wird  (a,  — //,  c,  — d)  der  In  he  griff 
aller  kubischen  Formen  sein,  welche  die  Entgegenge- 
setzte von  <p,  nämlich  qp'=M  — B>  C),  zur  Charakteristik 
haben. 

Tbeil  XVII.  '2 
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Beweis.    Es  seien 

9 

/==(«,  b,  e,  d);  /'  =  (a',  b\  c',  d');  /"=(a",  b",  c"f  <T);  «.  s.  w. 

> 

sämmtlich    Formen    von    der    Charakteristik    <p,     deren  un- 
endlich viele  sein  können.    Verändert  man  Choral I  'die  Zeichen 
der  zweiten  und  vierten  Coefficienten,   so  erhält  man  offenbar 
lauter  Formen  von  der  Charakteristik  <p'.  —    Umgekehrt,  jede 
Form  von  der  letztern  Charakteristik  (/?,  q,  r,  s)  muss  aus  irgend 
einer  der  Formen  /*,  f9f"  u.  s.  w.  durch  Veränderung  des  Vor- 
zeichens im  zweiten  und  vierten  Coefficienten  entstehen.  Denn 
(p* — 9»  r> — *)  Dat  die  Charakteristik  q>,  folglich  muss  diese  Form 
mit  einer  von  der  folgenden  f,  /*,  /",...,  *  z.  B.  mit  f,  identisch 
sein,  also  (»,  — 0,  r,  —t)  =  («",  b",  c",  d"),  folglich  auch  (p,  q, 
r,  *)  =  (a\  -b\  c\  -d"),  q>  e.  d. 

Die  Aufgabe,  alle  kubischen  Formen  mit  gegebener  Charak- 
teristik (p=(A.  B,  C)  zu  finden,  wo  B  nicht  null  ist,  lässt  sieb 
also  immer  auf  den  Fall  reduciren,  wo  B  positiv  ist  Denn,  wäre 
B  negativ*  so  würde  man  die  Formen  von  der  Charakteristik 
(A,  — B,  C)  suchen,  wo  — /?>0,  und  die  Vorzeichen  des  zwei- 
ten und  vierten  Coelficienten  verändern. 

22.  Aufgabe.  Es  sei  <p  =  (A,  B,  Q  eine  gegebene 
quadratische  Form,  in  welcher  die  äussern  Glieder 
A,  C  gerade  sind,  und  B  positiv  ist.  Man  verlangt 
alle  kubischen  Formen,  welche  die  Form  <p  zur  Charak- 
teristik haben. 

Auflosung.  Nehmen  wir  zuvörderst  an,  dass  f—(a,  6,  c,  d) 
eine  solche  Form  sei,  und  sehen,  was  daraus  folgt.  Man  wird 
folgende  Gleichungen  haben,  welche  den  Begriff  der  Charakteristik 
feststellen: 

^=266— 2ae,  B=bc—ad,  C=z2cc—2bd. 
Aus  diesen  Gleichungen  leite  ich  durch  Rechnung  die  folgenden  ab: 

t121  /         ±AA  =  Abb-2Bab+  Caa, 

[SB— \a  C-  Abd-B  (bei  od) +Cac, 

J  CC=  Add—ZBcd+Ccc ; 

d.  h.  wenn  /"=(«,  b,  c,  d)  eine  kubische  Form  ist,  deren 
Charakteristik  <p=  (A,  B,  C),  so  geht  die  quadratische 
Form  (Ay  —  B,  C)  durch  die  Substitution  b,  d,  a,  c  in  die 
quadratische  Form 

(\aa,  bb~\ac,  \cc) 

über. 
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Umgekehrt,  wenn  die  Gleichungen  {12}  erfüllt  sind,  so  ist 
nach  Her  Theorie  der  quadratischen  Formen 

(BB—±AQ* -j^C8  =  (bc-ad)*  (BB-AC) , 

o.  i 

B*  (BB—A  Q = <Bß-A  C)  (6c-nd)« 

Wich,  wenn,  wie  wir  hier  immer  annehmen,  BB—AC,  d.  h.  die 
Determinante  von  q>,  nicht  verschwindet,  bc—ad=+B,  oder  =— ß. 
AüMte  man   nun  die  Zahlen  a,  b\,  c,  d  so   bestimmen,  dass' 
die  tjieicbungen         befriedigt  würden,  und  bc—ad  positiv,  mithin 
=-fÄ  würde,  so  hätte  man  eine  Form  /==(a,  bt  c,  d)  von  der 
f  'flarakteristik  <p  gefunden. 

Denn  es  findet  sich  aus  [12] : 

A(cA— 26£+aC)=0. 
C(dA-2cB+bC)  =  Q, 

B(cA-2l>B+aC)+  ^A(dA-2cß + 6  Q = 0 , 
B(dA-<lcB+bC)  +\c{tA-ZbB\aC)=tS*). 

Wäre  nnn  cA-J,lbB-\r aC  nicht  null,  so  müsste  nach  der  ersten 
dkI  dritten  dieser  Gleichungen  ,4=0,  Z?=0,  mithin  BB—AC 
=  0=0  sein;  da  wir  aber  annehmen,  dass  D  nicht  verschwindet, 
*o  kommt  cA— 26#  +  <iC=0,  und  auf  ähnliche  Art  dA-*2cB 
+6C=0;  daraus  folgt  wieder  leicht 

B\A— 2(66— ac)|=0,  JB{C-2(cc--6rf)}=0^ 

folglich,  da  B  ebenfalls  nicht  verschwinden  soll,  J  =  266~2oc, 
C=ÄY-26d.  Verbindet  man  damit  bc—ad  =  # ,  so  folgt,  dass 
V=(4      C)  die  Charakteristik  von  /*=(«,  6,  c,  d)  ist. 

Diese  Betrachtungen  führen  uns  zur  Lösung  unserer  Aufgabe. 

Man  bestimme  nämlich  alle  eige ntlichen  T ransform - 
ationen  der  Form  (A,  —B,  C)  ron  der  Determinante 
D  in  die  Form 

Qaa,  bb~\ac,\cc) 


♦)  Die  erste  dieser  Gleichungen  erhält  man  durch  Elimination  von 
C  zwischen  den  beiden  ersten  Gl.  [12].  beachtend,  dass  bc  —  ad~-\- ß 
ist;  die  tweite  durch  Elimination  von  A  zwischen  den  beiden  letzten  Gl. 
[12]:  die  dritte  durch  Elimination  von  A  zwischen  den  beiden  ersten  Gl. 
{I2j;  die  vierte  durch  Elimination  von  C  zwischen  den  beiden  letzten 
GL  fl2j. 

2* 
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▼  od  der  Determinante  DBB,  wol?  positiv  ist;bezeich- 
net  man  den  Inbegriff  derselben  mit  b,  d,  a,  c,  so  ist 
(er,  b,  c,  d)  der  Inbegriff  aller  kubischen  Formen,  welche 
(A,  B,C)  zur  Charakteristik  haben.  Findet  man  aber, 
das«  die  erste  Form  die  zweite  nicht  eins  chliesst,  so 
existiren  keine  kubische  Formen  von  d  er  Charakter  i- 
stik  (A,  B,  Q: 

23.  .  Die  Aufgabe,  auf  deren  Lösung  es  hierbei  ankommt» 
nämlich  zu  beurtheilen,  ob  eine  gegebene  quadratische  Form  eine 
andere,  ebenfalls  gegebene,  eigentlich  einschliesst ,  oder  nicht,  und 
im  ersten  Falle  alle  eigentlichen  Transformationen  zu  finden, 
habe  ich  im  Archiv  Th.  XIII.  p.  105.  auf  eine  für  die  Praxis  hin« 
reichend  bequeme  Art  gelost.  Es  genüge  hier,  den  Weg  anzuge- 
ben, den  man  einzuschlagen  hat,  ohne  die  Entwicklungen  bei- 
zufügen. 

Es  sei  il>?=(A,—B,  Q,  wo  B  positiv, 

* 

X=QjA,  BB-\aC,  \CC)  =  (P,  Q,  B). 

Uni  alle  eigentlichen  Transformationen  aus  t//  in  %  zu  finden,  be- 
deute #  einen  Theiler  von  B,  dessen  Quadrat  in  P  aufgeht;  man 
setze 

|—  kP1  R-<l%k\Ptkk 
[13]..  P=W,  Q'=~ — ,7?'= — 


o 

wo  ^  eine  ganze  Zahl  6ein  wird,  und  k  den  Inbegriff  aller  Zahlen 

unter  &'  vorstellt,  für  welche  Q*,  R'  ganze  Werthe  erlangen :  end- 
lich sei  7P=  (P,  Q\  R')  eine  mit     eigentlich  aequivalente  Form. 
Ist  dann  o°,  ß°,  y°,  ö°  irgend  eine  eigentliche  Substitution  aus 
in  W,  so  erhält  man  alle  eigentlichen  Substitutionen  aus  ^  in  *P 
durch  die  Formel 

ferner  alle  eigentlichen  Substitutionen  aus  ^  in  %  durch  die  Formel 

da*,  VßO'+Jcao;  $y°\  W  +  ky*. 
Setzen  wir  also 
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so  kommt 

[15] ...  ma=a0X  +  (b°A—a°B)  Y, 
mb = b»X—{aQC—b«B)  Y , 
mc=  cOX  +  (d?A— c«B)  Y. 
md=  doX-(c°C—d»B)  Y; 

wo  X,  Y  alle  Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung  XX — DYY 
=mm  genügen,  m  das  grüsste  gemeiuscbaftliche  Maas«  von  A, 
22?,  C  ist. 

Nachdem  man  also  die/mit  eigentlich  aequivalente  Form  V 
nach  den  obigen  Regeln  bestimmt,  und  dabei  die  zugehörigen  Wer- 
the &f  k  Kennen  gelernt  hat,  sucht  man  irgend  eine  eigentliche 
Transformation  aus  fp  in  *F :  er0,  ß°,  v°,  6*°,  und  berechnet  nach  [14] 
c°,  b°,  c°,  d°.  Hat  man  auf  diese  Weise  eine  Form  (a°,  6",  c°,  d$ 
gefunden,  welche  (p  =  (A,  B,  C)  zur  Charakteristik  hat,  so  wird 
die  Formel  [15]  mehrere,  oder  selbst  unendlich  viele,  liefern.  — 
Findet  man  mehrere  geeignete  Formen  *F,  so  erhält  man  auch 
mehrere  Systeme  von  allgemeinen  Formeln. 

24.  Diese  Resultate  zeigen,  dass  alle  kubischen  Formen, 
welche  eine  gegebene  Charakteristik  haben,  im  Allgemeinen  in 
mehrere  Systeme,  deren  Anzahl  aber  endlich  ist,  zerfallen.  Die 
Anzahl  dieser  Systeme  lasst  sich  wohl  nicht  a  priori  bestimmen. 
In  jedem  Systeme  sind  ebenso  viele  Formen  enthalten,  so  viele 
Wurzeln  die  Gleichung  A'A— DYY= mm  zulässt,  mithin  unend- 
lich viele,  wenn  I)  positiv  und  kein  Quadrat  ist,  in  den  übrigen 
Fällen  eine  endliche  Menge. 

In  den  Gl.  [15]  ist  (a°,  b°,  c°f  als  die  Grundform  des 
ganzen  Systems  zu  betrachten.  Man  kann  aber  jede  andere  Form 
diese*  Systems,  bestimmten  Werthen  von  A,  Y  entsprechend, 
als  Grundform  annehmen,  und  daraus  die  allgemeine  Formel  zu- 
sammensetzen. Diese  wird  desto  einfacher  sein,  je  einfacher  die 
Form  war,  von  der  man  ausging. 

Umgekehrt,  ist  (a,  b',  cf  d)  eine  in  dem  System  [15J  enthal- 
tene Form,  und  ist  die  Form  (a't  cV,  <?',  d')  durch  die  lolgenden 
Formeln  bestimmt: 

ma'=aX'+(l>A-aB)Y', 
m6'=6A'-(aC-o5)F', 
mc = cX1  \  (dA-*cB)  P, 
md'=dX,-(cC-dB)r; 

wo  X'X'— DY'Y*—mm^  so  wird  sie  in  das  nämliche  System  ge- 
horen.  —  Denn  man  findet,  dass  sich  a\  b',  C,  d'  auf  die  näm- 
liche Art  durch  cj°,  6°,  c°,  d°  ausdrücken  lassen,  wenn  man 

l-(XX'  + 1)  YY%  \{XY<  +  YX% 

7/1  in 
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welche  Werthe  der  Gleicbuni;  xx  —  l>uy=mm  genügen,  an  die 
Stelle  von  2f,  F  setzt. 

25.  Beispiele.  1)  Man  sucht  alle  kubischen  Formen  von 
der  Charakteristik  <p  =  (16,  4,  8).  Zu  dem  Ende  sind  alle  eigent- 
lichen Transformationen  aus 

•  ^,=(16,-4,  8)  in  *=(128,  -48,  32) 

zu  bestimmen.   Die  Determinante  ist  iD  =  — 112. 

Man  findet 

gr=(128,—  44,  10);  (32,  —12,  8);  (8,  -12,  321 
#=1,  ^=4,  jfessl;    #=2,  *=2,  Ä=0;    0=4,  *'=1,  A=0; 

ferner 

«°,  /5o,  y°,  6*=— 3,  1,  -l,  0;  -1,  0,  1,  — 1;  0,  — tf>  1»  -2; 
(a*,  6°, co,  do)==(_i,  _^  «i,  i).  (2,-2,-2,0);  (4,  0,  -2,  -1); 

folglich  erhält  man  drei  verschiedene  Systeme: 

8a  =  -2:-44F  8a=    2X-40F  8«=  4A-I6F 

8$=-3X-4F  86=-2Jr-24F  86=-32F 

8c=-Ä+20F  8*=— 2*+8F    8c=  —  22T— 8F 

M=  2T+12F  Sd=    16F        &£=-*+ 12F. 

Da  ^^=774,  so  hat  die  Gleichung  JU:+112FF=64  nur  die 

Wurzeln  Ä=r8,  F=ö;  X= — 8,  F=0,  folglich  giebt  es  nur  sechs 
kubische  Formen,  welche  <p  =  (16,  8,  4)  zur  Charakteristik  haben, 
deren  drei  den  drei  anderen  conträr  sind,  nämlich  folgende: 

(-1,  -3,  -1,  +1);  (+2,  -2,  -2,  0);  (+4,  0,  -2,  -1); 
(+1,  +3,  +1,  -1);  (-2,  +2,  +2,0):  (-4,  0,  +2,  +1). 

2)  Man  sucht  alle  kubische  Formen  von  der  Charakteristik 
(10,  —7,  —18),  wo  D  =  229.  Da  aber  -7  negativ  ist,  so  bestimme 
man  alle  Formen  von  der  Charakteristik  a>  =  (10,  7,  — 18),  und 
verändere  nachher  die  Vorzeichen  im  zweiten  und  vierten  Coef- 
ficienten.  Es  sind  also  alle  e'ü?entlicheii  Transformationen  aus 
*  =  (10,  7,  -18)  in  ;y=(50,  139,  162)  zu  ermitteln.  Man  erhalt 
nur  e  i  n  System  von  Formen : 

2a=Jf+27F    wo  Af*-229FF=4, 

2*=2X+  4F  ^  51327^  umm  u  8  w 

2c = — X  -f  43  F 

2d=5A-~63F         F=0,  15,  3403,  772920,  u.  s.  w. 
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3)  Man  findet  keine  kubischen  Formen  von  4er  Charakteristik 

f-tf.  I.  *)■ 

26.  Aufgabe.  Alle  zur  Charakteristik  (i4,  0,  C)  ge- 
hörende kubische  Formen  zu  finden. 

Aaflosuug.  Es  bedeute  p  das  grSsste  gemeinschaftliche 
Mai«  tod  A,  C,  und  es  sei  A—pA0,  C=^iC°9  ferner  ji,  9  alle 
Werthe  (positive  und  negative),  welche  der  Gleichung 

geodgen;  dann  wird 

der  Iiibegriff  aller  gesuchten  kubischen  Formen  sein. 

- 

Beweis.  Dass 

(a,  6,     rf)  =  (H°.  ^  -^PC°»  -9^°) 
deo  Gleichungen 

1bb—'lac=A,  bc-ad=Q,  <2cc—2bd=C 

Genüge  leistet,  ist  leicht  zu  zeigen.  —  Es  werden  aber  auch 
iweitens  keine  kubische  Formen  von  der  Charakteristik  (A ,  0,  C) 
existiren,  welche  durch  das  obige  Verfahren  nicht  erhalten  wür- 
den. Denn  aus  den  Gleichungen 

1bb—1ac  =  A,  bc-ad-0,  2cc—2bdz=C 

folgt 

dA+bC=0,  cA  +  aC=Q. 


Ut  ako  p  das  grässte  gemeinschaftliche  ÄJaass  von  A,  C,  so 
it,  A  =  pA°.  C  =  fiC°  gesetzt, 


cUo  +  oO>=0,  c^°faC°=0; 
hieraus  ergiebt  sieb  welter,  da  A°,  C°  relative  Primzahlen  sind, 
a=pA«,  c=—pC>,  d~~qC°,  b=<?A<>, 


die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  BedinguDgsgleicbungen 
giebt  zw  ischen  p  und  q  die  Relation  A9qq  +  0>pp=sfi. 


27.LöstmapdieGleichungil0^+C0pp=^fi  nach  der  Gauss* 

sehen  Methode,  so  erhält  man  im  Allgemeinen  mehrere  Systeme 
von  Formeln. 
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Es  sei  r:=  —  =  0°  (mod.  ^  ft)  ,   *  ein  solcher  Werth  unter 

1  ^ 

gp,  filr  welchen  die  Formen 

eigentlich  äquivalent  sind ,  und  o° ,  ß°,  y°,  «5°  eine  eigentliche 
Substitution  ans  1^  in  ^F.  Alan  erhält  mehrere  zur  Form  *P  gehö- 
rende kubische  Formen  von  der  Charakteristik  (A,  0,  C)  nach 
den  folgenden  Formeln: 

[16]  a=A»{fX+<flA»Y), 
b  =  A°(a?X-fC°Y), 
c=-C°(y°X+a<>A<>Y)t 
d=-C>(<fiX-f>0>y); 

indem  XX—D°YY=\  gesetzt  wird. 

28.  Beispiel.  Gegeben 

9  =  (14,  0,  —28),  Z>=392,  ^=14,  4°,  6*  =  l,  —2. 

Man  findet  (1,0,  -2)  mit  V=(7,  3,  1);  (7,  -3,  1)  eigentfich 
aequivalent,  und  a°,  v°=3,  — 1  oder  — 3,  —  1;  folglich  sind  alle 
zur  Charakteristik  (14.  0,  «—28)  gehörende  kubische  Formen  in 
deo  beiden  folgenden  Formeln  begriffen: 

31*,  3X-3)',  -2A+6F,  6Ä-4F), 
(-A-3F,  -3JC-2F,  -2Jf~6r,  -45A-4Y); 

vv  ,    ,     dbA    l   3    17  99 

wo  AA-ur  =  J,  also  J-y— Q »  2'  12'  70  U*  S*  Wm  u*  8*  w* 

29.  In  besonderen  Fällen  lässt  sich  die  Auflosung  der  Auf- 
gabe, mit  der  wir  uns  hier  schon  länger  beschäftigen,  beträchtlich 
abkürzen.  Es  werde  noch  einer  dieser  Falle,  welcher  im  Folgen- 
den in  Anwendung  kommen  wird,  besonders  betrachtet 

Die  gegebene  Charakteristik  sei  <p  =  (0,  B,  0),  wo  B  nicht 
verschwinden  soll.  Ist  f=(a,  6,  c,  d)  die  zugehörige  kubische 
Form,  so  hat  man  66 — ac=ü,  bc—ad=B,  cc — 6</=0.  Multiplicirt 
man  die  erste  Gleichung  mit  c,  die  dritte  mit  <z,  und  addirt,  so 
kommt  6(6tf— cr</)  =6Z?  =  0,  folglich  6=0.  Multiplicirt  man  die 
erste  Gleichung  mit  d,  die  dritte  mit  6,  und  adairt,  so  kommt 
c(bc-ad)  =  cB=0,  folglich  c=0.  —  Umgekehrt  ist  6=0,  c=Q, 
«*/  =—#,  so  ist  (0,  B,  0)  die  Charakteristik  von  (a,  6,  c,  d). 
Alle  kubischen  Formen  von  dieser  Charakteristik  sind  mithin  in 

(fl,  0,  0,  d) 
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I 

licgriffeo,  wo  a  und  d  alle  Paare  von  Wertben  bedeuten,  deren 
Pn>diict=-/?  ist. 

Die  gegebene  Charakteristik  sei  ferner  <p=z(A,  B,  0),  wo  A 
gerade  sein  muss.    Ist  /*=(«,  6,  c,  d)  die  zugehörige  kubische 
Form,  80  muss  A=2bb—2ac,  ß=bc—ad,  0=cc — bd  sein.  Hier- 
ans  foltf  cA—'2bß=>-J2a{cc—bd)=dO,  also  auch  cAa—bB°=0,  wo 
A~pA\  2ß=p/?0,  ft  das  grosste  gemeinschaftliche  Maass  von 
A,W  bezeichnet,  so  dass40,  B°  relative  Primzahlen  sein  werden. 
N*cfc  der  letztern  Gleichung  ist  b  durch  A°  theilbar,  man  kann 
also  k=pA°  setzen,  und  dann  wird  c=pß°.   Durch  Substitution 
dieser  Werthe  verwandelt  sich  die  Bedin<;ungsgleichung  cc — bd 
=Oin  (pß02— <M°)»  =  Ö,  aber  p  kann  nicht  verschwinden,  da 
Most  6=0,  c=0,  mithin  ^1=0  wäre,  welchen  Fall  wir  schon  be- 
trachtet haben,  folglich  j»£«-<Lf°=d0,  daher  p  durch  A°  theilbar, 

oder  j>=&4°,  also  d—&B°".   Die  Gleichung  66— uc=^=2^^° 

verwandelt  sich  hiernach  in  ö*A°*—a&B°—£tt,  folglich  ist  &  ein 

l 

T heiler  von  Endlich  ergiebt  sich  a= —  .  Duch  Sub- 
stitution ündet  man  nun 

b=&A<*>  c=z&A°B<>,  d=&ß**t 

1 

indem  0  jedweden  positiven,  oder  negativen  Theiler  von lp  bedeutet, 

so  beschaffen,  dass  a  eine  ganze  Zahl  wird.  Umgekehrt,  wenn 
o,  6,  c,  d  diese  Werthe  haben,  so  ündet  sich 

'2bb—2ac=.A,  bc—ad  =  ß,  cc — bd = 0, 

folglich  (n,  6,  c,  d)  eine  kubische  Form,  deren  Charakteristik 
(4.      0)  ist 

30.  Diese  Methode  hat  vor  der  allgemeinen  einen  grossen 
praktischen  Vortheil. 

Z.  B.  Ist  tp=  (20,  15,  0),  so  sind  nach  der  allgemeinen  Me- 
thode folgende  Formen  in  Bezug  auf  ihre  eigentliche  Aequivalenz 
mit  ^=(20, — 15,  0)  zu  untersuchen: 

(200,  15,  0) ;     .       (200,  -25,  2) ;         (200,  -65,  20) ; 
0=1,  ^=  15,  *=0;  0=1,  ^=15,  A=3;  #=  1,^=15,  k=ß; 

(J00,  -105,  54);        (200,  —145,  104);       (8,  15,  0) 
tssl.  ^=15,  *=lf  ^=15,  A  =  12;  0=5,  0=3,  £=0 
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Man  findet  oor  die  erste  und  dritte  Form  geeignet,  and  es  verwandelt 

sich  • 

— 

<,=(*>,  -15,  0)  io  (MO,  13.«)|dnrchdieSllb8titlltion90)3>U2 
in  (200  -66  20)      |         ^  4> 

folglich  erhält  mau  die  beiden  knh'ischen  Formen  (13,  20,  3ft  46); 
(1,  4,  6.  9),  zu  welchen  noch  ihre  conträren  ' 


Nach  der  zweiten  Methode  ist 

A=20,  2tf=30,  f»  =  10,  J°=2,  £0=3; 
für  0  kann  man  nur  +1,  +5  nehmen,  und  erhält 


a=3(80-*O=+l,  ±13;  b=±4,  ±20;  c=±6,  +30;  <fc=±9  ±45; 
wie  vorher. 

31.  Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  die  Rlassiti- 
cation  der  kubischen  Formen  angreifen. 

Wir  rechnen  irgend  zwei  solche  Formen  in  eine  Klasse, 
wenn  sie  eigentlich  aequivalent  sind,  in  verschiedene  Klassen, 
wenn  sie  es  nicht  sind.  Wir  haben  gesehen,  dass  zur  eigentlichen 
Aequivalenz  zweier  kuhischen  Formen* die  eigentliche  Aequivalenz 
ihrer  Charakteristiken  erforderlich  ist  (J2).  Dies  ist  aber  nicht 
umgekehrt  richtig.  Betrachten  wir  nun  zuerst  alle  Formen  von 
(1  erseihen  Charakteristik  (deren  bei  positiver  Determinante  un- 
endlich viele  sind),  und  untersuchen,  wie  vielen  verschiedenen 
Klassen  dieselben  angehören. 

Alle  zur  Charakteristik  tp=(A,  /?,  C)  gehörenden  kubischen 
Formen  sind  nach  23.  24.  im  Allgemeinen  in  mehreren  Systemen 
enthalten.  Betrachten  wir  ein  bestimmtes  System  (5),  und  bezeich- 
nen irgend  eine  Form  desselben  (die  Grundform)  mit  (o°,  6°,  c°, 
so  ist  jede  Form  des  nämlichen  Systems  (a,  6,  c,  d)  durch  fol- 
gende Gleichungen  bestimmt: 

[17]  ma  =  a°X+(b<>A-a°B)r, 

•  mc=c<>X+  (d0A—coB)F, 

md=:doX-(coC-doB)  Y; 

wo  m  das  gross te  gemeinschaftliche  Maass  von  A,  C,  und 

X,  V  alle   (positive    und    negative)    Wurzeln   der  Gleichung 
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XX—DYY=mm  sind  (D=zBB—AC).  Zu  bemerken  ist.  blehei, 
das«  die  letztere  Gleichung  unendlich  viele  Wurzeln  hat,  wenn 
D  positiv,  zwei  Paare  von  Wurzeln 

^>Z1™'  0  W\  wenn  D  quadratisch  oder 
vier  Paare  vou  Wurzeln 

F=0,  0,  1,  -1  »  wenn 
sechs  Paare  von  Wurzeln 

m       m  m 


2  '      2  *  2  *      2  J  wenn  3  !st. 

F=r0,     0.1.     1,-1,-1)  Wm 

Zwei  eigentlich  aequivalente  kubische  Formen  von 
derselben  Charakteristik  <p=(A,  B,  Q  gehören  nun 
notbwendig  demselben  System  an.  Bezeichnet  mau  diese 
Formen  nämlich  mit  (a,  b,  c,  Ö),  (a',  b',  c',  Ö') ,  so  ist  nach  14.  * 

m# = a  T + (b^  —  a/?)  17, 

mb'=br-(ac^-bB)c;. 

mÖ'=&r—  (cO-OB)U; 

w  o  T^—D  Ü*=m*  ist ;  aus  diesen  Rel  ationen  folgt  aber,  dass  (0,  b,  C,  0), 
(<*',  b',  e',  ©0  >n  dasselbe  System  gehören.  —  Formen  aus  ver- 
schiedenen Systemen  sind  mithin  nicht  eigentlich  aequivalent, 
oder  sie  eehoren  in  verschiedene  Klassen.  Hiernach  komn\t  es 
nur  noch  darauf  an,  zu  entscheiden,  ob  Formen  aus  demselben 
Svstem  in  dieselbe,  oder  in  verschiedene  Klassen  geboren.  Zu 
dem  Ende  sind  die  verschiedenen  Fälle  besonders  zu  betrachten. 

,.  W«1>»J«*-  — so  erb«,  d« 
*  mm 

System  [17]  nur  zwei  Formen  (a<>,  6<>,  c°,  d°),  (— a°,  -6°,  —  c°, 

— und  da  diese  conträr  sind,  so  gehören  sie  in  eine  Klasse. 

II.    Wenn  ^^=4,  so  erhält  das  System  vier  Formen,  nämlich 

in  tu 


(a<>,  6«,  c°, 

(b«A—a«B      a°C-b°B      d«A-c*B  c*C-d<>B\ 
\  m  '  m  m~ m  /' 

und  die  mit  diesen  contraren  Formen,  welche  nach  14.  II.  eben- 
falls  eine  einzige  Klasse  bilden. 
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Iii.  Weno         =3,  so  enthält  das  System  sechs  Formen; 

da  aber  io  diesem  Falle  nncli  14.  I.  nur  identische  oder  conträre 
Formen^  eigentlich  aequivalent  sind ,  so  folgt,  dass  diese  Formen 
in  drei  verschiedene  Klassen  gehören,  dereu  Formen  erhalten 
werden,  indem  man  von  den  Wertben 

A—in,  -—^m,  —  ^m,  — m ,  ^n,  ^ 711 

K=0,  -1,      1,       0,     I,  — 1 

irgend  drei  so  beschaffene  Paare  nimmt,  dass  die  Wertbe  von  X, 
r  irgend  eines  Paars  nicht  durch  Veränderung  der  Vorzeichen 
eiues  anderen  Paares  entstehen,  also  z.  ß.  die  drei  ersten  Paare. 

IV.  Wenn  die  Determinante  endlich  positiv  ist,  so  behaupte 
ich,  dass  die  unendlich  vielen  Formen  eines  Systems  drei  ver- 
schiedene Klassen  bilden.  '  • 

Um  dies  zu  erweisen  seien 

/==(«,  6,  c,  d),   /'=(a',  b\  S,  d') 

irgend  zwei  in  [171  enthaltene  Formen,  zu  den  Werthen  X,  Y; 
a\  Y'  gehörend.  Man  wird  also  ausser  den  vier  Gl.  [17]  noch  vier 
andere  haben,  aus  jenen  hervorgehend,  wenn  a',  b',  c\  d'9  Ä',  Y1 
mit  a,  b,  c,  d,  X,  r  vertauscht  werden.  Aus  diesen  acht  Glei- 
chungen wird  man  leicht  folgende  herleiten: 

ma'=zaX"  -f  (64— aB)  Y» , 
mb'^bX"- (aC—bB)  Y" , 

md'=dX''-(cC-~dB)Y"  ; 

wo 

XnzJ-{XX-DYY%  Y'^UxY'-YX*) 
in  vi 

—  t  ,  ff 

ist.  Es  werden  nun  f\  f  eigentlich  aeouivalent  sein,  folglich  in 
eine  Klasse  gehören,  wenn  Ä",  Y"  sich  unter  der  Form  dbjir, 
Aztt^v  darstellen  lassen,  indem  fa,  w3v  die  oben  angegebene  Be- 
deutung haben  (14).    Diese  Bedingung  ist  also  zu  entwickeln. 

Da  X,  Y;  X',  Y'  der  Gleichung  xx—Dyy=mm  genügen,  so 
kann  man 

X  =  ±1fA,  Y=±u}t;  X'^±tfl;  Y'  =  ±U/t- 

setzen,  wo  die  Vorzeichen  ganz  willkührlich  sind.  Suhstifuirt 
man  dies  in  die  obigen  Werthe  von  X",  Y",  so  findet  sich  offenbar 
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rajf*  entweder  =±(M/«'— °der  —±(tntts+DupUM') 
mV  entweder  =±(/AiM^-«iti(«')     oder  =s±(tpUp+*pfr). 

Druckt  man  aber  tp,  u/t  ;  t!t>,  uw  auf  bekannte  Weise  durch  tlf 
«i  aus  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung 

1  1 

f*yich 

■ 

^ff=db<Hu'-^)  oder  ac  +  f^^, 
Y"—  ± w+Of-A«)  °^er  =  i itft'+n ; 

wo  die  Zeichen  immer  willkührlich  sind,  nur  das«  dem  Index 
dasjenige  Zeichen  zu  geben  ist,  welches  ihn  positiv  macht.  Hier- 
aus ziehen  wir  den  Schluss.  Wenn  die  Formen  f,  f  zu  den 
W  crthen 

schüren,  und  die  Werthe  in  beiden  Paaren .  gleiche ,  oder  in  bei- 
den  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  werden  /,  f  eigentlich 
äquivalent  sein,  wenn  ft=0(mod.  3)  ist;  haben  aber  jene 
Werthe  iu  dem  einen  Paar  gleiche,  im  andern  entgegengesetzte 
Zeichen,  so  ist  zur  eigentlichen  Aeqaivalenz  p'+p=0  (mod.  3.) 
erforderlich,  und  umgekehrt.  Hiermit  ist  die  obige  Behauptung 
min  erwiesen,  nämlich 

die  in  der  ersten  Klasse  enthaltenen  Formen  entsprechen  den 
Wertben 

Die  in  der  zweiten  Klasse  den  Wertben 
Die  in  der  dritten  Klasse  den  Werthen 

Als  Repraesentanten  der  Klassen  kann  man  z.  B.  die  den 
Werthen  w»,  0;^,  t^;  <|,  —  nehmen. 

3*2-  Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  daas  die  An- 
zahl der  verschiedenen  Klassen  aller  kubischen  For- 
men von  derselben  Charakteristik  entweder  ebenso 
gross,  oder  dreimal  so  gross»  als  die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen Systeme  ist,  in  welche  diese  Formen  ster- 


■ 


legt  werden  können;  nämlich  eben  so  gross  in  den 
Fällen 


-AD 

dreimal  so  gross  in  den  übrigen  Fällen: -^^-=3  uod/>>0. 

33.  Es  sei  f  eine  kubische  Form ,  9  ihre  Charakteristik.  Ist 
<p  nicht  schon  reducirt,  so  lässt  sie  sich  durch  mehrere  Substitu- 
tionen in  eine  mit  ihr  eigentlich  aequivalente  Kedncta  0/  ver- 
wandeln, z.  B.  durch  die  Substitution  «,  ß,  y,  d\  wo  ttö— ßy=l 
ist.  Transformirt  man  nuo  f  durch  diese  nämliche  Substitution  in 
fy  so  wird  f  mit  f  eigentlich  aequivalent  sein,  denn  indem  f  in 
f  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  j,  wo  aö — 0y=l,  übergegangen 
ist,  geht  p  in  f  zurück  durch  die  Substitution  o",  —  ß,  — y,  -f-o  (7). 
Bezeichnet  man  ferner  die  Charakteristik  von  p  mit  {A\  &,  C), 
so  ist 

A'  =  Aaa  +  2Bay  +  Cyy,    ß'=i  Aaß +ß(aö  +  ßy)  +  Cyd, 
C=Aßß'  +  2Bßd'  +  GW'(9.) ; 

folglich  (A't  &,  C)  mit  <p*  identisch,  woraus  zweitens  folgt,  dass 
die  kubische  Form  p  die  quadratische  Form  <p'  zur  Charakteristik 
hat.  Jede  gegebene  kubische  Form  f  kann  .mithin  durch  eine, 
oder  mehrere  Substitutionen  in  eine  damit  eigentlich  aequivalente 
Form  p  verwandelt  werden,  deren  Charakteristik  eine  Reducta  ist. 

Mau  denke  sich  für  eine  gegebene  Determinante  D~0  oder 
=  l(raod.  4.)  alle  reducirten  quadratischen  Formen,  in  welchen 
die  äussern  Glieder  beide  gerade  sind,  und  bei  negativem  D  nur 
die  positiven  Formen  (9.).  aufgestellt;  sie  seien  %  ^V-^""1» 
ihre  Anzahl  ist  bekanntlich  begrenzt.  Ferne/  denke  man  sich  alle 
kubischen  Formen,  deren  Charakteristiken  diese  reducirten  For- 
men sind,  ebenfalls  aufgestellt.  Jede  beliebige  kubische  Form 
von  der  Determinante  D  wird  sich  auf  eine  der  letztern  zurück- 
führen lassen.'  Alle  kubischen  Formen  von  derselben  Charakteri- 
stik bilden  aber  eine  bestimmte  Menge  von  Klassen  (32.),  iolglich 
sind  wir  zu  dem  schönen  Theorem  gelangt: 

Alle  kubischen  Formen  von  derselben  Determinante 
lassen  sich  in  eine  endliche  Menge  von  Klassen  zer- 
legen. 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Klassen  der  kubischen  For- 
men zur  Charakteristik  mit  v,  die  zur  Charakteristik  mit  v* 
u.  s.  w.,  die  Anzahl  der  Klassen  aller  kubischen  Formen  von  der 
Determinante  D  mit  N,  so  ist 

AT^"  v-fV  -f    -|- . . .  +  v"- 1 . 
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34.  Aufgabe.  A  1 1 e  kubischen  Formen  von  dersel- 
ben Determinante  D  zu  klassi  ficiren,  wenn  die  letz- 
tere ein  Quadrat  ist. 

Auflosung.   Man  stelle  alle  reducirten  quadratischen  For- 
men von  der  gegebenen  Determinante  D—hh  auf  (wo  A  positiv), 
welche  bekanntlich  (A,  A,  0)  sind ,  wo  A  zwischen  den  Grenzen 
0  und  2A — t  incl.  eingeschlossen  ist;  da  aber  jnu*  gerade  Werthe 
von  A  zulässig  sind,  so  werden  die  wirklich  aufzustellenden  Formen 

(0,  A,  0),  (2,  A,  0),  (4,  A,  0)  (0,  A,  0),  (2A-2,  A,  0) 

sein,  ihre  Anzahl  offenbar  =  A.  Man  bszeichne  sie  mit  ty,  ty', 
ilf9,...yA-1.  Man  bestimme  die  zur  Charakteristik  gehörenden 
kubischen  Formen  (29),  und  behalte  von  je  zwei  conträren  (a,  b, 
Cp  ^ — a,  — b,  — c,  — Ö)  immer  nur  die  eine  bei,  z.  ß.  die,  de- 
ren erster  CoelTGcient  positiv  ist;  alle  auf  diese  Weise  resultiren- 
den  Formen  werden  in  verschiedene  Klassen  gehören  (14.  1.). 
Verfahrt  man  ebenso  in  Bezug  auf  die  Reducirten  ty',  ty">  V, ... 
\\>h—  *,  so  wird  man  die  Kepraesentanten  aller  Klassen  erhalten. 
Denn  da  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  die  Redu- 
cirten ^,  %>',  f...yh-1  sammtlich  in  verschiedene  Klassen  gehö- 
ren (keine  zwei  eigentlich  aequivalent  sind),  so  gilt  Dasselbe  von 
den  in  Rede  stehenden  kubischen  Formen. 

Beispiel.   X>=81,  A=9. 

^=(0,  9,  0);   (2,  9,  0);   (4,  9,  0);   (6,  9,  0);   (8,  9,  0); 

(10,9,0);   (12,9,0);   (14,9,0);  (16,9,0) 

*=(0,  9,  0)  Klassen  (1,  0,  0,  —9);  (3,0,0,-3);  (9,0,0,-1). 

^=(2,  9,  0)  «=10>~\)>         blasse  (0,  1,  9,  81) 

if>=(4,  9,  0)....a==^8^—  ,  a=?,  folglich  keine  Klasse  vorhan- 
den. &—1 

*=(6,  9,  0)....o=^(V-|), 

dV  7>\  keine  Klasse. 

tj,=(8,  9,  0)....u  =  ^64^-^,  a=7....  Klasse  (7,  IG,  36,  81) 

^=(10,9,  0)....«=^(r25fr-i),  a=^...  keine  Klasse. 

#■=1 
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1         3\  5\ 
if>  =  (12,  9,  0)...o=3(8^—  rt=gf 

c»«i/  — •  Klasse. 

3  $ 

^  =  (14,9,0)...fl=(j(343*-^,  a=38,...  Klasse  (38,  49,  63,  81) 

#  =  1 

tf;=(16,  9,  0)....a==£^512#— o=-~^-....  keine  Klasse. 

0  =  1 

Hieraus  folgt,  dass  alle  kubische  Formen  von  der  Determinante 
81  in  sechs  verschiedene  Klassen  zerfallen,  welche  durch  folgende 
Formen  repraesertirt  werden  können: 

(1,  0,  0,  -9);  (3,  0,  0,  -3);  (9,  0,  0,  -1);  (0,  I,  9,  81)-, 

(7,  16,  36,  81;;  (38,  49,  63,  81). 

35.  Es  sei  B  eine  ungerade  Primzahl,  (A,  B,  0)  die  Cha- 
rakteristik.   Dann  ist  gp,   oder  dass  grüsste  gemeinschaftliche 

Maass  von       und  B,  offenbar  =], 

A»z=}2A,  B»=B,  #=1,  «=^(^3—1). 

Die  Cougruenz  x3=l(mod.  B)  hat  drei  Wurzein  unter  B,  oder 
eine  Wurzel,  jenachdera  B  von  der  Form  3«-f-l,  oder  von  der 
Form  3/1  +  2  ist.  Beachtet  man  nun,  dass  zu  der  Charakteristik 
(0,  Bt  0)  die  Klassen  (l,  0,  0,  — B)9  (B,  0,  0,  —1)  gehören,  so 
ergiebt  sich  folgendes  Theorem: 

Alle  kubischen  Formen  von  der  Determinante  BB 
zerfallen,  wenn  B  eine  ungerade  Primzahl  ist,  für 
Z?=3w-f2  in  drei  verschiedene  Klassen.,  deren  Reprae- 
sentanteu  (1,  0,  0,  —B)\  (B,  0,  0,  -1);  (0,  1,  Bt  B*)  sind; 
für  U=3n-fl  in  fünf  verschiedene  Klassen,  deren  Re- 
praesentanten  (1,  0,  0,  B);  (/?,  0,  0,  -1);  (0,  1,  B,  B*); 

I 

sind  ,  indem  x,  :'dieJ>eidenvon  der  Einheit  verschiede- 
nen VVur/eln  der  Congruenz  i3=l(inod.  B)  unter  B  be- 
deuten. Für  B=\  insoesoudere  giebt  es  eine  Klasse 
(1,  0,  0,  -1);  für  tf=3  drei  Klassen  (I,  0,  0,  --3);  (3t  0,  0, 
—I);  (0,  1,  3f  9). 

Beispiel. 

Ä=r7=3w  +  1    :3=l(mod.  7),  *ss»2,  j'=4; 
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die  Klassen  sind  also 

(t,  0,  0,  -7);    (7,  0,  0,  -1);   (0,  1,  7,  49);   (1,  4,  14,  49); 

(9,  16,  28,  49). 

36.    Es  ee\B=2py  wo  p  eine  ungerade  Primzahl.  DieWerthe 
von  \A  werden  sein:  0,  1,  2,  3,...2/>— 1.    Betrachten  wir  zuerst 

den  Werth  ^A=p.r  In  diesem  Falle  ist  das  grösste  gemeinschaft- 

\ 

liehe  Maass  von  ^A  und  B  offenbar  =p, 

wo  *=l  oder  —  p  sein  kann.    Dies  giebt  die  Klassen 

Q=2,  i.  ip.  4p)., 

Es  kann  zweitens  ungerade,  aber  nicht  =/?  sein.  In  diesem 
Falle  ist 

A«=\a,  B*=:2p,  *=1,  a=~(i<o»_i); 

wo  /l°<2/>  sein  muss.  Die  Congrucnz  2s=l  (n»od.  2»)  hat  un- 
ter 2p  eine,  oder  drei  Wurzeln,  jenachriem/?  von  der  Form  3w-|-2, 
oder  von  der  Form  3/1+1  ist;  folglich  sind  die  entsprechenden 

Klassen  in  \pfy>  tyz>  *P~J  begriffen,  wo  für  z  jede  dieser 
Wurzeln  zu  setzen  ist  —    Es  kanu  drittens  l  A  gerade  sein.  In 

t 

diesem   Falle  ist 

0 

1^=2,   \a  =  a°.  p=b\  «=J(<m°s-|); 

wo  &=zl  oder  =2  sein  kann.  Für  &  =  l  erhiilt  man  Klassen  un- 
ter der  Form  Q-jj^,       P*>  p'2)  >■  wo  z  die  Wurzeln  der  Con 

<;ruenz  z»==2  (mod.  p)  unter  p  bedeutet.  Für  />=2  erhalt  man 
Klassen  unter  der  Form 

/2*3  —  1  \ 

\f-jT~>  2z*>  2PZ>  Vj>  wo  2=3=1  (mod.  />).. 
Theil  XVII.  :\ 
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Es  kann  endlich  A=0  sein.  Diesem  Fall  entsprechen  die  Klas- 
sen (1,  0,  0,  -2j>) ;  (2,  0,  0;  -/>; ;  (p,  0,  0,  -2) ;  (2p,  0,  0,  -1). 

Die  Congruenz  28~2(mod./>)  ist  nicht  immer  lösbar;  hat  sie 
aber  Wurzeln,  so  ist  deren  Anzahl  ebenfalls  =1  oder  3,  jenach- 
dem  />  =  3w  +  2,  3n  +  l  ist. 


Die  Congruenz  2z3  —  1  (mod.  p)  ist  gleichfalls  nicht 
lösbar.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  muss  2/2*=/  (mod.  p)  sein;  nnn 
kann  man  aber  f  so  bestimmen,  dass  2f—  l  (mod./>)  ist,  und  dann 
wird  23~/'(mod.;;),  welcher  Forderung  nicht  immer  genügt  werden 
kann.  Man  sieht  hieraus  aber,  dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  der 
Congruenz  2i5=l  (mod.p),  wenn  sie  nicht  null  ist,  entweder  =1, 
oder  =3  sein  muss,  jenachdem  />  =  3/i  +  2,  oder  =3n-f-l  ist. 

Alle  kubische  Formen  von  der  Determinante  (2»)a, 
wo  p  eine  ungerade  Primzahl,  si  nd  m  itbin  i  n  folgen  «Ten 
Klassen  enthalten: 

(I,  0,  0,  -2p);   (2,  0,  0, -p);    (;»,  0,  0,  -2);    (2p,  0,  0,  -1); 
(^■,1,2,4);  p,  2p,  4p); 

y~2^-f  ***  2/?r,  4^^....:»=l(raod.2p)*) 
(~=^f  2«,  *pz,  Ipp)  2:'»  =  1  (mod.p),  * 

— 22,  pt,  ppj  ....*"3==2(mod./>);  , 

woraus  leicht  folgt,  dass  die  Anzahl  der  Klassen  nicht  kleiner  als 
7  und  nicht  grösser  als  15  ist. 

Beispiel.  p=31.   Man  findet 

2=1,  5,  25;  r-=8,  9,  14;  2"  =4,  7,  20; 

folglich  sind  die  Klassen  der  Formen  von  der  Determinante 36  folgende : 

(1,0,0-62);  (2,0,0,-31);  (31,0,0,-2);  (62,0,0,-1); 
(—15,  1,  24);  (15,  31,  62,  124);  (0,  1,62,3844);  (2,  25,  310,  3844); 
(252,  625,  1550,  3844);  (33,  128,  496,  1922);  (47,  162,  558,  1922); 
(177,392,  868,1922);   (2,16,  124,  961);  (11,49,217,061); 

(258,  400,  620,  961). 


')  Man  lüst  dic«c  jCorigruenzen  leicht  mit  Hülfe  der  Indextafeln 
de«  Herrn  Prof.  Jacobi  (S.  Canon  Arithmcticu«). 
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37.  Bevor  wir  zur  negativen  Determinante  übergehen,  wollen 
wir  zum  besseren  Verstanüniss  folgende  Bemerkung  über  die  qua- 
dratischen Formen  voraussenden. 

Die  Reduction  der  quadratischen  Formen  von  negativer  De- 
terminante nehmen  wir  nach  Gauss  vor.  Die  Form  (A,  B,  C) 
von  der  negativen  Determinante  BB—AC=il)  heisst  reducirt, 

wenn  B  nicht  >^Af  C  nicht  <4*ist  (bloss  in  Rücksicht  auf  die 

absoluten  Werthe).  Dabei  ist  B^tf  —  jZ),  A  —  \d.  Z. 
B.  ffe  />t= — 71  sind  die  Reducirten  folgende: 

(1,  0,  71);  (2,  +1.  36);  (3,  ±1,  24);    (4,  ±1,  18);   (6,  ±1,  12); 

(8/  dbl.  9);  (5,±2,  15);   (8,  ±3,  10); 

verbunden  mit  ebenso  vielen  anderen,  in  denen  die  äusseren  Glie- 
der negativ  sind. 

Ferner  ist  zu  bemerken.  Zwei  reducirte  quadratische  Formen 
von  derselben  negativen  Determinante  sind  immer,  aber  auch  nur, 
eigentlich  aequivalent,  wenn  sie  entweder  identisch  sind,  oder 
wenn  sie  entgegengesetzt  sind,  und  im  letzlern  Falle  entweder 
aneipites,  oder  aie  äussern  Glieder  gleich  habend,  d.  h.  die  entge- 
gengesetzten reducirten  Formen  (Al,  B,  C)\  (A,  +-B,  (T)  sind  im- 
mer, aber  nur,  eigentlich  aequivalent,  wenn  von  den  beiden  Be- 
dingungen 2B=±A,  A  =  C  mindestens  eine  statt  findet. 

38.  Sind  nun  <p,  a>'  zwei  verschiedene  Charakteristiken  und 
nicht)  entgegengesetzt;  oder  sind  sie  entgegengesetzt,  aber  weder 
aneipites,  noch  mit  gleichen  äusseren  Gliedern  behaftet,  so  kön- 
nen sie  nicht  eigentlich  aequivalent  sein,  folglich  werden  die 
ihnen  entsprechenden  kubischen  Formen  ebenfalls  in  verschie- 
dene Klassen  gehören.  Wir  haben  daher  nur  folgende  Aufgabe 
zu  losen: 

39.  Aufgabe.  Zwei  ku bische  Formen  von  negat.  De- 
terminante haben  zu  Charakteristiken  reducirt  qua- 
dratische Formen,  welche  entgegengesetzt,  und  ent- 
weder an eipites  sind,  oder  die  äusseren  Glieder  gleich 
haben;  man  soll  beurtbeilen,  ob  jene  eigentlich  ae- 
quivalent sind,  oder  nicht. 

Auflösung»  Die  Reducirten  seien  q)=z(At  B,  C)x  q>'—(A 
— By  C)\  A  kann  nicht  verschwinden,  B  werde  als  positiv  an- 
genommen. Die  entsprechenden  kubischen  Formen  bezeichne  man 
mit  /  =  (*,  6,  c.  d);  /-  =  («',  b\  c\  d'). 

1.  a>  und  <p'  seien  aneipites,  so  dass21?=/f  ist  (A  ist  posi- 
tiv und  gerade  nach  9.).  Die  eigentliche  Aequivalcnz  von  f,  f*  ist 
nun  nach  14.  10.  zu  untersuchen.  Bekanntlich  geht  <p  in  a>'  durch 
die  eigentliche  Substitution  1,  — 1,  0.  1  über,  und  durch  die  näm- 
liche Substitution  verwandelt  sich  f  in 

f=(a,  b,  c,  D)  =  (o,  -a  +  o,  a-26  +  r,  — «  H-3A— 3r  \  d). 

3« 
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» 

Die  nothwendi&e  und  aasreichende  Bedingung,  dass  f ,  /' 

— 4Z>>4 

eigentlich  aequivalent  sind,  ist  nun  in  dem  Falle  -jjjjjj-—^»  dass 

-AD 

f  mit  f  identisch,  oder  conträr  sei ;  in  dem  Falle  =4,  dass 
f  entweder  mit  f  oder  mit 

-     SbA+aB      aC+bB    1>A+cB  cC+t>B\ 
f,=V     ~'  ~  '  ~m~'  m~)> 

oder  mit  deren  conträren  Formen,  identisch  sei,  wobei  zu  be- 
merken, dass  die  drei  Formen  /*,  f,  fj  dieselbe  Charakteristik  <jp* 
haben. 

Zwei  kubische  Formen  (Ai,  bi,  clt  0^;  b»,  e2,  von 
derselben  Charakteristik  (A9  — ß,  C)  werden  identisch  sein,  wenn 
(^=0*,  b4  =  ba  ist.    Denn  man  hat 

bi  bt  — Ci  =  b^ba — a2C2 ,  bx  cv — at    =  bata — 0a&2 ,   Cj  q  —  bt  Öj 

folglich  nach  der  Voraussetzung 

t>ib,— «i^bibi  -«iC», 

1 

b!  Ci  — a!  ÖA =bt  Ca  -  «,  Ö2, 
C|  cx  —  b|  &t  =  C2C2 — bi  &2 . 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  ct=ca>  weun  aL  nicht  null  ist, 
folglich  nach  der  zweiten  Gleichung  auch  ö1~0a.  AVenn  aber 
ft1=0  ist,  so  kann   bx    nicht  verschwinden,  denn  sonst  wäre 

bjbi  —  axtx  =  ^  =  0,  gegen  die  Voraussetzung,  folglich  nach  der 

zweiten  Gleichung  C^—C^  und  nach  der  dritten  d|=D2. 

Verbindet  man  diese  Bemerkung  mit  dem  Vorhergehenden, 
so  folgt: 

Zwei  kubische  Formen  /=(a,  6,  c,  d);  f=z(a'tb')cf9d,)> 
welche  zu  Charakteristiken  entgegengesetzte  redu- 
cirte  Ancepsformen  q>=z(A,  B,  C),  qp'=G4,  —  B,  C)  haben, 

sind  immer,  aber  auch  nur,  eigentlich  aeiiuivalent,  wenn 

 XI)        — 4/J 

in  den  Fällen  — ->4,  —-=3  die  Bedingungen 


±a'=a,  ±b'=b-a\ 


in  dem   Falle    -^-=4  die  Bedingungen 


±a'=a,  ±b'  =  b-a; 


oder  auch 
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,  n,_(t>-a)A+aB  _(b-a)B+aC 
~    ~         m        '  m 

erfüllt  sind,  wo  die  Zeichen  sich  auf  einander  bezie- 
hen, m  das  grosste  gem.  Maass  von  A,  2B,  C  (positiv 
genommen)  bedeutet. 

(I.  Sind  in  <p  oder     die  Äussern  Glieder  gleich,  so  geht  be- 
kanmlidi  q>  in  <p'  durch  die  Substitution  Q,  — 1,  1,  0  über,  durch 
»elehe  sich  /  in  f=:(a,  b,  C,  D)  =  (d,  — f,  6,  — a)  verwandelt.  In 
— 4Z)S  4 

den  Killen  — —  1.q  muss  nun  /'  mit  f  identisch,  oder  conträr, 

nun  * 

— AD 

Falle  =4  entweder  mit  f  oder  mit 

mm 

-cA\dB       dA — cß  —aA\bB  bA—aB\ 
m  m  m  m  / 

oder  deren  cont raren  Formen  identisch  sein.    Daher  folgt: 

Zwei  kubischeFormen  f=(a,  b,  r,  d)\  /*=(a',  b\  C,  d% 
«eiche  zu  Charakteristiken  entgegengesetzte  redu- 
cirte  Formen  mit  gleichen  äussern  Gliedern  (A,  B,  A); 
(A,  —  B,  A)  haben,  sind  immer,  aber  auch  nur,  eigent- 
lich aeqnivalent,  wenn  in  den  Fällen   die  ße 

1  mm  — ° 

Eingängen 

—\D 

io  dem  Falle  =4  die  Bedingungen 


Merlach 


_   ,    —cA+dB  dA—cB 


erffillt  sind,  wo  die  Zeichen  sich  aufeinander  bezie- 
hen, m  das  grösste  gem.  Maass  von  4,  22?  (positiv  ge- 
kommen) bedeutet. 

- 

40.  Aufgabe.  Alle  kubischen  Formen  von  derselben 
negativen  Determinante  in  Klassen  zu  bringen. 

Auflösung.  Man  stelle  zuerst  alle  reducirten  quadratischen 
Formen  von  der  gegebenen  Determinante  auf,  so  dass  die  äussern 
Glieder  positiv  und  gerade  sind.  Man  bezeichne  sie  der  An- 
schaulichkeit wegen  mit 
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y=(A,  B,  Cy%    1>'=(A',  B,  C)\   V'—W>  ß">         u.  s.  w. 
=  Q;  ♦,l=(il',  — ÄSC);  V'i=(^.-Bff,C);  u.s.w., 

• 

wobei  zu  bemerken,  dass  von  zwei  Ober  einander  stehenden  Formen 
die  eine  von  selbst  wegfällt,  wenn  das  Mittelglied  verschwindet. 
B%  &,  B",  u.  s.  w.  sollen  positiv  sein. 

Man  entwickele  sodann  alle  kubische  Formen  zur  Charakteristik 
%  und  bringe  sie  in  Klassen,  welche  durch  Repräsentanten  ver- 
treten sind.  Die  Klassen  der  Formen  zur  Entgegengesetzten 
Charakteristik  findet  man  durch  Veränderung  der  Vorzeichen 
im  zweiten  und  vierten  GMede.  —  Ebenso  verfahre  man  in  Be- 
zug auf  die  reducirten  Formen  y,  ty\ ;  V,  y"x  ;  u.  s.  w.  —  Alle 
Klassen  zu  derselben  Charakteristik,  oder  zu  nicht  eigentlich  ae- 
quivalenten  Charakteristiken,  sind  verschieden,  und  werden  beibe- 
halten. Es  ist  nun  nachzusehen,  ob  unter  den  Reducirten  Paare 
von  entgegengesetzten,  eigentlich  aequivalenten  Formen,  vorkom- 
men.   Gesetzt  man  finde  ein  solches  Paar 

f  Bf,  O)  mit  den  zugehörigen  Klassen  formen  /*,/*,  ftf* 

U.  8.  W. 

^s=(il*,—  £f",  f>)  mit  den  zugehörigen Klassenformeu^,/,',  A^,/ilw, 

u.  s.  w. 

Alsdann  hat  man  zu  untersuchen  (39.),  ob  fx  mit  irgend  einer  der 
Formeo  /",  A  /*,  u.  s.  w.  eigentlich  aequivalent  ist,  oder  nicht; 
im  ersten  Falle  wird  die  Form  fx  ausgeworfen,  dagegen  beibehal- 
ten, wenn  man  sie  mit  keiner  der  besagten  Formeo  eigentlich  ae- 
quivalent findet.  Verfährt  man  ebenso  in  Bezug  auf  die  Formen 
fxttt  fy1  u.  s.  w.,  so  wird  man  alle  möglichen,  verschiedenen, 
Klassen  der  kubischen  Formen  von  der  gegebenen  Determinante 
finden. 

Man  kann  zur  Abkürzung  der  Methode  noch  bemerken :  Wenn 
z.  B.  mit  f  eigentlich  aequivalent  gefunden  worden  ist,  so 
wird  jede  andere  mit  fx  in  einer  Reihe  befindliche  Form  mit  f 
nicht  eigentlich  aequivalent  sein,  wie  leicht  erhellt.  Sind  also  fx 
und  ebenso  fx'  und  /w,  in  einer  Klasse,  so  werden  bei  der  Un- 
tersuchung jeder  andern  Form  der  zweiten  Reihe,  (fx*  fvm%  u.  s.  w.) 
in  Bezug  auf  ihre  eigentliche  Aequivalenz  mit  einer  Form  der 
ersten  Reihe  die  Formen/1",  f*  übergangen  werden  können,  u.s.w. 

Beispiel. 

7i=— 112=e0  (mod.  4  ). 

Reducirte  Formen 

■ 

(2,  0,  56);   (4,  0,  28);   (8,  0,  14);   (8,     4,  16).; 

(8,  -4.  16). 

Zur  Charakteristik  (4,  0,  28)  und  (8,  0,  14)  findet  man  keine  ku- 
bische Formen,  dagegen 


Digitized  by  Google 


39 

rar  Charakteristik  (2,  0.  56;  die  Klasse  (0,  1,  0,  -28) 

\zur  Charakteristik  (8,  4,  16)  die  Klassen  (0,  —2,  —2,  2); 

(l,  -1,  -3,  -t);    (-1,  -2,  0,  4); 

/zur  Charakteristik  (8,  —4,  16)  die  Klassen  (0,  +2,  —2,  —2). 

(t,  +  1,-3,  |  l);  (-1,  +2,  0,  -4)! 

Nun  findet  man 

(0,  +2,  —2,  -2)  eigentlich  aequivalent  mit  (0,  —2,  —2,  2); 
(1,  +1,  —3,  l)  eigentlich  aequivalent  mit  (—1,  —2,  0,  4); 
(—1,  +2,  0,  —4)  eigentlich  aequivalent  mit  (1,  -1,  —3,  -I); 

folglich  sind  alle  kuhische  Formen  von  der  Determinante  — 112  in 
4  Klassen  enthalten,  welche  durch  die  folgenden  Formen  reprä- 
seotirt  werden  können : 

(0,1.0.-28);   (0,  -2.  -2.2);  (1,-1,-3,-1);  (-1,-2.0,4). 

Die  Form  (0,  —2,  — 2,  2)  ist  mit  ihrer  entgegengesetzten  (0,  +2, 
—2,  — 2)  eigentlich  aequivalent  gefunden;  sie  ist  mit  derselben 
aber  auch  uneigentlich  aequivalent  (13.),  woraus  leicht  folgt,  das« 
die  Form  (0,  —2,  —2,  2)  sich  selbst,  sowie  überhaupt  jeder  Form 
ihrer  Klasse  auf  beiderlei  Weise  aequivalent  ist.  Dieser  Um- 
stand hat  bekanntlich  in  der  Theorie  der  quadratischen  Formen 
ein  Anälogon. 

41.  Um  die  kubischen  Formen  von  positiver  Determinante 
zu  klassificiren ,  wird  man  nach  dem  nämlichen  Princip,  wie  vor- 
her, au  verfahren  haben.  Man  stellt  nämlich  zuerst  alle  reducirten  qua- 
dratischen Formen  (At  B,  Q  von  der  gegebenen  Determinante 
auf,  so  das»  die  äussern  Glieder  gerade  sind.  Heducirt  heisst 
aber  eine  solche  Form  nach  Gauss,  wenn  0</?^V/)  und 
V  D — B  <  +  A  <  VD  \-B  ist,  indem  1)  die  Determinante  bezeichnet. 
Hierauf  t heilt  man  diese  Reducirten  in  Perioden,  und  entwickelt 
die  allgemeinen  Formeln  für  den  Inbegriff  aller  kubischen  Formen, 
welche  diese  Reducirten  zu  Charakteristiken  haben.  Alle  Formen 
von  derselben  Charakteristik  kann  man  nach  dem  Vorhergehenden 
klassificiren.  Man  weiss  ferner,  dass  zwei  kubische  Formen .  zu 
nicht  eigentlich  aequivalenten  Charakteristiken  gehörend,  ebenfalls 
nicht  eigentlich  aequivalent  sind,  mithin  verschiedenen  Klassen  an- 
gehören. Fs  kommt  also  nur  darauf  an,  zu  entscheiden,  ob  zwei 
kubische  Formen,  deren  Charakteristiken  sich  in  derselben  Periode 
befinden,  in  dieselbe  oder  in  verschiedene  Klassen  gehören,  und 
auch  diese  Aufgabe  ist  im  Vorhergehenden  gelöst  worden. 

•  * 

* 

42.  Viele  von  den  vorhergehenden  Schlüssen  verlieren  ihre 
Kraft,  wenn  die  Determinante  verschwindet.  Es  sind  also  die 
auf  diesen  Fall  Bezug  habenden  Resultate  noch  zu  entwickeln. 
Wir  sind  aber  genölhigt,  einige  Betrachtungen  über  die  quadra- 
tischen Formen  von  der  Determinante  Null  vorausgehen  zu  las- 
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sen,  da  sich  dieser  Fall  in  den  Disq.  Arithm.  nicht  soweit  ins 
Einzelne  ausgeführt  findet,  als  hier  erforderlich  ist. 

43>  Aufgabe.  Die  eigentliche  Aequivalenz  zweier 
quadratischen  Formen  von  der  Determinante  null  zu 
beurtheilen,  und  alle  eigentlichen  Transformationen 
der  einen  Form  in  die  andere  zu  finden. 

Auflösung.   Die  gegebenen  Formen  seien 

<jp  =  (A,  Bt  O;   <p'  =  (A'f  B.  O) 

und 

BB-AC=D=:Q,  B'B*-A'C=Q. 

Offenbar  haben  A  und  C  gleiche  Zeichen.  Es  sei  m  dass  grosste 
gem.  Maass  von  A,  C,  mit  dem  Zeichen  dieser  Zahlen  genom- 
men, nach  der  Gleichung  BB—AC=0  geht  es  in  B  aufY  Man 
kann  daher 

A  —  mgg,  B=mgh,  C—  mhh 

%  setzen,  wo  g  und  h  prim  gegen  einander  sind ;  denn  das  Zeicheo 
des  Products  gh  kann  so  angenommen  werden,  dass  mgh  mit  B 
einerlei  Zeichen  hat   Es  ist  hiernach 

<p=z(mgg,  mgh,  mhh);   <p'  =  (mg'g',  mg'h',  mh'h1) 

zu  setzen,  wenn  überhaupt  eigentliche  Aequivalenz  zwischen  <p 
und  <p'  möglich  sein  soll;  denn  das  grüsste  gem.  Maass  von  A9  B9 
C  muss  dem  grüssten  gem.  Maass  von  A\  B\  C  gleich  sein. 

Geht  nun  tp  in  qp'  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  ö  über,  so 
dass  aÖ— ßy~l  ist,  so  'wird  man  folgende  Redioguugsgleichungen 
haben : 

I.  g'*=zg*a*  +  2ghay  +  h*y*=:(g(i+hy)*f 

II.  g'h'=:g*aß  +  gh(«d  f  ßy)+h*yd=  (ga  +  hy) (gß  +  hö) , 
HI.  h'*=g*ß*  +  2ghßd  +  A*d*  =(gß  +  hÖ)*. 

Aus  I.  und  III.  folgt 

ga  +  hy  =  +  <7'....[l],        /i3  =±  A' ...  [2]  ; 

womit  noch  aö— ßy~\ ...  [3]  zu  verbinden  ist.  Bezieht  man  die 
Zeichen  nicht  auf  einander,  so  wird  Gl.  II.  nicht  befriedigt.  Um- 
gekehrt, wenn  a,  ß ,  y,  ö  den  drei  vorhergehenden  Gleichungen 
genügen,  so  werden  die  Gleichungen  I.,  II.  und  III.  befriedigt,  und 
q>  geht  in  <p'  durch  die  eigentlich  aequivalente  Substitution  a,  ß, 
y,  o  über. 

- 

Bestimmt  man  t  und  u  so,  dass  <r/w — A/= 1  (wo  man  für  /. 
u  etwa  die  kleinsten  positven  Wcrthe  nehmen  kann),  so  sind  bc> 
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kanntlich  alle  Wurzeln  der  Gleichnng  [1]  und  der  Gleichung  [2] 
in  folgenden  Formeln  begriffen  : 

«=±g'u+rh,  y=+g't-rg,  ß--=±h'u  +  r*h,  6=z^h't~-T'g, 

wo  r  und  r4  ganz  unbestimmte  Zahlen  sind.  Substituirt  man  diese 
Wetthe  in  [3],  so  findet  sich  noch  zwischen  r,  r'  die  Bedingung« - 

gleicbung  ffr'~ h'r=^  1 ,  und  um  die  letztere  zu  lösen,  mache 

min  yV— Ä/f=l>  dann  findet  sich 

> 

wo  o  eine  willkOhrliche  Zahl,  folglich  durch  Substitution 

(1)  (u  =  ±(g'ur-lW)-Qg'h, 
\ß  =  ±{h'u-hv?y-  ghh\ 
h^TWt-ffV  +  Qgg', 

Diese  Formel  enthält  den  Inbegriff  aller  eigentlichen  Substitutionen, 
durch  welche  q>  in  q>*  übergebt.  ( 

44.    Hieraus  folgt 

1°.  Die  einzige  nothwendige  und  auch  ausreichende  Bedingung 
der  eigentlichen  Acquivalenz  zweier  quadratischen  Formen  von  der 
Determinante  null  ist  die,  dass  das  crösste  gem.  Maas*  von  A, 
C  dem  grossten  gem.  Maass  von  A\  V  gleich  ist,  indem  die 
gegebenen  Formen  durch  (A,  B,  C);  (A't  B,  O)  bezeichnet  sind. 

2°.  Da  qr  mit  <p'  uneigentlich  aequivalent  ist,  wenn  <p  mit  der 
Entgegengesetzten  von  <p'  eigentlich  aequivalent,  so  sind  zwei 
eigentlich  aequivalente  Formen  von  der  Determinante  null  immer 
gleichzeitig  auch  uneigentlich  aequivalent.  Um  alle  uneigentlichen 
Transformationen  zu  linden,  braucht  man  in  (I)  nur  g'  und  u'  mit 
den  entgegengesetzten  Zeichen  zu  nehmen. 

3°.  Um  alle  eigentlichen  Transformationen  der  Form  qp  in 
sich  selbst  zu  finden,  hat  man 

<f^9,  h'=hy  u'  =  u,  i'=i; 

folglich  wegen  gu—hl=\  : 

(2)[a=±l-p/7Ä, 


0=— Qhh, 

y=  +  m 


4°,.  Die  quadratische  Form  {mgg9  mgh,  mhh)  lasst  sich  immer 
in  die  damit  eigentlich  aequivalente  (m,  m,  m)  verwandeln.  Alle 
eigentlichen  Substitutionen,  durch  welche  dies  zu  Stande  kommt, 
zu  finden,  hat  man^=l.  A'=l,  u'-f/=l,  folglich  m'=1,  e=Q,  und 
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(3)    «  =  + 


Die  Form  (m,m,m)  kann  die  reducirte  von  (m^,  mgh,  mhh)  ge- 
nannt werden. 

5°.  Reducirte  Formen  von  der  Determinante  null  (ro,  m,  m); 
(m'„  m',  m*)  können  nicht  aecjuivalent  sein,  wenn  m  und  m'  ver- 
schieden sind,  folglich  ist  die  Menge  der  Klassen  der  quadrati- 
schen Formen  von  der  Determinante  null  unendlich. 

45.  Aufgabe.  Alle  kubischen  Formen  von  der  De- 
terminante null  zu  finden,  welche  eine  gegebene 
Charakteristik  haben. 

Auflösung.  Die  gegebene  Charakteristik  sei  <p=.(A9B9  Q, 
wo  BB — AC=0  ist.  Nimmt  man  an,  es  sei  f=(a,  b,  c,  d)  eioe 
kubische  Formen  zu  dieser  Charakteristik,  so  wird  man  folgende 
Gleichungen  haben: 

2o6~2ac=A  bc—ad—B,  2cc-26cZ=C\ 
und  die  Gleichung  BB~-AC=Q  verwandelt  sich  hiernach  in 


Aus  der  letztern  Gleichung  folgt  durch  Multiplication  mit  a*  d*: 


{a*d  +  268—  3a6c)*=4(6Ä— ac)8  oder  (bA-aB)*^i 


(</2o+2c3— 36crf)a=4(cc— bd)*  oder  (cC-dß)*z^4 


woraus  mau  sieht,  dass XA  und  C  gerade  und  positiv  sein  müssen. 

Nach  43.  war  nun  A  =  mag,  B=mgh,  C=mhh,  wo  g  und  A 
prtm  gegen  einander  sind,   betzt  man  diese  Werthe  in  die  Glei- 


a*d*-Wc*  +  Adb*  +  iac*-6abcd=:0. 


Digitized  by  Googl 


43 

luilhtD  a  durch  folglich  b  durch  g%  theilbar.  Man  kann  also 
o=eV,  b=gb'  setzen,  und  erhalt  6'=a'A±j*,  folglich 

Da  —     eine  ganze  Zahl  sein  muss,  so  kann  man  a'h±$n~gd* 


md  es  kommt 

^Resultat  ist  also  übersichtlich  folgendes:  Sollen  zur  Cha- 
rakteristik tp  kubische  Formen  gehören  können,  so  muss 

(5)  9>=(W>  2f4tyi.  VA») 

*em,  wo  ^  und  A  prim  gegen  einander  sind.    Dies  vorausgesetzt, 
sind  alle  gesuchten  Formen  des  dritten  Grades  (a,  b,  c,  <t)  durch 
die  (ileichung  (4)  bestimmt,  indem  a'  und  d'  der  Gleichung  a'A— 
=  f3p  genügen  müssen,  welche  immer  lösbar  is^ 

Siod  aber  {,  aswei  beliebige  Wurzeln  der  Gleichung  gu—ht=l, 
etvfi  die  kleinsten  positiven,  so  ist 

a'=±tyl+rg,  d'  =  ± 3p#  +  rA  ; 

U=db^(l  +  3<A)+r.7»A, 

U=+3f*ttA*  +  rA»: 

die  Zeichen  sich  auf  einander  bezichen,  r  eine  vvillkuhrliche 
eauze  Zahl  ist. 


Wenn  A,  also  auch  /i,  verschwindet,  aber  nicht  C,  so  hat 

t 

i 

&fr-<u?=0,  6c-ad=0,  6c-bd=jC. 
Ans  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt  aber  leicht 

folglich 

a=0,  Ä=0,  ff=jC; 
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(7)  (Ö,  0,  ±y  \c,  d}9 

der  Inbegriff  der  kubischen  Formen  zur -Charakteristik  (0,  0,  Q, 
wo  d  eine  willköbriiche  Zahl  bezeichnet. 

Ist  die  Charakteristik  endlich  (0,  0,  0),  so  hat  man 

bb—ac  —  0,  bc—ad=Of  cc-bd  —  Q.  ^ 

Bedeutet  m  das  grOsste  gem.  Maass  von  a  und  c,  so  kommt 

folglich,  da  a',  C  prim  gegen  einander  sind, 

a'=pP,  c'=q*,  b'=pq; 

mithin 

a=mplf  b = mpq,  c = mq* 


Die  Gleichung  6c~ad=0  wird  d=^-,  folglich 

- 

m=pm',  a=m'p9,  b=m'p*q,  c=m'pq*,  d=.m'q*. 
Umgekehrt  die  kubische  Form 

(8)  (m'p\  m'p*q,  m*pq\  m'q9) 


bat  die  Charakteristik  (0,  0,  0)»  folglich  sind  alle  kubischen  For- 
men von  dieser  Charakteristik  in  der  vorhergehenden  Form  be- 
griffen, indem  m',  p,  q  willktibrliche  ganze  Zahlen  bedeuten. 

9 

46.  Die  Form  q>  =  {mgg,  mgh,  mhli)  geht  durch  die  Substitu- 
tinnen 

• 

in  sich  selbst  über.  Ist  nun  /==(«,  6,  c,  d)  eine  kubische  Form 
zur  Charakteristik  q>,  so  sollen  die  Formen  (a,  b,  c,  Ö)  =  f  be- 
stimmt werden,  in  welche  /  durch  die  vorhergehenden  Substitu- 
tionen sich  verwandelt. 

Man  findet  nach  den  Fundamentalgleichungen  : 

a= p  9g9(—ah9  +  Mh*g-Zc  hg*  +  dg9)  ±  Wg^atf-Ugh  +  cg*) 

+  39g(bg~ah)±a, 

b = p  VM— «*" + 36A^— 3c  V + d9*)  ±  fgVvP-Zlyh*  +  dg9) 

-Qiah'  +  bgh-Ksmb, 


i 
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0 

t=?gh*(-ah*  +  Mh*g  -3<%*  +  dg*)  ±  p«A(2<fy»-3c^A  +  «A») 
j  +  o(d^+C£A-26A*)+f:, 

-f %Qh(dg  —  cA)  ±  rf. 
oDo^iiuirt  man  nun  die  sich  aus  den  Gleichungen 

Ibb — 2at:=mgg,  bc~ad=mgk,  2cc — 2bd=mhh 
ergebenden  Werthe  von  g,  A,  so  findet  sich 

ah*-<26gh  +  cg*=0,  *A*-2coA+rfo*==0, 
-flA»  +  3AA^— 3c%* -A(aA*— 26oA  +  c/72) 

2aAs-%A* + <fys=2A  (afP-Zbgh  +       +  g(bh2-2cgh  +  cfy«)  =0, 
2^-3%*-fnA3=2^(6A»-2^A+^)  +  A(«A*-26tfA  +  c<^=0, 
oi»+  ©oA— 2co*=<iA*-2tyA  +  co*  +  Z(bgh-cg*)  =3  (bgh-cg*) , 
<ty*  +  coA— 2oA* = dg*—2cgh  +  6Aa  -f  3(c#A— 6A2) =3(c0Ä-oA*) ; 

folglich  durch  Substitution : 

(0)/A  =  ±a  +  3o(6^-fl.7A), 

\b=  ±6  +  3o  (cg*-bgh)  =±  6  +  3p  (bgh-ah*) , 
t  jc  =  :fc*+3o(^A--öA*)  =±*  +  3o(<ty*-^A), 

■  (ö=i:d  +  3o(^A-cAa). 

t 

Zu  bemerken  ist,  dass  die  Form  f=(«,  b,  c,  Ö)  mit  /==(a, 
i  rf)  dieselbe  Charakteristik  hat,  wie  man  durch  Entwicklung 
<kr  Werthe  von  bb— ac,  bc— a&,  ec— bö  findet. 

47.  Aufgabe.  Zu  beurtheilen,  ob  zwei  gegebene 
kubische  Formen  von  derselben  Charakteristik  mit 
der  Determinante  null  eigentlich  aequivalent  sind 
oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  alle  eigentlichen 
Transformationen  der  einen  Form  in  die  andere  zu 
bestimmen. 

Auflusuog.  Die  gegebenen  kubischen  Formen  seien  /==  (a, 
6,  f,  if);  /»=(«',  cV,  c',  aO»  ihre  gemeinschaftliche  Charakteristik 
7-  Man  hat  nothwendig  (45). 

wo  9  und  A  prim  gegen  einander. 


1 
1 
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(10)  assty^+ty' 

6  =  W(l+3a)+r^Ä 
c = tyJißug-- 1)  +Tgh% 


S 


i(U)  <*'=3«>f&» 

«'  =  c>Ä(3tgr-l) +r^A* 
d'=3e>t<A*+r'As: 


wo  e=±l,  f'=±J,  r,  r' bestimmte  ganze  Zahlen,  t  und  u  die 
kleinsten  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  gtr—  Atel  sind. 

Geht  nun  f  in  f  durch  die  Substitution  y>  £  über,  wo 

a8 — ßy=  t,  so  wird  <p  in  o>  durch  die  nämliche  Substitution  uber- 
gehen (0.).  Alle  Substitutionen  dieser  Art  aber,  durch  welche 
<p  in  sich  selbst  übergeht,  sind 

±i-tgA,  —  pAA,  +w,  ±t+WA  (44) 

folglich  kann  nur  durch  eine  oder  mehrere  dieser  Substitutionen 
f  in  f*  übergehen.  Hieraus  folgt,  dass  f  mit  einer  der  durch  (9) 
bestimmten  rormen  (a,  b,  t,  t>)  identiscn  sein  muss.  Substitulrt 
man  aber  in  (9)  för  a,  6,  c,  d  ihre  Werthe  aus  (10)  in  den  Coef 
ficienten  von  3n,  so  findet  sich 

a=±a±Zegng',  b=+o+3fW*A,  c=+c+3€p^Ä*,  &=±d+3«ofiA'; 

mithin  muss  sich  q  so  bestimmen  lassen,  dass 

(12)  n'=  +  a+3*0^»,  i 
6'=+ 6  +  SzQ^gVi , 

d'=±rf  MspfiA». 

Die  Zeichen  von  £,  %'  sind  bekannt,  die  Zeichen  von  a,  6,  r, 
sind  noch  will  kührlich,  beziehen  sich  aber  auf  einander,  und  stim- 
men mit  den  Vorzeichen  in  der  Substitution 

+1— ^A,  — oAA,  +Qgg9  ±l+?yA. 

Wenn  nun  erstens  die  Zeichen  von  *,  €'  einander  gleich 
sind,  so  findet  man  für  die  obern  Zeichen  in  (12) 

(r'-+)g*  _  (r'—r)g*h_  tf-r^h*  (r'— r)Aa 
r'— r 

woraus  sich  g=  ^  ergiebt.    Für  die  untern  Zeichen  in  (12) 
würde 

3(i/+«)fii+(r,+r)^s%>9f  {t'+OK*  +3/A)  +(r/+r)$A=3fPWA, 

folglich,  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  A  multiplicirt,  ttori 
subtrahirt,  (f*  +  f)p=0,  was  unmü-lich  ist. 


Digitized  by  Google  j 


•  47 

l 

Wenn  zweitens  die  Zeichen  von  «,  «'  verschieden  sind,  so 
nndet  man  für  die  untem  Zeichen  in  (12) 

V+r)g*J_  (r'+T)ff*h_  (r'+r)gh*_  (r'+r)A'__ 
3£f»^  —  3W*A  ~~  Zwgh*   —  3f/*Ä»  *f 

r'+r 

woraos  sich  ^=-^-  ergiebt  Für  die  obern  Zeichen  in  (12)  v 
«ürde  auf  ähnliche  Art  wie  oben  (e'-e)f*=0,  was  unmöglich  ist. 


Das  Resultat  ist  also  übersichtlich  folgendes: 

Nachdem  man  die  Charakteristik  auf  die  Form 
9=(2a*gr*,  *lp?qhy  2uVi2)t  die  da*u  gehörenden  kabischen 
Formen  auf  die  Form 

(13)  (/=(3e^^H^,  ff#(l  +  3<A)+r$»A, */iA(3t#-l)  +  rgh*t 
|  ,  3*,mA*+rA») ; 

)/»=(3f>c^+^»  V^(!+3<Ä)+ryA,  «>A(3«^-l)+r^A* 
'  3€>iiA*+r'A') 

gebracht  hat,  wo  die  numerischen  Werthe  von  e,  der 
Einheit  gleich  sind,  werden  /*  und  f  eigentlich  aequi- 
valeot  sein,  wenn  die  Bedingung 

(14)  r'— «V=Ö  (mod.  3p)  * 

erfüllt  ist,  und  umgekehrt. 

Und  wenn  man  /,  f  mit  (*,  6,  c,  c/);  (o*,  b\  c\  d')  be- 
teichnet,  so  ist  nothwendig 

(l5)(«'Tfl=3ew», 
U'T*=3<nfi^A, 
je'  T  c = 3f  Qtigh*, 
\<f  :F<2=^3eouAs; 

»odie  obern,  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind, 
jeoachdem  «'=  +  1,  oder  €«'=— •!  ist. 

Es  giebt  nur  eine  eigentliche  Transformation  aus  f 

in /'»nämlich1 
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Beispiel. 

/•=(4,  4,  3,  0) 


r=  (20,  32,51,  81)9  =  (8,r2'18)- 
Hier  ist 

f*-l,  g=%  Ä=3,  «=2,  f=l,  r=2,  f=-l,  1^  =  1,  €'=+1, 

r' — fe'r~0  (mod.  3.). 

r'+r 

folglich  /",  /*  eigentlich  aequivalent.    Da  p  =  ^j"= — 1»  so  ist  die 

einzig  mögliche  eigentliche  Transformation  aus  f  in  f  diese: 
5,  9,  -4,  -7. 

48.  Aufgabe.  Zu  beurtheilen,  ob  zwei  gegebene  ku- 
bische Formen  von  der  Determi  nante  null  eigentlich 
aequivalent  sind,  oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  al/e 
eigentlichen  Transformationen  der  einen  Form  in  die 
andere  zu  finden. 

Auflösung.  Die  gegebenen  Formen  seien  f,  ihre  Cha- 
rakteristiken 9,  tp'.  Sind  die  letztern  nicht  eigentlich  aequivakot, 
so  können  es  die  kubischen  Formen  auch  nicnt  sein.  Sind  9,  g>' 
aber  eigentlich  aequivalent,  was  immer,  aber  auch  nur  dann  der 
Fall  sein  wird  (44.),  wenn 

9>  =  (frV>  ^VA»  V*1). 
9'=(2uy»,  Zfg'h',  VA*) 

ist,  wo g,  A,  ebenso V,  ht,  prira  gegen  einander,  so  suche  man  irgend  eine 
eigentliche  Transformation  aus  tp  in  q>'  (43.),  und  transformire  / 
durch  eben  diese  Substitution  in  eine  andere  kubische  Form  f, 
welche  mit  f  die  gemeinschaftliche  Charakteristik  q>'  haben  wird. 
Man  untersuche,  ob  f  und  f  eigentlich  aequivalent  sind,  oder 
nicht  (47),  und  im  einen,  oder  andern  Falle  werden  ft  f  eigentlich 
aequivalent  sein,  oder  nicht. 

Bedeutet  er,  ß,  y,  8  irgend  eine  eigentliche  Transformation 
aus  <p  in  <p',  ist/*  durch  dieselbe  in  f  transformirt,  und  p,  q,  r,  s 
die  eigentliche  Transformation  aus  f  in  f  t  so  wird 

«p  +  j3r,  uq  +  ßs,  yp+d>,  yq  +  ös 


die  einzig  mögliche  eigentliche  Substitution  aus  f  in  f  sein, 
(vergl.  180 

49.  Es  sei  /=  (0,  6,  c,  d)  eine  kubische  Form  von  der  De- 
terminante null,  g>=(*2f*V>  tpfyk,  2**A*)  ihre  Charakteristik.  Die 
letztere  kann  durch  Substitutionen  er,  ß,  v,  S  in  die  mit  ihr  ei- 
gentlich aequivalente  Form  (2a2,  2aa,  2u'2)  transformirt  werden  (44.). 
Transformirt  man  nun  f  durch  die  nämliche  Substitution  in  f ,  so 
wird  die  letztere  Form  mit  /  eigentlich  aequivalent  sein,  und  die 
Charakteristik  (2u2,  2ua,  2u*)  haben.  Hieraus  folgt,  dass  jede 
kubische  Form  von  der  Determinante  null  ^sich  auf  eine  mit  ihr 
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eigentlich  aequivalente  Form,  deren  Charakteristik  eine  Keducirte 
ist,  zarockföhren  lasst.  Alle  quadratischen  Keducirten  von  der 
Determinante  null,  welchen  überhaupt  kuhische  Formen  zuge- 
he» r<m,  sind  <p=(2ja2,  2fta,  2fi2),  wo  lur  palle  ganzen  Zahlen  0,  1, 
2,3,....  der  Reihe  nach  zu  setzen  sind.  Da  nun,  für  zwei  ver- 
schiedene Werthe  von  jü,  die  Formen  <p  in  verschiedene  Klassen 
behüten,  so  gilt  dasselbe  von  den  entsprechenden  kubischen  For- 
id  man  sieht,  das«  die  Anzahl  der  Klassen  aller  kubischen 
von  der  Determinante  null  unendlich  ist. 


50.  Das  Problem:  zu  untersuchen,  ob  von  zwei  gegebenen 
Formen  des  dritten  Grades  die  eine  die  andere  eigentlich  ein- 
^(hliesse,  oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  alle  eigent- 
lichen Transformationen  der  ersten  Form  in  die  zweite  zu  bestim- 
men, gestattet  eine  ähnliche  Lösung,  wie  das  betreffende  in  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen,  welches  ich  im  Archiv  Tb. 
XHL  p.  JOj.  ff.  bebandelt  habe. 

Es  seien  nämlich  f  =(a,  b9  c,  d);f=(a',  b't  &,  d')  die  gege- 
benen Formen  des  dritten  Grades,  <p  —  {A,  B,  C);  (p'=(A'f  B\ 
C)  die  Charakteristiken  derselben  resp.,  endlich  />,  />'  die  De- 
terminanten von  f,  f.  Verwandelt  sich  f  in  f  durch  die  eigent- 
liche Substitution  et,  ß>  y,  ö,  und  setzt  man  aÖ — ßy=ze9  so  ist 

[1 J  a'  =  ao3  +  36a*y + 3cav2 + df , 

&'  =  aefiß  +  ba(aö  +  *ßy)  +  cy{ßy  +  2«<5)  +  dyH , 
c' = aaß*  +  bß(ßy  -f  2o5)  +  cd (aö  +  2ßy)  -f  dyd* , 
d' = aß*  +3oj3*d  +  3c/J<5» + dö* ; 

[2]  £=Aaa  +  2Bay  +  Cyy, 

~=  Aaß  +  B(ad+ßy)  +  Cyö ,       IJ'  =  De* ; 

^=Aßß  +i2Bßö  +  Cdd~ 

Den  Fall  e=ü  werden  wir  zuvörderst  aus^chliessen ;  und  da  die 
Substitution  eigentlich  sein  soll,  so  wird  ^>  1  sein.  Soll  also  /' 
wter  /  enthalten  sein  können,  so  muss  D'  durch  I)  theilhar,  und 

1  1 

der  Quotient  eine  sechste  Potenz  sein.    Ferner  sind  \^A\  B',^  C 

durch  e2  tbeilbar.  Endlich  wird  das  grösste  gem.  Maas*  von  r#, 
t'{Vt)>  c(3c),  d  im  grössten  gem.  INLnss  von  b'  (36'), 
C(-k,/),  d*  aufgehen.  Diese  Bedingungen  werden  sammtlicli  als 
erfüllt  angenommen. 

Es  sei  (i  das  grösste  gem.  Maass  von  a,  y;  a  =  fta°t  y  =  ^iy°, 
(o°       werden  prim   gegen  einander  sein),  und  er9«0  —  ß°*°—  |. 
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Wegen  der  Gleichung  a^(Jy=e  oder  «°d— y°0=  -  ist  dann,  wenn 

wir    ~  =  v  setzen,  nothwendig  jJ=v/S0+jctt°,  d=vä0+xy°.  Man 

denke  eich  für  0°,  d°,  x  bestimmte  Wertbe  genommen.  Es 
sei  d07,  Z?0*  ein  anderes  Wurzelpaar  der  Gleichung  cfijc — y°y  =  l, 
also  d0/=5°— 9>y°,  ^=/3°—  <pa°t  wo  <p  eine  ganze  Zahl,  man  wird 
0=v0o'-f  «'ao  o^vdo'  +  x'yO  setzen  können.  Durch  Substitution 
findet  sich 

ß^i>ß<>+xa*r-v{ßo—(pa0)+x'a0—vß0+xa0  +  (x'-x--v<p)a0, 
a=vd°+xy0=  v(d°-<py<>)  +  x'y°=vdrt  +  xy°  +  (x'-x— vg>)y° ; 

folglich  x'=x+v<p.   Umgekehrt  macht  man 

yy«',  ß°'=ß"-<pa°\  x'  =  X  +  V9>, 

und  setzt  s 

^^«'IkV,  d  =  vd°'+x'y°, 

so  wird  die  Gleichung  a°d — ynß=iv  befriedigt.  We^en  x':±=x-fv9 
kann  man  nun  <p  dergestalt  bestimmen,  dass  x'  zwischen  0  und 
v— 1  incl.  liegt.  Es  kann  also  für  ö ",  (3  '  ein  solches  Wurzelpaar 
der  Gleichung  «°d°  —  y0/J°=l  genommen  werden,  dass  alle  Wur- 
zeln der  Gleichung  ao-ßy=e  in  ß—vß'-\xa°,  6=v6°  +  xyu  begrif- 
fen sind,  und  die  ganze  Zahl  x  zwischen  den  Grenzen  0  und 
und  v— 1  incl.  enthalten  ist.    Snbstituirt  man  nun  die  Werthe 

[3]    o=fta°,  y=/iy°,  ß=ß*+va°9  d=d°+vy 
in  die  Gleichungen  [1],  so  findet  sich  nach  leichter  Rechnung: 
3  =  flc* 3 + 36a  0  V+3ca 0  y  °H  3» 

©=aao2/30+6a"(a°d0+*2j30y0)+cy0(/50y0+2a0d0)  +dy"2d° , 

C=aa^0*+6i3°(/3>H2aMl')+cd0(ood0+2/30y')+rfy0d^, 
^=o/5oS+3Ä0o2d°  +  3cjSod«2+  rfd«; 

wo  die  Grossen  links  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt  sind: 

[4]  a'=fi33, 

©'^(vS+x*), 

c'  =  fi(v*C  +  2xvJb  +  x*  ä) , 

&'  -  v'fc  +  3vax<£ + 3vx*  23  +  x»3  . 

Da  nun  «°d°— /J°y°  =  i,  so  folgt  aus  den  vorhergehenden  Glei- 
chungen, dass  die  Form  /=(«,  b,  c,  d)  in  die  mit  ihr  eigentlich 
aequivalente  Form  <f  =  (d,  23,  <£,  2))  durch  die  Substitution  au,  3°, 
y°,  d°  übergeht.  Umgekehrt,  geht  /  in  $  durch  die  eigentlich 
aequivalente  Substitution  «°,  ß°,  y°,  d°  über,  indem  angenommen 
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wM,  dass  sieb  aus  den  GlelchuDgen  [4]  ganze  Werthe  von  2f,  3&,  <£,  © 
erstes,  so  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  /  in  f  durch  die  Substitution 

er,      y,  d=fia*,  ß*+va*,  fty°,  d°+vy° 

übereebt,  wo  ad—ßy=tiv=e  ist. 

>Vir  haben  hiernach  folgende  allgemeine  Losung  unseres 
ProWfms:  Vorausgesetzt,  dass  D,  De6  die  Determinan- 
ten der  kubischen  Formen  f=(a,  6,  c,  </,);  £=(a',  6',  c', 
«fjdnd,  wo  <?>1,  sei  p  ein  positiver  1  heiler  von  e, 
t 

-=t,  x  eine  Zahl  zwischen  0  und  v— 1  incl.,  die  drei 

fallen  ft»  v,  x  aber  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
derch  die  Gleichungen  [4J  bestimmten  Werthe  von  2t, 
Ä,  C,  JD  ganze  Zahlen  werden,  und  die  Form  S  =  (2, 
mit  f=(a,  b,  c,  d)  eigentlich  aequivalent  ist; 
bezeichnet  man  dann  den  Inbegriff  der  eigentlichen 
Transformationen  aus  f  in  $  mit  «°,  ß°,  y°,  ö°,  so  wird 
/ia  f  durch  die  Substitution  fio°,  vj5°  f-  xa°,  fty°,  vd°+xy° 
fibergehen;  und  wenn  man  alle  auf  obige  Weise  be- 
stimmten Formen  $  in  Betracht  zieht,  so  wird  man  zu 
allen  eigentlichen  Transformationen  aus  /  in  f  ge- 
laden. 

Findet  man  keine  Werthe  fi,  v,  x  von  der  Art,  dass 
3»  C  £>  ganze  Zahlen  werden,  oder  entsteht,  wenn 
dies  auch  der  Fall  ist,  keine  mit  /"eigentlich  aequi Va- 
lette Form  5»  so  i*t  sicher  f  unter  /  nicht  eigentlich 
«(halten. 

üoter  den  nach  dieser  Methode  entdeckten  Substitutionen  wer- 
den keine  zwei  identisch  sein.  Denn  dass  zuerst  zwei  verschie- 
dene Transformationen  aus  /  in  dieselbe  Form  5  nicht  dieselbe 
Transformation  aus  f  in  f  hervorbringen  können,  erhellt  leicht. 

sei  ferner  «°,  ß",  y°,  eine  Transformation  aus  f  in  zu 
<ieo  Wertheu  ft,  v,  x;  a°',  ß°\  f,  ö»'  eine  Transformation  aus  / 
•ii  die  von  S  verschiedene  Form  ß'>  zu  den  Werthen  u',  v\  x' 
?fh5rig.   Dann  ist 

«•'  =  ^....(1),  vß°  +  xa»=zv'ß0'  +  x'o<>'...(2),  fty0  =  fi'yo/...(3), 
;v5°+  xrö  =  v^0/+xy,....(4),  fAV=f4'v'=e....(5). 

*ua  (l)  und  (3)  folgt 

^'(«Y"  —  y°ao,)=0, 

^olfflicb 


«••y"-y<>«»'  =  0,  y«=p^ 

da  aber  jeder  dieser  Brüche  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt 
ist;  und  c°,  er4'  gleiche  Zeichen  haben ,  indem  die  Zeichen  von  ft 
wxl  u'  gleich  sind,  so  folgt  tt°  =  «0/,  y*=y0/,  mithin  auch  p  — H'„ 

4* 
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und  nach  (5)  v=v/;  daher  nach  (2)  und  (4) 
folglich 

(x'  — x)aO,  (x'  —  x)yö, 


oder 


oder 


(x'-x)a03o,  (x'-x)j3oyo 


(x'— x)(«0ä0-|50y0), 


d.  i.  x' — x  durch  v  theilbar,  also  x'  =  x  indem  x  und  %'  beide 
zwischen  0  und  v— 1  liegen  sollen;  hierausfolgt  weiter  ßO=zßO', 
Ö0z=80',  mithin  die  Formen  5,  S'  identisch, 

51.  Für  die  Praxis  des  Verfahrens  werdeu  noch  folgende 
Bemerkungen  zweckdienlich  seiu. 

Bezeichnet  man  die  Charakteristik  der  Form  (21,  3>,  <C,  fc) 
mit  (A\  L,  M),  so  folgt  aus  den  Formeln  [4J  durch  Rechnung 

f5]  A'=tPe*K, 

e=^(v2iüf+2xvL  +  x*AT) ; 
folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  [4j  combinirt, 

-_xä 

,ra  «=^®=— — "5 

u  j     v  •        ♦            •        b'b'-a'c*    b'c'—a'd'  „  . 

INach  der  Voranssetzung  müssen   ä~*~  »   «ä  ganze  Zah- 

len  sein.    Man  wird  also  damit  anfangen,  nur  diejenigen  Theiler 

b'b'—a'C' 

(i  in  Betracht  zu  ziehen,  für  welche  af  durch  ji»,  kt  und    ■  ^ — 

o'c'— a'd'  6* 
durch  <*a,  ~ä —  durch  p  theilbar.    Die  Congruenz  x2f==-^ 

(mod.  wird  die  verschiedenen  Wcrthe  von  x  unter  v  geben, 
wodurch  zugleich  die  Werthe  von  Ä  bekannt  werden.  Die  bei* 
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den  letzten  Gleichungen  [6]  liefern  die  Werthe  von  <E,  und 
wenn  TL  nicht'  verschwindet.    Verschwindet  a',  also  auch  2(,  so 
kann  man  sich  bei  der  Berechnung  von  &,  <E,  2D  unmittelbar  der 
Formeln  [4]  bedienen. 

Beispiel. 

f=(a,  b,  c,  <0  =  (1,  2,  0,  —1)....  a>  =  (8,  1,  4)..../>=r  — 31 
/*=(a%  6'  c',  rfO  =  a,  7,  13  -8)...  9'=(72,99,  45O)..0'=-31.,  3* 

Hier  ist  e=3,  p  kann  nur  =1  sein,  also 

v=3,  21=1,  *ee7  (mod.  3)  =1,  Jg>=2,  <E=0,  2>=— 1; 

folglich  £  =  2,0,  -1).  Es  giebt  eine  eigentliche  Substitution, 
durch  welche  f  in  die  mit  ihr  eigentliche  Form  5  übergeht ,  .näm- 
lich «o,  00,  yo,  <J0  =  1,  0,  0,  1,  folglich  ist  f  unter  /*  enthalten, 
und  1,  1,  0,  3  die  einzig  mögliche    eigentliche  Transformation 


52.  Durch  die  vorhergehende  Theorie  sind  die  Untersuchun- 
gen Ober  die  Aequivalenz  und  EinSchliessung  der  Formen  des 
dritten  Grades  der  Hauptsache  nach  erledigt.  Es  müsste  nun 
die  Theorie  der  Darstellungen  folgen,  durch  welche  zunächst  jede 
homogene  Gleichung  des  dritten  Grades  mit  zwei  Variabein  auf- 
gelöst würde. 

Da  es  mir  ab  er  noch  nichtgelungen  ist,  diesen  schwierigen  Gegen- 
stand erschöpfend  zu  behandeln,  wenn  sich  auch  schon  eine 
Menge  einzelner,  auffallend  merkwürdiger,  Resultate  dargeboten 
hat,  so  dürfte  es  angemessen  scheinen,  die  Behandlung  desselben 
uns  gegenwärtig  noen  vorzubehalten. 
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Celier  den  Vortrug  der  I*ehre  von  ücd 

Hegelschnitten. 


Bei  dem  elementaren  Vortrage  der  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten ,  dop  ich  fär  jetzt  bloss  allein  im  Auge  habe»  gtebt  mau 
gewöhnlich  für  jede  dieser  drei  Curven  eine  aus  ihrer  Entstehung 
in  der  Ebene  hergeleitete  besondere  Definition,  geht  von  dieser 
Definition  zu  der  Gleichung  der  Curve  über,  und  leitet  aus  der- 
selben dann  die  verschiedenen  Eigenschaften  der  Curve  her.  Bes- 
ser und  wissenschaftlicher  wäre  es  indess  vielleicht,  wenn  man, 
um  Alles  gleich  von  vorn  herein  unter  einen  allgemeinen  Gesichts- 
punkt zu  fassen ,  von  einer  allgemeinen  Definition  aller  drei  Ke- 
gelschnitte ausginge,  aus  dieser  Definition  dann  eine  allgemeine 
Gleichung  dieser  Curven  herleitete ,  hierauf  die  verschiedenen  Ar- 
ten der  in  dieser  allgemeinen  Gleichung  enthaltenen  Curven  auf- 


diesen»  als  auch  aus  der  allgemeinen  Gleichung  die  Eigenschaf- 
ten der  Curve  herleitete.  Dass  dieser  Weg  wesentliche  Vorzuge 
vor  dem,  welcher  gewöhnlich  bei  dem  elementaren  Vortrage  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  eingeschlagen  wird,  haben  wurde,  scheint 
mir  keinem  Zweifel  zu  unterliegen;  die  ganze  Darstellung  würde 
dadurch  offenbar  an  Einheit  gewinnen,  und  sich  mehr  der  scho- 
nen Methode  nahem,  welche  man  in  der  analytischen  Geometrie, 
wo  man  die  Kegelschnitte  gleich  von  vorne  herein  als  Linien  der 
zweiten  Ordnung  betrachtet  und  durch  eine  ganz  allgemeine  Glei- 
chung charakterisirt ,  zu  befolgen  pflegt.  Es  käme  nur  darauf  an, 
eine  leicht  verständliche  allgemeine  Definition  der  Kegelschnitte 
zu  finden,  und  die  Darstellung,   wie  es  der  elementare  Vortrag 


Von 

dem  Herausgeber. 


I. 
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fordert,  überhaupt  so  einfach  wie  möglich  zu  machen.  Vielleicht 
dürfte  der  folgende  Weg,  den  ich  hier  zugleich '  auch  deshalb 
betrete,  um  zu  zeigen,  nie  man,  wenn  man  denselben  weiter  ver- 
folgt, auch  auf  die  einfachste  und  leichteste  Weise  zu  der  ftir 
vieJe  Untersuchungen  so  wichtigen  allgemeinen  Polargleichung  der 
Kegelschnitte  gelangen  kann,  zu  weiterer  Beachtung  bei  dem 
Unterrichte  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  sieb  einigermas- 
sen  empfehlen. 

I!. 

Erklärung. 

Wenn  eine  krumme  Linie  nach  einem  solchen  Ge- 
setze gekrümmt  ist,  dass  die  beiden  Entfernungen 
eines  jeden  ihrer  Punkte  von  einem  gegebenen  Punkte 
and  einer  der  Lage  nach  gegebenen  geraden  Linie  ein 
coostantes  Verbältniss  zu  einander  haben,  so  nennt 
man  diese  krumme  Linie  einen  Kegelschnitt. 

Der  gegebene  Punkt  wird  der  Brennpunkt  oder  Focus, 
die  gegebene  gerade  Linie  wird  die  Directrix  des  Kegelschnitts 
genannt.  Den  Exponenten  des  Constanten  Verhältnisses  zwischen 
den  beiden  Entfernungen  eines  jeden  Punktes  des  Kegelschnitts 
von  seinem  Brennpunkte  und  seiner  Directrix,  oder  bestimmter  die 
Zahl,  mit  welcher  man  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  des 
Kegelschnitts  von  der  Directrix  nniltipliciren  muss,  um  die  Ent- 
fernung dieses  Punktes  des  Kegelschnitts  von  dem  Brennpunkte 
zu  erhalten ,  welche  natürlich  immer  als  positiv  zu  betrachten  ist, 
wollen  wir  die  Charakteristik  des  Kegelschnitts  nennen,  und 
im  Folgenden  immer  durch  n  bezeichnen. 


Aufgabe. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  zu 
finden. 

Auflösung.  Man  nehme  der  Einfachheit  wegen  den  Brenn- 
nnnkt  als  Anfang,  die  durch  den  Brennpunkt  gehende  und  auf  der 
Directrix  senkrecht  stehende  gerade  Linie  als  Axe  der  x  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy  an,  und  bezeichne  in 
diesem  Systeme  die  Coordinaten  des  DuVchschnittspunkts  der  Di- 
rectrix mit  der  Axe  der  x  durch  i,  0.  Sind  nun  x,y  die  Coordi- 
naten eines  beliebigen  Punktes  des  Kegelschnitts  in  dem  in  Rede 
stehenden  Coordinatensysteme,  so  ist  das  Quadrat  der  Ent- 

fernung dieses  Punktes  von  dem  Brennpunkte,  und  (x— t)*  oder 
(i— x)*  ist  offenbar  das  Quadrat  seiner  Entfernung  von  der  Direc 
trix.  Daher  ist  nach  der  vorhergehenden  allgemeinen  Erklärung 
der  Kegelschnitte 

x     1)  **  +  y*= 

die  allgemeine  Gleichung  dieser  Curven. 
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Folgerungen  aus  der  allgemeinen  Gleichung  der 

Kegelschnitte. 

Die  ersten  Coordinaten  der  Punkte,  in  denen  die  Axe  der  x 
von  dem  Kegelschnitte  geschnitten  wird ,  erhält  man ,  wenn  man 
in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschnitte  y=Ö"  setzt,  und 
aus  der  dadurch  hervorgehenden  Gleichung  dann  x  bestimmt  Für 
y=0  ist  aber  nach  1) 

**=n*(i-.ar)2, 

also 

*  =  db  n(i—x)  =  ±ni+ru;,  (l±n)x^±ni; 
folglieh  für  y=0: 

2)  *=±^  = 


l±n~~  n±l  ' 

Die  doppelten  Zeichen  in  dieser  Gleichung  lassen  sogleich 
erkennen,  dass  im  Allgemeinen  die  Axe  der  x  in  zwei  Punkten 
von  dem  Kegelschnitte  geschnitten  wird,  deren  erste  Coordinaten 

ni        ,  ni 
und 


n  +1         n—  1 

sind.  Nor  der  Fall  macht  eine  Ausnahme  hiervon,  wenn  n=l 
ist,  weil  in  diesem  Falle 

ni 

unendlich  wird,  d.  h.  keinen  bestimmten  Werth  hat,  so  dass  es 
also  in  diesem  Falle  nur  einen  durch  die  erste  Coordinate 

rni 


n  +  1 


bestimmten  Durchschnittspunkt  des  Kegelschnitts  mit  der  Axe  der 
x  giebt 

Dies  führt  unmittelbar  darauf,  zwei  Klassen  von  Kegelschnit- 
ten zu  unterscheiden,  nämlich: 

1.  Kegelschnitte,  welche  die  Axe  der  x  ein  Mal  schneiden, 
deren  Charakteristik  «  =  1  ist; 

2.  Kegelschnitte,  welche  die  Axe  der  x  zwei  Mal  schnei- 
den, deren  Charakteristik  n^l  ist. 

Ueberhaupt  aber  werden  sich  offenbar  die  folgenden  drei  Ar- 
ten der  Kegelschnitte  unterscheiden  lassen: 

].   Kegelschnitte,  deren  Charakteristik  »=1  ist; 
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1  Kegelschnitte,  deren  Charakteristik  n<l  ist; 
3.  Kegelschnitte ,  deren  Charakteristik  n  >  1  ist. 

Jede  dieser  drei  Arten  der  Kegelschnitte  wollen  wir  nun  etwas 
näher  betrachten. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,  deren  Charakte- 
ristik x=l  ist,  ist  nach  1) 

3)  **  +  y*=(t-*)». 

r         .  1 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen  -}  i  die  erste  Coordinate  des  Durch- 

aehoittspunkts  des  Kegelschnitts  mit  der  Axe  der  x.  Nehmen 
«ir  diesen  Punkt  als  Anfang  eines  neuen  dem  primitiven  Systeme 
parallelen  Coordinatensystems  an,  und  bezeichnen  auch  in  diesem 
neuen  Systeme  die  Coordinaten  durch  x,  y,  so  müssen  wir  in  der 

vorhergehenden  Gleichung  für  xfy  respective  ^i  +  x^y  setzen, 
wodurch  diese  Gleichung  die  Form 

*  • 

(}«+*)"  +*»*=(}  <-«)"• 

oder,  wenn  man  aufhebt,  was  sich  aufbeben  lasst,  die  Form 

4)  ^ac=— 2ix 

erhält.  Bezeichnet  man  den  absoluten  Werth  von  —2/  durch  p, 
Ü  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnitts 

5)  y*  =  ±px, 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  i  ne- 
gativ oder  positiv  ist,  wobei  man  immer  die  aus  dem  Obigen 
bekannte  Bedeutung  der  Grösse  i  gehörig  im  Auge  zu  behalten  hat. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,  deren  Charakte- 
ristik n  <  1  ist,  ist  nach  1) 

6)  x*  +  y*=n*(i— x)*, 

and  die  ersten  Coordinaten  der  beiden  Durchschnittspunkte  des 
Kegelschnitts  mit  der  Axe  der  x  siud 

ni        .  ni 
und 


n-f- 1  ii  —  1 

Also  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 


1  /  ni  ni  \ 

2\n  +  i  +  n~—l)' 
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d.  i«,  wie  man  leicht  findet, 


die  erste  Coordinate  des  Mittelpunkts  der  durch  die  beiden  Durch- 
schnittspunkte des  Kegelschnitts  mit  der  Axe  der  x  der  Grösse 
und  Lage  nach  bestimmten  geraden  Linie  IVimmt  man  diesen 
Punkt  als  den  Anfang  eines  neuen  dem  primitiven  Systeme  pa- 
rallelen Coordinatensvstems  an,  und  bezeichnet  auch  in  "diesem 
neuen  Systeme  die  Coordinateo  durch  x9yt  so  muss  man  in  der 


Gleichung  6)  für  x,  y  respective  a  *  -f-  x,  y  setzen,  wodurch 
diese  Gleichung  die  Form 

(A  +*)'+*»=«»  (» -ä  -*)* 

(A +»)" + - B*  (sei + *)* ' 

d.  L,  wie  man  hieraus  mittelst  leichter  Rechnung  findet,  die  Form 

erhall.   Diese  Gleichung  kann  man  sowohl  unter  der  Form 

als  auch  unter  der  Form 

(n^I)^     (n«-1)y«  , 

darstellen.   Ist  nun  n<l,  so  sind  die  Grossen 
beide  positiv,  und  man  kann  also 

10)  «^(CTji' 

wo  a  und  6  positive  Grössen  bezeichnen  sollen,  setzen,  wodurch 
die  Gleichung  8)  die  Form 


erhalt.    Ist  dagegen  »>t,  so  sind  die  Grossen 

beide  positiv,  und  man  kann  also 

12)      a*=(ÄJp'  6'=n»^T 
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wo  a  und  b  positive  Grossen  bezeichnen  sollen,  setzen,  wodurch 
1     Gleichung  9)  die  Form 


*  e)'-(ü*=- 

erhält. 

Die  Kegelschnitte,  deren  Charakteristik  n=l  Ist,  heissen 
Parabeln,  und  ihre  ßleichung  ist  nach  dem  Obigen 

14)  !,*  =  ±px- 

Der  Punkt,  in  welchem  das  von  dem  Brennpunkte  auf  die  Direc- 
trix  gefällte  Perpendikel  von  der  Parabel  geschnitten  wird,  wel- 
cher nei  der  vornergehenden  Gleichung  als  Anfang  der  xy  ange- 
nommen worden  ist,  wird  der  Scheitel  der  Parabel  genannt,  und 
die  Grösse»  heisst  der  Parame  te r  der  Parabel. 

Die  Kegelschnitte,  deren  Charakteristik  n<l  ist,  heissen 
Ellipsen,  und  ihre  Gleichung  ist  nach  dem  Obigen 

■»  (!)'*©'=< 

Die  beiden  Punkte,  in  denen  das  von  dem  Brennpunkte  auf  die 


bei  4«;  vorhergehenden  Gleichung  als  Anfang  der  xy  angenom- 
men worden  ist,  wird  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  genannt.  Dje 
Grosse  2a  heisst  die  Hauptaxe,, die  Grösse  "2b  dieTVebenaxe 
der  Ellipse.  x~ 

Die  Kegelschnitte,  deren  Charakteristik  »>1  ist,  heissen 
Hyperbeln,  und  ihre  Gleichurig  ist  nach  dem  Obigen 


">  e)"-(o=' 


Die  beiden  Punkte,  in  denen  das  yon  dorn  Brennpunkte  auf  die 
Directrix  gelallte  Perpendikel  von  der  Hyperbel  geschnitten  wird, 
heissen  die  Scheitel  der  Hyperbel.  Der  Mittelpunkt  der  die 
beiden  Scheitel  mit  einander  verbindenden  geraden  Linie,  welcher 
bei  der  vorhergehenden  Gleichung  als  Anfang  der  xy  angenom- 
men worden  ist,  wird  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  genannt 
Die  Grösse  2a  heisst  die  Hauptaxe,  die  Grösse  26  die  Neben- 
axe  der  Hyperbel. 

Sowohl  bei  der  EHipse,  als  auch  hei  der  Hyperbel,  wird  die 
Grösse 

17)  ,,  =  -- 

der  Parameter  genannt. 

Für  a  =  b  geht  die  Gleichung  der  EHipse  in  die  Gleichung 
des  Kreises  über.  Eine  Hyperbel,  bei  welcher  a=b  ist,  wird 
eine  gleichseitige  Hyperbel 
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Die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  aus  den  obigen  Glei- 
chungen zu  entwickeln ,  ist  hier  naturlich  gar  nicht  meine  Absicht 
Indess  verdient  doch  noch  Folgendes  über  die  Ellipse  und  Hyper- 
bel bemerkt  zu  werden. 

Aus  den  Gleichungen 

(!)'+  ©r-  -  ©p.  (i)--. 

dieser  beiden  Linien  ergiebt  sich  nämlich  leicht,  dass  dieselbeo 
um  ihre  Mittelpunkte  herum  auf  völlig  symmetrische  Weise  lie- 
gen, woraus  folgt,1  dass  es  für  jede  dieser  Curven  ausser  dem 
ursprünglich  als  gegeben  betrachteten  Brennpunkte  und  der 
ursprünglich  als  gegeben  betrachteten  Directrix  noch  einen  zwei- 
ten PuiiLt  und  eine  zweite  gerade  Linie  auf  der  andern  Seite  des 
Mittelpunkts  geben  muss,  welche  gegen  den  Mittelpunkt  und  über- 
haupt gegen  die  ganze  Curve  übrigens  ganz  dieselbe  Lage  haben 
wie  der  ursprünglich  gegebene  Brennpunkt  und  die  ursprünglich 
gegebene  Directrix.  Deshalb  legt  man  jeder  Ellipse  und  jeder 
liynerbel  zwei  Brennpunkte  und  zwei  Directrixen  bei,  nennt  die 
halbe  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte  von  einander,  d.  b.  die 
Entfernung  eines  jeden  der  beiden  Brennpunkte  von  dem  Miltei- 
punkte,  die  Excentricität  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel*  und 
bezeichnet  dieselbe  in  beiden  Fällen  durch  e. 

Bei  der  Ellipse  hat  man  nach  dem  Obigen  zwischen  den  vier 
Grossen  n,  i,  a,  b  die  beiden  Gleichungen 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeil:  . 

18)     1-1.*=-,,     n*  =  — f-,  t^^,- 
Nach  dem  Obigen  ist 

n2i  nH 

die  erste  Coordinate  des  Mittelpunkts  der  Ellipse  in  Bezog  auf 
den  ursprünglich  gegebenen  Brennpunkt  als  Anfang;  also  sind 
offenbar 

nH        .  nH 

die  ersten  Coordinaten  der  beiden  Brennpunkte  der  Ellipse  in 
Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt  als  Anfang,  und 
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ist  in  Bezug  auf  denselben  Anfang  die  erste  Coordinate  des  ur- 

2 runglich  gegebenen  Brennpunkts.  Führt  man  in  diese  Ausdrücke 
b  Torfaer  gefundenen  Wertne  von  tta  und  i*  ein ,  so  ergiebt  sich, 

die  ersten  Coordinaten  der  beiden  Brennpunkte  in  Bezug  auf  den 
MttfjfMinkt  als  Anfang  sind,  woraus  man  ferner  unmittelbar  für 
die  Eicentricität  e  den  Ausdruck 

19)         c  =  Vrü5^P 

erhält.  Die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnittsnunkte  der  bei- 
den Directrixen  mit  der  Axe  der  x  in  Bezug  auf  oen  Mittelpunkt 
als  \nfang  sind,  wie  man  leicht  findet: 


und  — 


wo  die  erste  Coordinate 

1— t*a 

Drsprünglich  gegebenen  Directrix  entspricht.  Führt  man  die 
'orber  gefundenen  Werthe  von  «a  und  i*  ein,   so  ergiebt  sich, 

'die  ersten  Coordinaten  der  Durcbschnittspunkte  der  beiden  Direc- 
friteo  mit  der  Axe  der  x  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  als  An- 
fos  sind. 

Für  den  Kreis,  d.  h.  für  a=6,  ist  n±zO,  e=0  und  t  wird 
upendlich ,  woraus  man  sieht,  dass  der  Kreis  streng  genommen 
"»»cht  unter  der  obigen  allgemeinen  Erklärung  der  Kegelschnitte 
enthalten  ist. 

m 

Bei  der  Hyperbel  hat  man  nach  dem  Obigen  zwischen  den 
▼ier  Grossen  n,  i,  a,  b  die  beiden  Gleichungen 

_  _  a2  Ul  JL« 

I 

Aua  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit: 


«a  u*  -f-  b* 


I 

I  Digitized 


Nach  dem  Obigen  ist 


die  erste  Coordinate  des  Mittelpunkts  der  Hyperbel  in  Bezug  auf 
den  ursprunglich  gegebenen  Brennpunkt  als  Anfang;  also  sind 
offenbar 

die  ersten  Coordinaten  der  beiden  Brennpunkte  der  Hyperbel  in 
Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt  als  Anfaug,  und 

ist  in  Bezug  auf  denselben  Anfang  die  erste  Coordinate  des  ur- 
sprünglich gegebenen  Brennpunkts.  Führjt  man  in  diese  Ausdrücke 
die  vorher  gefundenen  Werthe  von  «a  und  i51  ein,  so  ergiebt  sich, 
dass 

die  ersten  Coordinaten  der  beiden  Brennpunkte  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  als  Anfang  sind,  woraus  man  ferner  unmittelbar  fär 
die  Excentricität  e  den  Ausdruck 

21)  e=V"SrR* 

erhält.  Die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  bei- 
den Directrixen  mit  der  Axe  der  x  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 
als  Anfang  sind,  wie  man  leicht  findet: 

und 


na_l  n*-r 

wo  die  erste  Coordinate 


der  ursprunglich  gegebenen  Directrix  entspricht.  Führt  man  die 
vorher  gefundenen  Werthe  von  n2  und  t*  ein,  so  ergiebt  sich, 


das»* 


die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  beiden  Direc- 
trixen mit  der  Axe  der  x  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  als  An- 
fang sind. 
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Fflr  die  gleichseitige  Hyperbel,  d.  b.  für  ist  »=yi 

and  fcy«». 

III. 

Wir  trollen  uns  jetzt  einen  beliebigen  Kegelschnitt  denken 
und  den  einen  Brennpunkt  desselben  als  den  Anfang  eines  belie- 
bten rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy  annehmen.  Ein 
Wiebiser  von  dem  in  Hede  stehenden  Brennpunkte  ausgehender 
Vector  dieses  Kegelschnitts  sei  r,  und  der  von  diesem  Vector 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossene  Winkel, 
indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
x  ao  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  von  0  bis  360°  zäh- 
len, sei  ö.   Sind  dann  xt  «  die  Coordinaten  des  Endpunkts  des 
Vector*  r  in  dem  Systeme  der  xyt  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit: 

1)  tf=rcosö,  y=rsin5. 

/hirch  denselben  Brennpunkt  wie  vorher  als  Anfang  leixe  man  fer- 
ner ein  zweites  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  x*yf%  die 
Axe  der  x*  sei  die  Hauptaxe  des  Kegelschnitts,  welche  bekannt- 
lieh  doreb  die  Brennpunkte  geht ,  und  aul  den  Directrixen  senk- 
recht steht,  und  den  positiven  Theil  der  Axe  der  y'  nehme  man 
so  an,  daag  man  sieh,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
x"  durch  den  rechten  Winkel  (x'y')  hindurch  zu  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  «*  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin 
bewegen  niuss,  naen  welcher  man  sich  bewegen  muss,  -um  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel 
Ixy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  y  zu  gelangen. 
Bezeichnen  wir  dann  den  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  x*  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlosse- 
nen Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  Aie  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch 
von  9  bis  3fi0°  zählen,  durch  w,  so  ist,  wenn  die  Coordinaten  x9 
«  und  x*t  y'  einem  und  demselben  Punkte  entsprechen,  nach  der 
lebre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  in  völliger  Allge- 

• 

l x = .r'cosu  —  y  'sinoj, 
[y=x'aii\(0  -f-y^cosw  ; 
alto,  wie  man  hieraus  leicht  findet : 


\y  = — X8inu)  -f-  ycoso); 

nach  1): 
L=_rfai 


xy  = — xeinui  -tycot 

and  folglich  nach  1): 

'=  r(coscacosö-f  sin»sinö)=  rcos(a-ö), 

y=— r(sina)cosG)— cosa)sino)=— rsin(cö— o) 
Nach  iL  1)  ist ,  wenn  »  und  i  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  II. 
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die  allgemeine  Gleichung  fies  Kegelschnitts;  fährt  man  aber  in 
diese  Gleichung  für  x\  y'  ihre  Werthe  aus  4)  ein,  so  erhält  man 
auf  der  Stelle 

5)  r*=w*|  i— rcos(oj— 5)  !* , 

also  , 

6)  r =  +  n  { i — tcos(g)  -  ö) ) , 

oder 

7)  t  |  l±ncos(öi— ö) }  =±  ni, 

wo  nun  hauptsächlich  die  Frage  entsteht,  wie  man  in  diesen  Glei- 
chungen die  Zeichen  zu  nehmen  hat. 


Um  diese  Frage  mit  Sicherheit  und  Bestimmtheit  zu  beant- 
worten ,  wollen  wir  jetzt  annehmen ,  dass  t  positiv  sei ,  was  offen- 
bar verstattet  ist,  da  im  Vorhergehenden  die  Lage  des  positiven 
Theils  der  Axe  der  x'  noch  ganz  unbestimmt  gelassen  worden  ist 

Für  die  Parabel  und  Ellipse»  ist  bekanntlich  und  man 

kann  also  in  diesem  Falle 

m  n  cos(o)  —  5) i=  cosQ7  ^ 

setzen.   Dann  ist 

1  +  «cos(<»— ö)  =  l  ±  cosp, 

d.  i. 

\±ncos(co — o)  =  / 

^sin^V* 

woraus  sich  ergiebt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Grosse 
l4:ncos(<D— <p)  stets  positiv  ist,  und  daher,  weil  nach  der  Vor- 
aussetzung i  positiv  ist,  in  der  Gleichung  7),  also  auch  in  der 
Gleichung  6),  die  oberen  Zeichen  genommen  werden  müssen,  för 
die  Parabel  und  Ellipse  aUn  immer 

8)        r=n\  i— rcos(o>  —  ö)| 

ist. 

Bei  der  Hyperbel,  wo  n  >  1  ist,  müssen  wir  die  beulen 
Zweige  dieser  Curve,  nämlich  den  Zweig,  in  welchem  der  als  Pol 
angenommene  Brennpunkt  liegt,  und  den  Zweig,  in  weichem  der 
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als  Pol  angenommene  Brennpunkt  nicht  liegt,  die  wir  der  Kürze 
wegen  beziehungsweise  den  ersten  und  den  zweiten  Zweig  der 
Hyperbel  nennen  wollen,  von  einander  unterscheiden. 

Die  ersten  Coordinaten  der  beiden  Scheitel  der  Hyperbel  im 
System  der  x'y'  sind  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

ni         .  ni 
und 


w  +  1  h-1 

Mi  Mi 

Von  diesen  beiden  Coordinaten  ist  — r*i  die  kleinste.  — -r  die 

«  +  1  *  n — 1 

£rü88te.   Für  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  ist  also  offenbar 

ni 


x*< 


-xt~*'  =  ;ttt  -  »  +  i -x'  =  ±1  +  i—x1 

eine  positive  Grösse,  so  dass  folglich,  weil  ~  M ^. |  e,ne  nega 
tive  Grösse  ist,  jedenfalls  auch 

i — x'=zi — r  cos(co  —  5) 

eine  positive  Grösse  sein  muss,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  die* 
sein  Falle  in  der  Gleichung  6)  das  obere  Zeichen  genommen,  und 
daher 

r=  w{t —  rcos(o — ö)| 

gesetzt  werden  muss.  Für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  is 
dagegen  offenbar  immer 

ni 


=-«  +  *'  + '  -;=h= -<•-*•>  -~ri 


t 


eine  positive  Grösse ,  woraus  sich ,  da  —  n  —  \     eine  ueSat'lve 

Grosse  ist,  ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  —  (f— x*)  eine  posi- 
tive, also 

i  —  x'=i  —  rcos(a>— ö)) 

eine  negative  Grösse  ist,  und  daher  in  derGleichung  6)  das  untere 
Zeichen  genommen,  folglich 

Tbeil  XVII.  5 
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r  =  —  n  { t — rcos  (cd— ö)  | 
gesetzt  werden  muss.    Ueberhaupt  ist  also  für  die  Hyperbel 

9)  r  =  ±n\  i— rcos(<a— ö)  j , 

wenn  man  lur  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  das  obere,  für  deu 
zweiten  Zweig  derselben  dagegen  das  untere  Zeichen  nimmt. 

i 

Demnach  ist  lur  jeden  Kegelschnitt 

10)  r  =  ±n{i-rcoB(a  —  ö)|, 

wenn  man  fär  die  Parabel,  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der 
Hyperbel  das  obere,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  das 
untere  Zeichen  nimmt. 

Nimmt  man  nun  aber  n  nicht  wie  bisher  stets  positiv,  son- 
dern für  die  Parabel,  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der  Hy- 
perbel positiv,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  dagegen  ne- 
gativ,  so  ist  ganz  allgemein  für  jeden  Kegelschnitt: 


also 


oder 


11)'  r=n{i  — rcos(w— ü)», 


12)  r{l  -|-ncos(cD—  <•))  }=nt, 


oder 


14)  r=~r{  , 

^+  j  COs(CD  — G>) 

oder 

15)  r"  p0*'»  —  ö)j 

Die  ersten  Coordinaten  der  Scheitel  im  System  der  afy*  sind 
fffr  jeden  Kegelschnitt  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

„  ■  • 
ni  m 

wo  für  die  Parabel  jedoch  nur  die  erste  dieser  beiden  ersten  Coor- 
dinaten, welche  positiv  ist.  gilt.    Für  die  Ellipse  und  Hyperbel 
in" 

entspricht   —  j  ,  welches  positiv  ist,  dem  Scheitel,  der  dental« 


> 
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Pol  angenommenen  Brennpunkte  zunächst  liegt.  Hieraus  ergicbt 
sich , v  dass  man  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x'  immer  von 
dem  als  Pol  angenommenen  Brennpunkte'  an  nach  dem  Scheitel 
des  Kegelschnitts  hin  nehmen  muss,  welcher  diesem  als  Pol  an- 
genommenen Brennpunkte  zunächst  liegt. 

Setzen  wir 

10)  A~,  B=l\ 

so  ist  unter  den  im  Vorhergehenden  gemachtön  Voraussetzungen 

17)        r={A  +  J5cos(w -  ö) }-» 

die  allgemeine  Polargleichung  der  Kegelschnitte,  und  A  ist  posi 
tiv  für  die  Parabel ,  die  Ellipse  und  den  ersteu  Zweig  der  Hyper- 
bel, negativ  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel,  B  dagegen  ist 
immer  positiv. 

Für  die  Parabel  ist 

A=H  =  \. 
also  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

18)  4=Z?=|. 

V 

Für  die  Ellipse  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
Vö^Z*     e      ,         b*  6* 


also 


b*  1 


aod  folglich 


19) 


*  r~ — —  ^  *j 


j>  b*  p 

wenn  man 


20) 

«etzt: 


b 


5» 
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21)  Azzz  —  ,    ' 

V  V 

Also  ist  A*>B. 

Für  die  Hyperbel  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen, 
wenn  man  immer  für  den  ersten  Zweig  die  oberen,  für  den  wei- 
ten Zweig  die  unteren  Zeichen  nimmt: 

also  v 


6»  1 


und  folelich 


422) 

oder,  wenn  man  auch  jetzt 

23)  «  = 

gettt: 

Also  ist  der  absolute  W  erth  von  A<^B. 

Auf  diese  Weise  kann  man  die  Constanten  .4  und  B  leicht 
durch  die  gewöhnlichen  Elemente  der  Kegelschnitte  ausdrücken. 

Zahlt  man  überhaupt  den  Winkel  <p  von  der  geraden  Linie 
an,  welche  von  dem  als  Pol  angenommenen  Brennpunkte  aus 
nach  dem  diesem  Brennpunkte  zunächst  liegenden  Scheitel  des  Kegel- 
schnitts hin  gerichtet  ist ,  nach  einer  gewissen  Richtung  hin  von 
0  bis  360°,  so  geht  aus  dem  Obigen  leicht  hervor,  dass  die  all- 
gemeine Polargleichung  der  Kegelschnitte 

r=(A  +  Bcoatp)-1 

oder 


A+B  co&y 
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ist  A  ist  positiv  für  die  Parabel,  die  Ellinse  und  den  ersten 
Zweig  der  Hyperbel,  negativ  für  den  zweiten  Zweij»  der  Hyperbel; 
B  dazr'cen  ist  immer  positiv.  Für  die  Parabel  ist  A^=.B ,  für 
die  Ellipse  ist  A>ß,  fär  die  Hyperbel  ist  der  absolute  Werth 
roo  A<^B. 


IV. 

Um  eine  Anwendung  der  allgemeinen  Polargleichung  III.  17) 
der  Kegelschnitte  zu  zeigen ,  will  ich  nun  noch  die  folgende  in 
rid«  Beziehungen,  bekanntlich  besonders  in  der  Astronomie, 
tfeJbr  wichtige  Aufgabe  auflösen. 

Aufgabe. 

Aas  einem  gegebenen  Punkte  als  Brennpunkt 
eiaen  Kegelschnitt  zu  beschreiben,  welcher  durch 
drei  gegebene  Punkte  geht. 

Auflösung.  Die  Vectoreu  der  drei  gegebenen  Punkte, 
welche  natürlich  als  gegeben  zu  betrachten  sind,  seien  rlt  r%9  rs; 
die  von  diesen  Vectoren  mit  einer  beliebigen  von  dem  gegebenen 
Brennpunkte  ausgehenden  geraden  Linie  eingeschlossenen,  eben- 
falls als  gegeben  zu  betrachtenden  Winkel,  welche  von  der  in 
liede  stehenden  geraden  Linie  an  nach  einer  und  derselben  Rieh- 
tui?  hin  von  0  bis  360°  gezählt  werden,  seien  <dlf  öa,  ö3;  der 
»nf  gleiche  Weise  genommene  Winkel,  welchen  die  von  dem 
gegebenen  Brennpunkte  aus  nach  dem  diesem  Brennpunkte  zunächst 
fegenden  Scheitel  des  gesuchten  Kegelschnitts  hin  gezogene  ge- 
rade Linie  mit  der  obigen  von  dem  Brennpunkte  aus  gezogenen 
geraden  Linie  etnschltesst,  sei  w.  Dies  vorausgesetzt,  haben 
wir  nach  III.  17)  die  drei  folgenden  Gleichungen: 


•der 


(r^M  +  jBcosfa-öi)}-1, 

1)  |ra= [A  +  B  cos(«  —  3a)  \~l , 
U  =  M  +  £cos(o>~ öa)  I-1 ; . 

(Ti  { A  +  B  cos(o)  —  öi )  1  =  1 , 

2)  }rt\A+Bco*(<o-Qj\=:ly 
\  r3  { A  +  /?eos(<ö— 5a)  I  =  1 ; 

>n  denen  rlf  rt,  jv,    54 ,  ö2,  ös  die  gegebenen,  dagegen  w,  A, 
B  die  gesuchten  Grossen  sind,  durch  welche  letzteren  der  Kegel 
schnitt  vollkommen  bestimmt  wird. 
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Formeln  für  A. 

Aus  den  Gleichungen  2)  erhält  man: 

1 — rlA  =  rlBcos(to  —  öi), 
1  —  r%A — r2  Z?cos(o> — öfi) , 
1  —  r3  A  =  rB/?cos(oo  —  öÄ) ; 


also 


l — rtA  rt  cos«!  -f-8*>n<»>i  tangw 
1— r2A     r2*  cosö2-f  sin(52tariga> 

1—  r-zA  ^  r2  cos5a-|-sin(i)2tan^(D 
1 — rzA  ~~  r3  cosö)3  +  siiit>3tango>  * 

Vf4   fg  cos(53  -f  sin<ä3tangQ> . 


1— rti4     fj  '  cosOi  -f  sinüjtangüj 


und  hieraus 


r2(l  —  rx  A)  cosu2  —  rx  (1  —  r2  <4)  cos« , 
=■  —  { r2(l  — rx  J)sinö2  —  fj  (1  —  r2<4)  sinö, }  tangw , 

«3(1  —        cosöv,— r2(l  — r3^)cosö2 
=  — '  r3(l  —  r2^)sinö3  —  r2(l  —  r3.4)sinö2 }  tang» , 

— r3A)cosQi — r8(l — -r^^cos^ 
=  —  {r|(l  —  r3^)sinÖ!  —  r3(l  —  r|/4)«inö)3|  tangw; 


folglich 


r2(l  —  i^iljcosttg — ^  (1  — r2/<)  cosa^ 
r3(l  —  r2A)  C0SÖ3  —  r2(l  —  r3  J)cosö2 

 r2(l  — ti  A)s'm(d2  —  rt(l  —  ra/Dginö) 

r3  (1  —  r24)sinö3  —  r2(l  — rs/f)sinu9  ' 

woraus  sich  leicht  ergiebt: 

0=  r2r3  sin(ö2  —  ö3) .  ( J  —  r,  .4) 
+  r3risin(53  —  öi) .  (1  — r2A) 
+  rlrtBm(üil  —  ö4) .  (1  —  r3<4) 

oder 
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0=  «10(0»— 53)  .  — 
+  8^(0,-0*).^-^), 


1  .   _     _      1  1 

—  sm(w.2—  u3)  -f  -  8*10(03—«!)+  —  sin  (öi  —  5t) 

1  r2 


3)  .1  — 

«iii(Q,-ot)  +  «in(öa-ö3)+sin(ö,-ö1) 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

~  sin(5a-ö3)  +    sine»,— 50  +    si^ö,  - öa) 

4)  ^=-1!  1  ,2-j  ^  

4sin  ^  K -üj  sin  ^  (ö^-w,,) sin  ^  (ö3-5,) 

oder  auch 

C08^(ÖS  —  ö3) 

3)        M=  .  i,.  ...  r— : — 


rt  sin  -}  (öj  — Qa)  »in  z}  (53  —  ) 
cos4^(o3  —  ot) 


I  1 

r2sin  0(öa— o3)  sin  r>  («!  —  o2) 

cos  ^  (öi  —  öa) 
r3  sin  g  (ö,  —  Ö!  )sin  ^  (ös  —  ö3 ) 


Formeln  für  B. 

Aus  2)  ergiebt  sich: 

t%—Ti  =  rjra  l  €08(0—0!)  -  cos(co— 54) }  B , 
ri—r%=riri  { cos(o — öa) — cos(a>— 5g) }  B, 
r^— rj=r3rt  {cos(«— 5,)  — cos(ö>— 50)  J8; 

also* 
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/ 1     l\  1 

\jr  —  ~J  )i~  — cosco.^cosu  -f  (sin&>i — sin  0)^8  in«, 

~)^=(cosö4— co8ÖB)co«6)  +  (sincä*— sinö3)8iuü>, 
/  1       1X1  _ 

^  —  —  — ^  jj  =  (co8ü3—  coawjcosco  -|-  («inG)3— 8ino),)Hinw . 
Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  erhalt  man  leicht: 

~  Xu  ~  u)  C085'  +  Gl  -  r.)  COSÖ*  +  GS  -  ri)C,,85»l  B 
=  i  8in(5,  — öj)  +  »in(öz— Sj)  +  sin(ü,— ö,) !  sin» , 

8inö«  +  (£-£)8in5»  +  (i  -  i),i,,5'l  i 

= !  sin(ö, — ßj) +8in(ü4— öj) +b'hi(5j— ö,)  |  cosia . 
Quadrirt  man  nun  und  ad  dir  t,  so  erhält  man: 

i  t)™*1  i)C°SSl  +  t!  -^)C085»1 

f  1(1-  i)sinül  +  (1-  I)sin5t  + 

~  JsinO^—ö^-l-sinCG),— o3)  +  sin(u3 — &),))* 

l  1  I 

■j=  {  isin^tUi-o^sin^Co«—  ö3)sin  ^(ö,-ö|)|a. 

* 

Der  Factor  von   ^j-F  *8t: 

+  2(^-r!)(7,-^)C08(d»-^ 

+2(^-rI)(7i-i)^i3>-i3.)- 

AUo  ist 


I 


Digitized  by  Google 


I 


73 

,  ff-'t<^-rJ(^-ri)-|°--°'' 

1        _       1  _     _       1  , 
{ 4sin  2  (üi  — 02)  sin  ^  («a— oB)*»n  2  (ö3— <^i)  I a 

«obci  man,  wenn  man  B  mittelst  dieser  Formel  durch  Auszie- 
hung der  Quadratwurzel  bestimmt,  zu  beachten  hat,  das»  B  nach 
III.  bekanntlich  immer  positiv  ist. 

Formeln  für  co. 
Durch  Division  erhält  man  leicht  aus  2): 

l-f-^TCOS(fi> — Öj) 

ri   /l  1 

_^  =1, 

l+2fcos(co  —  Öo) 

1 

r  H^cosfa-ö,) 
l  +  2fCOs(a>—  «,) 

1+-tcos(w  — ö8) 
.  4  1. 

1    l|jC08  W- Ö,) 


also 


B=  Ji  -  r*  ^_ 

A       r,cos(a>— u,) — r2cos(o> — «2) 

#   r3 

-4        r»cos(ft>— öj)— r8cos(o>— 6),) 

 rs  —  rt  

/I        r3cos(w— ö3) — r|cos(co — ü^) 


Folglich  ist 


rlcos(ca — <j,) — racos(cj— ot)  _   r.2cos((o  —  gg)— racos((tf— Qs) 
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woraus 

r,  (r2  —  rs)co«(w  —  ö,)  +  rg(r,  —  r,  )cos(»  —  5a) 

+  ^(n  —  r,)co*(a  -  ö3)  =  0, 

und  hierqus  ferner 

7)  tanc«=    r' ~~rs)co8^i  +  rifa  ~ri )cos5a  -f  r3(ri— r1)cosc53 
r,  (r4  -rjjsinöi  +  r2(r3— rt  >rinc5s  -f  r3(rt  — r^sin  ö3 

oder 

8)  tango 

_  _  (j-  iDcos5' +    -    cog5» + -  ^)cogg» 

(I_  _L)8inSi  +  (J  _  I)  8in5i  j.  (J_  _l)sinöj 


Bestimmt  man  aus  den  oben  für        gegebenen  Ausdrücken 

die  Grosse  B  durch  ^4,  und  führt  die  erhaltenen  Ausdrücke  in 
die  Gleichungen  2)  ein,  so  erhält  man: 

TtAi  1—  > 

1  c      ncosCco  — Oj)— rscos((a— ö2)  * 

r  ,4*1-         (r2~r3)cos(o~ gg)         , _ 

2  «      r2cos(ö>  — Ua)  — rscos(a>--ö3)*  ' 

(r8— r1)cos(co— 53) 


d.  i. 


rs^*  i  ^zQ^^iL^j^, . 

c      rjCos(fi>  — öj)—  i^cosf«» — o,r  ' 


2rir2sin  ^  (©!  -  ö2)  sm  ( a  —  ?  (jQx -f  öt)  { 

 -       ^   >4-— 1 

r,cos(a—  c^)—  r2cos(o>— öa)  ' 

2r2r3sin  ^  (ö2  -  5, )  sin  { \  (5t  -»-  ö3)  { 

 _   A  1 

r8cos(a>— oÄ)  —  r3cos(o>— öa) }  ' 

2r3r1 sin  ^ ( 5 3  —  e5, )  sin  { »  —  ^  (5,  -f  ö, ) } 

r3cos(»~ö3)— r1cos(»— ö^)  ; 


also 


< 
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/icosfw— ö, )  —  racos(a>—  ö2) 


r2cos((o— Oj)— r8cos(a> — o3) 

q\       <  J  =  — ~rz  z — ; — ~t 

'  1  *Jj-_*v  Ein  -  (  l.\  ein  {  r.\   - 


oder 


10) 


2/yss,n  2  ( 0«  ~  ö3) sin  l  «>  —  2  ^  * 

_   r3cos(co--ö3)--r1cos((o— -ö^) 

1  _  I 

2r,rl8iii2(tts  — o^sin  (w-.jCöa  +  5») 


1  _  l 

—  C0S(q> — G)i)—  —  C08  (»  —  G)2) 

=   — j — :  ;  j  ;  

2  sin  ^  (öj  —  ö2)sin  ( a>— ^  (ö,  +  ö*) 

1  1 

—  C08(w— <a2)-T-rcos(a>  —  *)3) 

^  r3  '«  :  

1  _  1  ' 

2  sin  ^  (Öa  —  ü3)sin  { co  —  ^  (ö*  +  ö3 ) 

,    — COS(tt)— ü3)-— — -  COS(0> — (•>!) 


2sin  ^  (03— ü!)8in  { »  —  ?  (ö3  +  «,) } 


Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  /I  finden,  wenn  man  w  mit 
telst  einer  der  . obigen  Formeln  7)  oder  8)  berechnet  hat. 

In  Verbindung  mit  'dem  Obigen  ergebt  eich  aus  9)  und  10; : 


11) 


r,— ra 

2rir2sin  ^  (o,  - 

-  ö^Jsin  { w— 

}2  (üt  +  ü*)) 

-  j. 

* 

'«-'s 

2/y-3*in'(öa- 
— 

-ö3)sin  {cö  — 

1 

2r3rl8in?(ö8- 

•  J(Ö3  +  Öj)| 

•  oder 
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B  = 


B  = 


1  l 

1  -  . 

%)  em  —  ( t  \           /  \   Win  |  m  __ 

»»II  ^  V«'l       W^/®1'1  i  w 

1  1 

2  ein  -  /'S-  —  fi>„ ^Kl  11  1  ßl  — 
et  Ott!  ^\                       3 /  1 

1  1 

r8  ri 

2sin^  (oa  —  üi)siii  { ö>— 


Mittelst  dieser  Formeln  kann  B  gefunden  werden,  wenn  man 
cd  kennt. 

Die  Formeln  7)  oder  8)  liefern  für  den  zwischen  0  und  3fi0° 
liegenden  Winkel  0  immer  zwei  nm  180°  von  einander  verschie- 
dene  Werthe.  Man  siebt  aber  aus  den  Formeln  11)  oder  12) 
leicht,  dass  diese  beiden  Werthe  von  ca  jederzeit  für  ß  zwei  dem 
Zeichen  nach  entgegengesetzte  Werthe  liefern,  und  da  nun  B 
bekanntlich  stets  positiv  sein  muss,  so  bat  man  iu*r  co  immer  den- 
jenigen der  beiden  in  Rede  stehenden  Werthe  zu  nehmen,  wel- 
cher für  B  einen  positiven  Werth  liefert  Daher  kann  es  nie  zwei- 
felhaft bleihen,  wie  man  den  Winkel  to  in  jedem  Falle  zu  nehmen 
hat,  und  die  Aufgabe  Ist  folglich  immer  vollkommen  bestimmt. 


Andere  Auflösung. 

So  elegant  auch  die  obigen  Formeln  dem  grüssten  Theile 
nach  sind,  so  hat  mir  doch  eigentlich  für  die  wirkliche  Anwen- 
dung immer  die  folgende  Auflösung  unserer  Aufgabe  am  geeignet- 
sten geschienen. 

Man  setze 

/?sina>=X,  7icoscü=F; 
so  bat  man  nach  2)  die  folgenden  Gleichungen: 

1 

A  +  Jfeintt!  +  Fcosüi  =  y  * 

A  +  AVmö*  +  Fcosu,  =  -~  . 

1 

A  +  *sinÖ8  -f  Fcosög  =  -  . 

_  »3 


■ 


■ 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Subtracüon: 

2Xsin?(Sl-51)cosJ(51  +  5,))  ±  ^ 

1  Ii  ^        y  ' 

—  2F5in^(c51  —  S^singCÖ!  +  5,))      1  * 

1  1 

-2  Fsin?(ö,-  ö,)  sin  *  ( öt  +  53)(  r*  r8 


iA'cot^Cöi  2F=r— j— — ~-    f>a1  - — — 

sing  (5i  —  SaJsiii^  (öi +üg) 

ttaUjCSfc-f-  öB)— 2F  = — j— — -j2  y-  

sin  ^  (üt-Oj)  sin  ^  (co2  -f  Q9) 


2X-2Ftang^  (5t  +  6.)  =     )       *     ^        —  . 

sin  2(^1— öt)cos  2  (öi  +  öt) 


21-  2  Ftangg  (öt  +  55)  =     ^  — -J— I  — 

sin  ^(^i — W^eoSg  (Sf  +  6)3) 

Setzt  raao  nun  der  Kürze  wegen 


78 

M  =   ri  r* 


13) 


2V  = 


2  sin .]  (ö,—  0,5  sin  ^(ö3  -  öj) 

 S_5  

1  _     _       I  _      _  . 

2  sin  ^  (<d%  —  ü8)sin  g  (w  3 — «i) ' 


so  erhält  man  aus  dem  Obigen: 

lA'=i*/s!!>  ?  ( öa  +  6)3 )  —  Ns'm  *  (ö,  -f  ö2) 

FssAfcos^fe  +'  ö3)  —  ZVcosgCttt  +  Ö2). 
Ferner  erhalt  man  leicht  mittelst  des  Obigen: 

15)       A  =  1  —  M  cos  |  (ö2  —  ö8)  -f  iVcos  ^  (5,  —  ö2) . 

Diese  Formeln  scheinen  mir  zur  Berechnung  von  A,  X,  Y 
sehr  bequem.  Zur  Berechnung  von  01  und  ß  ergiebt  sich  aber 
aus  dem  Obigen 

16)  tangß>=^  t 


und 


]7)       _B=_*  =  y 


Sin  Cr)        COS  CO 

i  1  *  "'  - 

wo  man  für  w  den  zwischen  0-  und  360°  liegenden  Winkel  zu  neh- 
men hat,  welcher  der  Gleichung  16)  genügt  und  mittelst  der  Aus« 
drücke  17)  ftir  B  einen  positiven  Werth  liefert 

Weil,  wie  man  leicht  findet 

sin  ^  (ö2+  ö3)sin  ~  (öa- o>3)  +  sin  ^      -f      sin  4j  («!  —  ö*) 

sin  j  (ö3  -f  S^sin  tj  (ö3— 

und 
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cos  l  (öa  -f  ö3)sin  l  (öa-ö3)+cos 1  (5,  +  ö^sin  \  (5,  -  öa) 

1  1 

= — cos  ^  (os  4-  ü,  )sin  ^  («3  ~  öi ) 

ist;  so  ist  auch 

1 

18)       A=:  j— —  r-— — 

2ri  sin  ^  (o>i  —  6)a)sin  ^  («3  —  «i) 


] 

sin  ^  ( 6>3 -f  Oi )  , 

i  1   ~ —   

^rasin^Cöj—  ö3)sink2  (<*i  —  5«) 
sin  |  (öi  -f-  ö2) 

  a  i 

2r3sin  ^  (ö3  —  ö1)sin  ^  («a  —  ö3) 


und 


•  ■  - 


cos  ^  (öa  +  o3) 

W)     r=      !  _  — — i— — -- 

2ri  sin^  (^i  —  o^sin  ^  (u8  —  ot) 
cosIcQg  +  öi) 


n  ^  (oa  -  u3)sin  j  (ü,  —  o»)  , 


cos^(ü,+ 5*) 


Nimmt  man  nun  hierzu   noch  den  aus  5)  sich  ergebenden 
Aasdruck  von  A,  und  setzt  der  Kürze  wegen 

F=  { 2rt  sin  ^  (öj—  öa)  sin  ^  (ös-öx) }  - 1 , 

20)  =  1 2r2sin  ^  (öa— ö3)  sin  g  (öi-öa)  1  -1 , 

■ 

//  =  |2r3sini(Ö3  -Ö^sin^ö^ö,)}-*; 
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so  hat  man  zur  Bestimmung  von  A,  X,  7  die  folgenden  Formeln: 

21) 

1  1  1 

A  =r — Fcos  2       üs) — Gcos  2  (<•>»— g>i ) — H cos  ^  («t  1 —  o>2)  , 

M=    Fsin|(^+^)+  Gsini(ö3  +  öJ|)  +  Äsm^(c51+^, 

1  1  l 

F=   Fcosg  (öa+ö3)+  Gcos  ^  fö+8i)+ Atos^  (öi+ö^ . 

s 

Die  Grossen  w,  B  werden  nun  ferner  wie  oben  mittelst  der 
Formeln  16)  und  17)  gefunden. 

Auch  ist 

also  nach  21): 
22)  J3»=F*+ 

+2FG  cos  ^  (&>!— ö*) -f- 2£/fcos  ^  (5a  —  ös)  +2/ifFcos  ^(5,— öi) . 


Bestimmung  der  übrigen  Elemente  des  Kegel- 
schnitts ans  den  Grössen  A  und  B. 

Wenn  A  positiv  und  A—B  ist,  so  ist  der  Kegelschnitt  be- 
kanntlich eine  Parabel,  und  nach  111.  18)  ist 

2  2  2 

A=B=j>    a,so  *>=A=B 

Wenn  A  positiv  und  j4>2?  ist,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine 
Ellipse,  und  nach  IU.  21)  ist 

A    2         „  2VT=? 

Also  ist 

2 


und 
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6  \TA*-B*  V(A-B)(A  +  B) 
a  -      A       ~  "  A 


fol^t.    Bekanntlich  ist  aber 


also 


2     26*      1      b*  A*-B* 


—     ^  A 
a~A*^B*-  (A-B)(A+B) ' 

6  =       1  1 


Wenn  A  positiv  und  A<B  ist,  so  ist  der  Kegelschnitt  der 
erste  Zweig  einer  Hyperbel,  und  nach  III.  24)  ist 

- 

.2  2VT+7* 

/>  =   • 

P  P 

Also  ist 


und 


2 

^=2 


woraus 

6  _  VjBäZ?«_  V (B-A)  (B+Ä) 
a~       A      ~  A 

folgt.    Bekanntlich  ist  aber 

_2     26*      1     6*  #»-.4* 

also 

» 

_     vi  A 
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Wenn  A  negativ  ist,  so  ist  der  Kegelschnitt  der  zweite  Zweig 
einer  Hyperbel ,  und  nach  III.  24)  ist 

2  2VT+? 

=  —  — ,  /j  =   • 

P  P 

Also  ist 


und 


woraus 


2 


  02     m        ß*  Ai 


6_  V^-£a_  V(g-^)(/yf/Q 
a~         A   A  ~ 

folgt.   Bekanntlich  ist  aber 

2     26*         1  6* 

also 

a--B*-A*-"~  (B-A)  (B+A) ' 
1  l 


V  ^2-^    V  (Ä-i<)  (B+A) ' 


Dass  in  diesem  letzteren  Falle  nie  2?  ^  —.4  sein  kann,  er- 
hellet leicht    Denn  wäre 

■ 

so  wäre  auch,  wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  —  A  und  B  po* 
sitive  Grossen  sind, 


4  +/?cos(o  —  Oi)  ~0, 
was  wegen  der  Gleichung 
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rx\A  +  /?cos(o>-  fi»t)|=l 

orafeficb  ist.  Daher  Ist  in  diesem  Falle  immer  —  4,  d.  h. 
der  absolute  Werth  von  A<Bf  wie  auch  aus  III.  schon  be- 
Lac  Dt  ist. 

Wir  schliessen  mit  der  folgenden  Aufgabe: 

Aufgabe. 

Ans  einem  gegebenen  Punkte  als  Brennpunkt  eine 
Ptrabel  zu  beschreiben,  welche  durch  zwei  gegebene 
Punkte  geht. 

Auflösung.  Bedienen  wir  uns  ähnlicher  Bezeichnungen  wie 
vorher,  so  haben  wir  jetzt,  weil  bei  der  Parabel  bekanntlich  Az=iB 
st,  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

(rjJIt-f  cos(o>- 001  =  1, 
ir%Ali  +  co8(a>-öt)\z=l; 


•24) 


Sr^cosj^-o^l, 
2ra  A  cosj  (»— 5a)Ä=  1 ; 


!l  \a  (      1  _  i* 

COSg-(0>—  Ü!)J  lc()Skj(09—  W,)i  f 

— I  >  =1  oder  S — i  >  =  ~ 

cos  |(  «-ü,))  (cos£(a>-ö2)) 

'»Igt.  Also  ist 

cosg(cj-gt)  V|>8 
cos  j  (<» —  ) 


folglich 


cos^Coi-S^cos^Cco-Ot) ^  VriTVr;> 
i(«-5^cos;(a,-5l)"Vrl:tVr•, 

6* 
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d.  i. 

I         _    .    1  1 

sin  ^  (ö!  -  ojjsm  { 2  o»  —  4  ( I     Vrj  ^  Vr2 

~"  ^     ^      1,-  ,  _  w=  VrtdbVr,' 

cos  ^  (o,  —  oa)cos{  ^  CD—  |  (Oi+Q*)  I 

also 

25)     langt  \ (5,  +  ö*)  -  Ja,}  =^J^  cot  J^-ö,). 

1  .  - 

Aus  dieser  Gleichung  konnte  man  leicht  tang  entwickeln, 
und  da      c  positiv  und  nie  grosser  als  180°  ist,  so  sieht  man, 

dass  mittelst  derselben  J-  cd,  also  auch  w  vollständig  bestimmt  ist, 

wobei  es  sich  aber  natürlich  von  selbst  versteht,  dass  es  wegen 
der  doppelten  Zeichen  zwei  Werthe  von  cd  giebt. 

Hat  man  cd,  so  erhält  man  A  mittelst  der  Formeln 

1  ]  ' 

26)      A—  1  —  —  j  — > 

2rt  cos  g  (<ö—  <*>i)9     2r2cos  g  (cd  —  o2)2 
oder,  weil  bekanntlich 

A      2  2 

ist,  den  Parameter  p  mittelst  der  Formeln 

27)  p  =  4rj  cos  ^(03^0!)*==  4racos  ^-(co  —  5^)*. 

So  wie  der  Winkel  cd  haben  auch  A  und  p  zwei  Werthe. 


Digitized  by  Google 


85 


III. 

Consequences  tirees  des  formales  rela- 
tives  ä  la  transformal  ion  da  modale. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningue. 


En  adoptant  les  notations  da  No.  XXX III.  T.  XVI.  les  for- 
mules  trouve>s  daos  le  §.  VI.  permettent  d'enoucer  le  ttheoreme 
8  tri  van  t: 

Theoreme  7. 

Soient  H9  K,  6,  k  des  constantes  determtnäes  par 
les  equations 


on  aura 


P2x 

Et,  en  deteuninaot  les  fonctions  2t«,  ©n,  <C«,  &»  par  la 
coodition  de  devenir  Öf,  1,  1,  1  pour  a:=e=0,  et  par 
les  äqaations 
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od  aura  encore 

(o)   Pöx,*  =  ^  >    #6*,*=  jj^ ,   /fax,* = ^  • 
Enfin,  en  dltermioaot  b  et  A  par  les  equations 


on  aura  les  relations 

]6Qb=nQk,  0t*=ta, 


(9 


Nous  avoos  deja  fait  Tobservation,  qu'il  sera  bon  de  traiter 
eeparement  les  deux  cas  ou  n  est  oair  et  oü  n  est  impair,  afin 
de  reduire  les  seconcls  roembres  des  equations  (y)  ä  des  formes 
quarrees:  c'est  ce  que  nous  ailons  faire  dans  leparagraphe  suiraot 

§.  I.    Coosidöration  distincte  des  deux  cas  oüfi  est 

pair  et  impair. 

lo.  Soit  n  on  nombre  pair. 
En  vertu  de  l'equation 

(l)  nTff  =  pn  fp  =f0n  /i . . .  , 

P=0 

on  trouvcra  aisement 

(2)  VF=^P^^-J.=ÄF/•-F-I, 


l_ 
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.n  • 


=  Ilfpnvfn  =fnllfpllfn-p, 
1  *'  £+f  «p=J 


nPFpz=npFpnPFnip=  nPFnpFn-P-i, 

et,  fersqae  les  fonctions  fP  et  FP  jouissent  de  la  propriete  de  su- 
folaire  aus  conditions 


/n — P~~fpy  ^  u—p»  1  —  i 


(3) 


\nfP=fu  Infi 


»  9 


4« 

(4) 
«t  par  snite 

(5) 


P%T—X~Pst-  Px+Q—Px—Qf 


oii  poo™  ßubstituer  aux  eqnatlons  (y),  eo  vertu  'dea  forroules  (3), 


<T*„=  //A 


«v=('-^.)!3('-R,.?.)i* 


I 
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De  plus  en  observant,  que  Ton  a 


(6) 


II- 


P2*  P*x 


/ 

et  se  rappelaiit,  que  3»,  05«,  C,  Tb*  se  reduisent  ä  te,  1,  J,  \ 
poor  :r=*=0,  on  tirera  des  precedeotes: 


\m=$pxQxn  V    P%r  / 


(7) 


I 
I 

En  appliqnant  les  forroules  (3)  aux  equations  (a),  et  ayant  e*gard 
formales  (2),  (4),  (5),  on  trouvera 

w    <  *  * 

2  J  2 


n 


d'oü 


(9)  ^^T.  *=c» ÄPPVMr 


« 

4 


n  «~ 

La  valenr  de  k  etant  connue,  on  en  de'dait  celle  de  A.  Mais  on 
determinera  A  independamment  de  k,  en  observant  qne,  coromc 
on  a 

i 

äVc=ä,  %  ! 

H  s'en  suivra 


i 
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Rrkk=ht 

oo,  srnvant  les  äquations  (5), 

d(«  oo  aora,  en  vertu  des  equatious  (8)  et  (7), 


n     n  n  « 


«  «  n 

2°.  Soit  n  od  norabre  impair. 
En  vertu  de  l'lquatiou  (1)  od  aura 

n  p=n-}-l  n 

Hpfp =    -ff  /n— p  =  Hpfn—p~\, 


•+1      n--l  n-1  n— 1 

J7pFp=  flp  Fp  tfpF«fi+p=JV_i  JTpFpÄp  F..-P-! ; 

«ttoreqne  les  fonction»  fp  et  Fp  jouiasent  de  la  proprietö  de  sa- 
WÜre  aux  couditious  (2),  il  vieodra 

^/p=I  11  *  ^}2,^pFp=F^i{flpFp|«. 


fapoorradoDc  flubstituer  aux  Iquationcs  (y),  en  ayant  e*gard  aux 
W  et  (5), 
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jD1 


dou  Ion  tire,  eu  egard  aux  formules  (6) , 


Pareillement  les  ^(jaations  (a)  peuveot  Stre  remplacees  par 
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On  pourrait  dtfermmer  h  a  l'aide  des  equations  (d)  et  (11); 
mais  od  obtiendra  une  expressioo  plus  simple  par  les  traosfor- 
matioDs  suivantes. 

D'abord  od  deduit  de  la  seconde  des  formules  (ß) 

n 

Ed  observant  ensuite,  qu'eu  vertu  des  formules  (J)  oo  a 

6z=zntk,  Öa=o*+«T», 
et  que,  puisque  it  est  uu  norabre  impair,  od  aura,  non  seulemeot 

Pr=l,  Po=\, 


mais  encore 


il  vieodra,  eu  faisent  x=x,  puis  ar=ö, 


i__L 

« 

1  1-  -L 

'-/Tim,  ,         1—  ~^mr~ 


n 
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• 

• 


doü,  en  vertu  de  la  premiere  des  fonnules  (ß), 

ÖVi     pöV«e/  PÄI^/ 


et  enfin,  en  faisaot  z=0, 

(13)  e%^=n,-^-,  fl,.-^-. 


n 


Maintenant,  comme  on  a 

Rtk,k=zReU=zh' 

} 

la  seconde  des  formules  (13)  donnera,  en  faisant  iy=s  - 1 


(14)  *=^-^-. 
Mais  n  ^taiit  impair,  on  aura  aussi 

donc  il  viendra,  en  faisant  y=r, 


ou  bien 


(15)       *«*2  ik,.;- 


RemarquoDs  encore,  qu'en  appliquant  la  formule 


ans  formules  nr£c4dentes,  eile  se  presenteront  sous  une  autre 
forme.    Ainsi  les  equations  (J2)  se  cfaangeront  ciT 


3 


2 


p=l  n       P=*  Mi*2pt- 


K=  n  p*_  2D_=  n 


Ed  combinant  ceite  expression  de  K  avec  celle  de  £f  fournie  par 
la  preraieredes  equatious  (12),  on  trouvera 


(16)  e=*=^^L_ü. 

■ 

Pareillemeot  Te'quation  (15)  se  rlduira  a 

■ 

n-l  n-1 

JL        _L  ~ 


§.  II.     Trausformations   ulterieures  des  formules 

trouvdes. 

En  rösuroant  les  r^sultats  obtenus  dans  le  paragraphc  pröcä- 
dent,  oo  pourra  enoncer  les  thöorenies  suivants. 

Theoreme  IL 

Soitnun  nombre  pair.  DäterminoDS  les  constan- 
tes  ü,  Al,  0,  k  par  les  äquations 

nr  nr  n  n 
«       n      n  n 
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On  aura 

■ 


n 


l-c9/»,,/»,   l-c2/»8f/»,  l-c»/»^/», 


 r 

1-0^-2 


En  supposant  n  impair,  on  determiner  a  //  et  AT  par 
Ics  «tquation  s 

an«  « 
■       ■       «  n 

* 

et  on  aura 

p2^      p^;  1-~7^ — 


-  r  -  r  ■  ■  r 

n  »  „ 

1-C*PV_It/», 


- 
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Le  tbeoreme  III.,  applicable  an  cas  oü  n  est  pair,  reproduit 
le  tbeoreme  connu  de  Jacobi.  Ce  tbeoreme  sera  donc  com- 
plete  par  le  tbeoreme  II.  applicable  au  cas  oü  n  est  pair  et  con- 
duisant  par  suite,  comme  on  devoit  s'y  attendre,  ä  la  transforraa- 
twa  du  module  decouverte  par  Lagrange.  D'ailleurs  ces  deux 
theoremes  sont  compris  daos  le  tbeor.  I.,  qui  subsiste  pour  tout 
nombrc  entier  et  positif  n. 

Les  formales  prececlentes  se  presenteront  sous  dautres  for- 
Bfsen  y  am»liquant  les  formules  trouvees  dans  le  §.  IV.  du  No. 
XXXIII. T.  XVI.  Or  ees  transformations  etant  facilcs  ä  executer, 
Höft»  De  les  ecrivons  pas.  Occupons  nous  seuleraent  des  relations 
pa/  lesquelles  les  fonctions  ä  variable  imagioaire  soot  Hees  aux 
fenctiufw  ä  variable  reelle. 

On  aura  pour  cela,  en  vertu  des  formules  (16)  et  (19)  du  pa- 
ftgrapbe  citö, 

Pt"l-lör,.'  Q<*»=^7'  Ru'l-ory 


Pfa'»=,'S5'   öfa'e=eb'  Ru*=irs 


1      I^ix,!*       |  P^XyC 


de 


Pw**=i§r»'  Q«'l=w*'s  *tb*=%%L> 

Maintenant  on  däduit  du  tbeor.  I.,  eu  egard  ä  la  relation 
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"  I 


donc  on  aora 


1_  ^*  p 


11 

d  oü,  en  faisant  *=  ~?»  =  jjP*« 


(2)  , _P*<*,-_fr  ' 

Ed  faisant  ensuite  successivement 
ot  en  obseirant  que 


] 


on  deduit  de  la  precedeote 
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fr.» 


?»,» 


I«»,  si  n  est  pair. 


(4) 


i— 





*V  *V  "V* 


***9*K*>*    *— ij« — _      1    p*T  A 


1- 


1- 


i- 


P*xfb 

TO  ' 

KT, 


1 


l- 


*        Ii  I3S  "IM 


**•  »i  »  est  impair, 


Thtil  WH. 


Digitizec 


9S 


1— 


t*1'  ^  j 


A 


l- 


P2 


(5)   <  Q*,6 


^x,6 
P2 


1— 


I- 


in 

1« 

y>2 


Ajoutons  que  de  la  formule  (23).  §.  VI.  du  No.  XXXIII.  T. 
XVI.  jointe  aux  relations 


on  deduit 


1- 


l— 


P*6x,h 
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n  =  _  • 


puU-  »'  »  est  pair , 

(8) 

V  *v  ^ 

>0    _Qes,tR»s,k  __^VS»*,*  P'rk+"-^^ 


-  ■    ____  » « •  •  

.  *****    '.  /*W     .  /»w  "' 


et>  si  n  est  impair, 


7* 


uigiuze 
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]- 


«x,e 


:v  k 

iTk> 


1— 


0 


1- 


1- 


1     ^V*  ! 

•••»« 


1- 


1— 


1- 


P*6x,k 


1— 


Au  moyen  de  ces  formules  on  sera  conduit  ä  uoe  ^rjuatio: 

Jiropre  a  d&erminer  le  module  c  par  k.  En  effet,  lorsque  dara 
es  premieres  des  formules  (4)  et  (5),  apres  avoir  divise*  par  6 
on  cnange  b  en  Ar,  puts  a:  en  ö.r,  et  en  divisant  encore  par  0. 
(es  seconds  membres  deviendront  respectivement  egaux  a  cetu 
des  formules  (8)  et  (9)  divises  par  n;  donc  aussi  les  premier* 
membres  seront  egaux  sous  la  meine  condition.  On  aura  par  cor» 
sequent  pour  n  pair  et  pour  n  irapair 


(10) 


en  dlsignant  par  0*,  h'  ce  que  deviennent  8,  h  par  le  changeroent 
de  b  en  Ar.   Mais  on  a 

0rc=nT*,    0Oc  =  p*, 


d'ou 


et  par  suite 


ÖTä  =  TA,       006=  WpA. 


puit 


O&Cc  —  na* : 
dnc  on  tirera  de  1  equation  (10) 
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m 


Oll 


J     1     J    M  1 

0ö'~fT  68''h'~~ntci 


dou 


n=zBd,9  c=h'i 


ce  qui  raontre  qae,  par  le  changement  de  b  en  k,  ou,  ce  qui  revient 

n 

ao  mtaie,  de  c  en  A,  0  se  reduira  ä  ^,  /*  a  <?  et  par  suite  £  en 

6,  propogition,  qu'on  a  la  contume  d  introduire  «ans  demonstratio!!. 
On  pourra  observer,  qu'en  posant 

il  rwultera 

(r=zßk,  h'=hk 

ce  qoi  doooera 

(11)  «=ÖCÖA,  mc=:hh,  b=zkk, 

oo,  en  vertu  de»  equations  (9),  (10),  (12),  (15),  §.  1 
1°.  Si  n  est  pair, 


1  *        «I  '«»  N  *» 


1  -,-*^v'V%' 


2°.  Si  n  est  impair, 


Digitized  by  Google 


§.  III. 

Application  de»  formules  trouvees  au  cas  particnlier 

oü  n  est  egaJ  ä  '2. 

■ 

L'emploi  des  formules  prec^dentes  exige  la  determination 
prealable  des  valeurs  purriculieres 

PPr  QPr  RPt    Pre     %    **p  i 

pour  tout  nombre  entier  et  positif  p  inferieur  ä  n.    Pour  le  wu> 
que  nons  allons  conside>er,  oü  n  est  egal  a  "lt  il  s'agira  donc  d'ex* 
primer  Px     Qx    R*    en  fonction  de  PXi  Qx,  Ku  ce  qui  revienf  i 
«*'  4X 

resoudre  les  equations  (0),  $.  V.  du  No.  XXXI II.  T.  XVI.  par 
rapport  ä  Px,  Qx,  iVx. 

Mettons  les  formules  citees  sous  la  forme 

d'ou 

- 

eu  observant  que 

En  comhinant  ces  equations  ou  cn  tircra 
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(I)  Px<?x«x=64 


'V 


PxQm      Pv    Q,R,        P«x      R,P*  _   P**_  . 


i|ut: 

/*x      _l~9x-      cPx   _1— fix         6Px    _l?x— <?x 
l  +  <?x-    Px    *t  +  Äx_cPx'  4P,"' 

i/  viendra 

ff)    {~7>T       k**-Q^~i\r  ' 
\RxPx  (V  1  — . 


02  -HjfJK£ 

j  *~ffE*,~cM+G2*' 
(3)  1+/^  -0*7^9^' 

!  |,2      /» 2-r  j-  Ogf  A<>  * — Q2 


2* 


tlaintcnant  comme  on  & 

P,  =  i,  e.=0, 

1     A  -i— O  1 


pe    .  1  Rv_c, 

wr"  *~r~? 


\\  rcsultera 
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_l  1  —  6     /»,  l 

J    «r     1  +  6       c*       r  ic      c       c    1  —  c 


v'v  v?/18  'n^u  en  vertu  des  PrinciPes  etabli«  dang  le  §.  II.  du  No. 
XXXIII.  T.  XVI. 

%'  Qr  V  t%'  %'  % 

seront  des  quaotites  positives;  on  aura  par  suite 

(5) 

U         *      -Vt(i-t),  g»„-V^)-  » 

*'   V  6(1  +  6)  e  *P  3 

eo  dösignant  par        la  racine  positive  d'uiie  quantite  positive  o. 

Au  moyeo  de  ces  valeurs  particulieres  on  döduit  du  theor.  II., 
$.  II. 


(6)     <  .-r»       c*  » 

'-«  +  •  *=T+-6? 

(7)  L,M=L^>*V, 


lequatioo  (10).  1. 1.  et  les  formales  (4),  $.  II. 
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1+6 


<■«  les  formales  (8),  $.  U.  conduiront  a 

4  ee«  formales  on  poarra  joindre  les  equations  (12),  §.  II.,  savoir 

i  -2=(1+6)(1+*) 

'  7+T' 

«I  «in  les  relations 


li'oil 


(12) 


[  w=-2-rc,    ?*=(!+ 6)4«; 

/I   LAX  t  +  6 

1 

|Te=(l  +  A-)n,  ^=-"2—^; 

Rcmarquons  encore,  que,  P2i,c,  Qu,*,  Ä«,c  «Staut  expriraees  en 
loöction  de  Pöx,*,  Gö*,*,  par  les  tormules  (t0)  on  pourra 

t,ls*>  determiner  AVc,  0*,c.  /ix,c  par  les  memes  fonctions  ä  l'aide 
4«  formules  (8).  j.  V.  du  Nr.  XXXIII.  T.  XVI. 
Kn  effet  on  en  tire 


■ 
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Ä«x,r+c<?2,,c= (i + c)  > 


d'oü 


/W  +  /  Qtes,k = (1  +*) 
ce  qui  cbange  la  troisierae  des  formules  (10)  en 

R**>e = ITZ* '  ****** + ^e*,*} » 


ou 

(13)  Ä,,c  =  j-^  { Re,,k  +  ; 

U 

et,  en  observant  que  c*==^qp^,  on  en  döduit 


§.  IV. 

Application  des  formules  trouv^es  au  cas  particulier 

od  7i  est  infini. 


Lorsqu'on  attribue  a  n  une  valeur  inönie,  il  sera  indifferent 
de  supposer  n  pair  ou  inipair.  Supposons  donc  «  pair,  et  consi- 
derons  d'abord  la  formule 

,'  —  52 — 
(1)  /  V*  =  0  .-^ £ 


Observons,  que  £  determinee  par  l'equatiot» 

« 

i 

k=cnrip  P*2p+ir 

n 

sevauouira  pour  uoc  valeur  inOnie  de  n,  puisque  c  et  Pt^\\t 
sont  iofericurcs  ä  1;  donc,  corarae  on  a 
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*=|ii  +  (|)W(Jfj)V +....). 

ü  viendra  pour  ce  cas 


71 


(2)  T*  =  *0  =  2 


on  a 


ä  par  suite 


0Te=WT*, 


to  remplacant  donc  -  ä  x  dans  la  formule  (l),  on  obtieodra 


Maintenant,  n  etant  infini,-  sera  egal  ä  zero.   De  plus,  2p 

n 


etint  compris  entre  1  et  n ,  —  sera  egal  ä  zero ,  lorequc  2p  aura 

<ta  valeurs  finies,  ou  menie  intimes ,  pourvu  quo  2t*  ne  soit  com- 
ptfable  a  n.   Mais,  pour  des  valeurs  croissantes,  2p  fiuira  par  de- 

reirir  coroparable  an,  et       obtiend.a  une  valeur  assignable  com- 

P"w  entre  0  et  1.   On  saura  donc  concevoir  un  nombre  pair  m9 

<fe  maniere    que  ^-  sera  egal  a  zero  pour  des  valeurs  de  2p 

mierieures  a  iw,  et  que  ce  rapport  aura  une  valcur  diflferentc  de 
*«o  et  comprise  entre  0  et  1  pour  des  valeurs  de  2p  egales  ou 
»uperieures  a  in.  Ce  nombre  m  devant  etre  comparable  ä  n 
«eviendra  intim  avec  n. 

Cela  pose\  on  pourra  substituer  a  la  precedente 


1 


^1 


/>,    O      «  /J2.. 
P  "        72t  T  -ir- 77  t~c*/^f*~  ' 

»         »  n  " 


i 
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*  ayant  fait,  pour  abreger, 


1 


n 


■ 

et,  en  vertu  des  suppositions  faites,  ^««ra  egal  ärze>o  dans  la 

Sremiere  de  ces  equations,   tandis  que  ce  rapport  sera  different 
e  zero  et  compris  entre  0  et  l  dans  Tautre.   La  valeur  de 
J*8*/^  sera  donc  nulle  dans  la  premiere,   et  differente  de  zero 

dans  la  seconde;  d'oü  il  suit,  que,  pour  des  valeurs  Gnies  de  x% 
le  rapport 


n 


se 
tandis 


räduira  ä  dans  *a  Premiere,  et  ä  zero  dans  la  seconde, 

dis  que  le  produit  P*2pT  P*i^x  s'evanouira  daos  l'une  et  l  autre 

n  n 

La  valeur  de  J  sera  par  suite  independante  de  x\  et  si  Ton  ob- 

ft 

serve,  que,  pour  des  valeurs  Gnies  de  x,  -  Qj_x,  Rls  se 

n  n  n 

r&luiront  ä  1,  et  qu'on  a 


il  viendra 


9 


On  voit,  que  la  valeur  de  J  sera  egale  ä  t;  et,  comme  m  dö- 
signe  un  nombre  inGni,  on  pourra  substituer  a  la  precedente 


(4)  siax=xpr^-(~y 


et  on  sera  assure,  que  cette  equatipn  subsiste  pour  toute  valeur 
Gnie  de  x. 
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4 

que  de  la  precedente  on  deduit 


»inj     xPj*  1    (pn)         x  Tjf  (x—pn)(x+p7i)  ^ 


y+P*  e  y-p* 

«  redutsent  a  1  poar  p  infini,  on  aura  encore 
*  '  sloy  ~~  y  p=i  y—p™  j»=i  y+P* ' 


Binx     Pt?  .t— />tj 

— —  —  //  • 

sin./      p=-ao  y-pn 


Od  trouvera  pareillement 

V(="7/x  |i_ 


I.  /  2*  V/  _psJ?  \i 

ÜpiJn) 


» 


cosy     p=-^D  2y— 2p+l* 

Nous  pasaons  les  formules  (4)  du  J.  II.,  puisque  la  supposi- 
tioa  de  n  liiGni  conduira  aux  fooctions 

ex—e~x  2 
+       '    V  +  e~*  ' 

qs'oo  d^duira  aussi  des  prectfdentes. 

Coneidörons  donc  ensuite  Jet*  formules  (8)  du  $.  II.  Ed  rem- 
plat;arit  -  a:  a  ar,  on 


u  _  »   2   iT   f- 
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Maintenant  la  valeur  des  fonction* 

s'accroitra,  ä  mesure  que  p  augmente,  et,  pour  une  valeur  infi- 
nie  de  «,  ces  fonctions  finiront  par  devenir  egales  a 

En  substituant  donc  ä  la  pröcedente 


lei,k 

H 


(7)    P*  =  ^j— 7*7-    n    ^  m" 
0     '  !e*,k  p=i  /Äi 


.    1  ,~- -   i  « 


dans  laquelle 


1_  i_  

— ^r"-> 

v    2    ]   n 

on  pourra  concevoir  le  nombre  pair  m,  de  maniere  que  la  valeur 
des  fonctions 


^aP«*  *      l  ^2P+l/,  j. 


sera  tinie  dans  la  premiere,  et  inünie  dans  l'autre;  d'ou  il  suif. 
que  J'  sera  independante  de  x,  ä  moins  que  Piexi  ne  soit  inünie, 


ii 

n 


ce  qui  n'aura  lieu  que  pour  une  valeur  2q+l  ^Qk  de  x,  q  etant 
un  nombre  entier  quelconquc.    Or  on  a  trouve  pour  n  jnöni 


/    n  ic      0  n 


et  de  la  relatiou 


t  tk 

—  n  — 
9  Qk 
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III 

on  tire 


7to      .  nxb 


donc  i\exk  oe  sera  infinie  que  lorsque 

x = (2flr+l)no  =4(2q  +  l)nr»  , 

c'est-ä-dire ,  lorsque  x  est  infinie  eile  meine.  De  plus,  k  e'tant 
egal  ä  zero  pour  n  intini,  la  fonction  f*,*  se  r^duira  ä  sinar,  pourvu- 
que  Pi,k  ne  soit  infinie.  Cette  reduction  sera  par  suite  appliquable 
a  la  for'mule  (7),  puisque  la  valeur  de  k  est  finie  par  hypo- 

these,  et  PXa  .  ne  sera  infinie  que  pour  x  infinie.     Si  donc  on 

* 

ß 

Slippose  la  valeur  de  x  finie,  et  qu'on  substitue  ä  ^  et  Qk  les  va- 
leur« trouvees,  il  viendra 

.  7tX 

sin 


(  8m2"tV 


TtX 

n  _  8i"2-r      HF  SinPj 

^  .    XX  .       .  . 


La  valeur  de  J'  independante  de  x  se  r^duira  evidemment  ä  1 ; 
et,  comme  le  nombre  m  doit  6tre  comparable  an,  il  sera  infmi 
avec  n;  de  sorte  qu'on  pourra  substituer  a  la  precedente 


2t       sina:  P^* 

71  1  — 


sin/^/ 


(8)    ftr  =  >  t  ü   . 


Cin^)  (sinty+l^  ) 


Od  trouvera  pareillement 
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siiur  * 


cosa  P^f* 

V«r  =   .  ii  * 


i-=*   — N 


C») 


Ajoutons,  qu'on  a 

(sine)»—  (sin/3)« = sin(ct  -f  ß)  sin(« —  ß)  t 
(cos«)*  —  (sio/J)*=  cos(a+/J)  cos(<r-  ß) , 

et  observotis,  que  les  rapports 


sinpr  —  2;>p)  sin(y— 2p + lg)  cosfer— 2pp)  sin(y— 2p  +  ]g) 
shity— 2/>p)  *  6in(ar-Tp+i7)  '    cos(y-2y^) '  8in(:r— 2p+fp  ) 

se  reduisent  a  1  pour  p  infini,  puisqae  0  est  iniaginaire:  donc  od 
deduira  des  formules  (8)  et  (9) 


^ar  P— »  g.|n^^_  2pQ)   sin  g*  (*-2/»+le) 


\q      p=x    C0Sh~(^— 2pp)   sins-(y— 2/H-lo) 

(10)        <5£=  n   _ -T   — =1 


7t  -x   . 


tf*  cos^*— 2/>+Jp)  sin^  (y-2p+lp) 


ou,  en  vertu  des  formules  (5)  et  (6) 


■ 
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(11) 


l^v  *  ~f>=-o>  f=-ooy-2/H-lT— 2$rn         2/>T-2?+le  ' 


On.  pourrait  demander,  ce  que  deviennent  les  äquations  (12), 
(.  IL  dans  la  supposition  de  n  iofini.   On  troitverait  les  con- 

stantes   -  oa  5-,   b  et  c  exprimees  en  produits  composes  d'un 

Dombre  infioi  de  facteurs.    Mais,  pour  dviter  le  passage  du  fini 
sera  ä  preTerer  de  dlduire  ces  expressions  des  for- 
roules  (8)  et  (9).   On  y  parviendra  en  observant,  qu  00  a 

ce  qoi  donnera,  en  posant  pour  abreger  pi=  , 

X  i_ 

JL  =  L_  'S*   («ip2pf0i_ 

(sinf*)»  (shtfp+lft)* 
1 

1— 


*      *         (cos2p-f  1  fQ« 

0=  i/p   -  j-      -  f 

l~(sinfy+V)* 
_.___V!cosf»/ 'jj  Vcos-, 


(12) 


t^T-  ^cos,i/  pUV  «n2w  /  Vcos2p+l#i/ 
)  bJn, 

\  Vcos  '4»+lp/ 

cos2^Pg°/  cos2pfi  VAgf2^2jt\ 
(cosfi)3  P=iVcos2p+lf*/  \cos2^Z_T|*/ 


(cosj 
Theil  XVII. 


.  Digitized 


in 

Reinarquons  que,  p  &ant  imaginaire  et  egale  ä  in,  p 
pareillement,  et  on  aura 

et  par  suite 


sinpfi=  ,  COSpfi- 

Si  donc  oh  |>ose 

Ol* 

(14)  - 

on  aura 


ou 


•  1 

(15)         Vitw  =  ^  W),  008^=^1  ; 


et  les  Iqtiations  (12)  se 

^  (i+ö»P=ä  Vi+t^+v  vi+^-v* 

Puis,  en  observant  que,  £  <*tant  uoe  quantiU  positive  et  infeneure 
ä  I,  Jp  convergera  vers  ze>o,  a  mesure  que  p  augmente,  on  con- 
clura  qu'on  pourra  ecrire  les  precödentes  sous  la  forme 


®c-""  1  +  f 'l  +  r8  l+e»"  ' 


d'oü 
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y«yc«_i-c  i-p  l-s» 

,W«H— I-Cl-C*"!-^ 


•  • .  •  » 


(H>) 


1-C  W3 


6i  = 


Tk'1+£81+S8  ' 


te*  quaotites  positives  ä  exposant  fractionnaire  representeut 
sederaent  les  valeurs  positives  qa'elles  admettent.  Ajoutons 
^ue?  cum mo  on  a  evidemment 

7/,,(l^Jrfi)(l+C«P+i)(l-^+«)(il^f2) 

* 


im« 


f  et  eosuite 


- 

(1-C)(]-£8)(1~£8)  —p.  (~-... . 

des  equations  (16) 

(26)Jc-iC*  =  (l-t)8  (W8)8  (1-P)»...f 


(17) 


r(26)i  <^fr'<  =  (1-0  (W8)  (W8) ~, 

P^yc-A =(i-ffKi-^)(i-« .... , 

!ii(//c)-^=(l  +£)(l+£8)(l+£5)  

i2-Tb-W-!f =(l  +£»)(! +£«)(!+£«)  


Les  produits  composls  d  un  nombre  infrai  de  facteurs  seront  donc 
retiuits  ä  des  expressiotfs  finies. 

Od  eTiminera  de  minie  la  quantite  imaginaire  q  des  formules 
($)  et  (9).   Observons  pour  cela,  qa'on  a  göneralement 


\co»ß/      2(cosp)*'  r 
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et  par  suitc,  eu  egard  aux  eqnation»  (13)  et  (14), 

♦ 

On  transformera  dooc  la  fomiuJe  (8)  en 

1 

piiis,  en  observant,  que  £P  s'evanouit  pour  p  infini,  et  ayant  egard 
■         ,    .     ()6),  on  pourra  substituer  a  la  precedeote 


Pareillement  on  tirera  des  forraules  (9) 

(19) 

O        -nV^V  l+2g*COs2g  +  C«     1+2£W*T  +  C» 

I»       i.l+gCcoafcr+C»  1  +  2g»cos2:r  +  C6 
^x-0  1-2  fcosfcr  -f?  *  1  -  2£»  cosfcr  -f  C6  ' 

II  suit  de  ces  formules,  que  les  trois  fonctioos  circulaires  du 
second  ordre  peuvent  etre  exprimees  par  deux  autres  fonctions 
En  effet,  si  Ton  pose 

iZ,=sinj-(l— 2!?cos2x+p)  (1— 2£*cos2*  +  {«)  , 

lö,  =  (l— %cos2ar  +  C*)(l-2?aco82x  +  ?«)  , 


<m  aura 


M.  Jacobi  a  decouvert  plusieurs  propriettfs  de  ces  deux  trans- 
cendantes,  ou  plutöt  de  deux  autres,  qui  sont  proportionnelles  ä 
celles-ci.  Tout  cela  etant  assez  connu  par  les  Traitäs  sur  les 
fonctions  clliptiques,  je  termineraice  Memoire,  en  roontraot  seulement 
coniment  on  pourra  convertir  les  fonctions  Zs  et  Bs  dans  une  soi 
de1  termcs  proportionncls  aux  sinus  ou  cosinus  de  x  ou  des 
tiplcs  de  x%  parceque  nous  en  profiterons  dans  la  suite. 
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En  faisant 

(22)  a> 

o«  aura 

l  Ii 

l-2J*Cos2*  +  t*=(l-J*a>*) 
« <pa  changera  les  equations  (20)  en 

z*=E(i-^Ä>lT(I""pF<^)(1"j¥i) 


Jfe  plus,  en  posant 

9„=J7P(l-?Pa>*), 
les  eqnatioos  precedentes  se  reduiront  a 

i 

si  I  on  fait  encore 

F«, = qPo»  , 

(0 

oo  aura 

(23)  Z,=~-F„,  e,=  Fc^, 

Und»  que  la  fonction  F»,  a  cause  de 

<pu =  (l~c»*)qpc<»> 

«iisfera  a  la  condition 

(24)  F«  +  o>«Fc*=0. 


la  fonction  tftant  developpable  en  seric  suivant  les 
puissances  entieres  et  positives  d>  ©*,  F*  sera  developpable'  en 
ririe  suivant  les  puissances  entieres  positives  et  negatives  de  to*: 
dooc  on  pourra  poser 

Fa,=Pi*  (-l)#»cpfij«P, 


etant  indäpendant  de  w;  et,  en  vertu  de  l'eqnation  (24),  00 
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crp  =  ßoJP(P-l). 

Od  aura  donc 


et,  en  vertu  des  equations  (23), 

0x  =  ao       _(— l)f»£l»  w2/'; 

ou 


f=» #    ,      a 1  I 
ou  bien,  suivant  l'equation  (22), 


0,=«o{l+22D(-l)P^9i.((Oap+^)j 


p=OD  


C25) 


et  les  equations  (21)  se  rdduiront  a 


e^^ll-fS1?  (-l)PfP*cos2^}; 


p       g  p  siH^r— £a-2sid3j  4-  {*-38in5g—  

ci  l-2j*  W2x+2^os4*-2j*»cos&r  +.... ' 

,or^  J  O     —  af6Ytt        cosg+{*  »co<&g+E«  »cosSa?  +  ...  

W  ^  -^/* t-2f^cos2a:+2rB«cos4ar-2J*»cos6a:+ 

^  H-2^W2x-f2^os4j:-f2^»coafe+  .... 

H*±x  —  *'  1— 2£i*cos2x+2P  ^os4*— ^cosfo  +  .... ' 

Pout  la  theorie  des  transcendantes  Z,  et  ©x  H  fallalt  encore 
determiner  la  coustatite  o„.  On  y  parvieodra  en  observant,  quc 
de  la  premiere  des  foriuules  (20)  on  tire 

^  =  (!-{*)«( l_i4)«(l_W2  .... 


£  etant  egal  a  zero.  La  prcnüerc  des  forraules  (25)  donnera  pa1 
suite 
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(i-f4)*  (i  -  mi-P)1...."«,  i  i-atw+«"-7iM + ....  i, 

Hjuatioo  propre  ä  d&erminer  «„.  D'ailleurs  on  pourra  represen- 
ter  la  serie  contenue  dans  le  second  membre  sous  une  forme 
finie,  Ed  effet,  ayaot  demontre*  qu  on  aura  pour  un  raodule  de  i 
inferieur  ä  I 

(I  -**)»(l--X*)S(l-.2«)»....  =  l-32*'«+52*-»-72».«  +  , 

il  dto  soivra,  qae  cette  equatton  subsistera  aussi ,  lorsqu'on  rem- 
pb»  :  par  £    On  aura  par  suite 

 l_      1  l_ 

a°—  1_ £**  i_  £4* 

oo,  en  vertu  des  <$quations  (17), 

■ 

«.  =  (")'(2«e)-»^. 

Ajoutons  que,  comme  on  deduit  des  forinulcs  (26)  par  la  suppo 
sitioo  de  x=0 

1 — 2t«  +       -  2J*S  +  

l-sp^+ae"— 2c*» +  

=*(i)Vu+c|-B+cM+cM+-i. 

i  —  2C11  +  2^*-*  ~  2^»3  +  

= 6*  ( 1  +  2£JI  +  2£*-»  +  2£8-*  +  } , 

«t  qoe  nous  arons  trouve* 

» 

(38)  l-3^H6^,--7^  +  ....==^J(2oc)^, 

de  plus 

®)  1K»H5»'HCJ'H  =  gyiC-l, 

i + 2^i + + «*» +  = 

Remarquons  enfiri.  qu'en  substituant  A  £  sa  valeur  eT  les 
«juations  (20)  se  reduiront  ä 
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Zz—äax  H  (1 — 2«      cos2x+f  ), 
0x=/T,(J—  1e      T  cos2.t+«  ); 


i        -  cos2p  nQ  —  cos2j: 


^  8inf«,=,co.2pf-co82y 

^      Ä   cos2p+l     —  cos  2* 

|^  =  i7p-  —  

y         cos2p+ 1  58  —  cos2iy 


ou 


(30) 


770  Jf  O 

,^  .  sin(x+^]^)sin(^-2?+i^) 
v  °y         sin  (y  +  2^|^sm(y-2jT+I  |f ) 

De  ineme,  en  substituant  en  outre  ä  ©  sa  vaiear  e**,  les  equa 
tions  (23)  et  (24)  deviendroot 

z* = ^  2i *>* •      01 = F  c(s+$ , ' 

d  oü  i'oo  deduit  les  relations 


e  * 


auxquelles  on  pourra  joindre 
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Vene  Methode  zur  Berechnung  der 

Conietenbaluien. 


11  est  hon  que  lea  mlthodes  se  ranltiplicnt,  que 
chaque  calculateur  ait  la  sicnne,  qn'il  aflcctionne 
et  avec  laqnelle  il  se  familiarise ;  les  calcula 
lui  paraitront  inoins  fastidieux,  les  orbitcs  de« 
cometea  qu'on  decouvrira  seront  calcole'es  de 
plusieurs  roanieres,  les  rösultats  en  seront 
d'antant  plus  süra. 

(Delambre:  Astronomie  thäorique 
et  pratique.  T.  III.  p  ?87.). 

■ 

Von  fa/  4*2*^Ub~  » 

dem  Herausgeber.    ^Jy»^**.  ^  c^fh^f- 

Einleitung.  ^'cJ^t  ,^J?^</.\ 

Eine  völlig  directe  Methode  zur  Berechnung  der  Cometeii- 
bibnen*)  giebt  es  bekanntlich  leider  nicht.    Alle  bekannten  Me- 

*)  Wenn  man  in  der  Astronomie  Ton  der  Berechnung  der  Coroeten- 
en  spricht,  so  meint  man  damit  eigentlich  immer  überhaupt  die 
mroung  der  Bahn  eine«  nach  den  Kepler'schen  Geaetzen  sich  bewe- 
nden Weltkörpers  aus  einigen  wenigen,  nicht  zu  weit  entfernt  von  ein- 
ander liegenden  Beobachtungen.  Es  kann  daher  unter  diesem  Ausdruck 
tbta  «n  gut  auch  die  Bestimmung  einer  Planetenbahn  aus  einigen  we- 
ni^ea,  nicht  zu  weit  von  einander  entfernt  liegenden  Beobachtungen  ver- 
banden werden,  wobei  man  dann  aber  natürlich  die  Bahn  selbst  als  eine 
Ellipse  betrachten  muss.    Denn  dass  man  bei  der  Berechnung  der  Come- 

Tbeil  XVII.  9 
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thoden  beruhen  auf  näherungsweisen  Voraussetzungen  oder  gehen 
von  näherungsweisen  Annahmen  aus.  Seihst  die  schone  Methode 
von  Olb ers  mit  der  ihr  durch  Gauss  zu  Theil  gewordenen  mehr- 
fachen Verbesserungen ,  von  der  gegenwärtig  in  der  praktischen 
Astronomie  mit  vollem  Hechte  allgemein  Gebrauch  gemacht  wird, 
ist  nur  eine  Näherungsmethode,  und  auch  als  solche  nicht  einmal 
direct ,  weil  man  hei  ihr  von  einer  willkfihrlichen  Annahme  aus- 
gehen iiiijss,  und  nur  durch  Probiren  und  successive  Annäherun- 
gen zu  dem  gesuchten  Resultate  gelangt.  Olb  ers  geht  nämlich 
bei  seiner  Methode,  die  bekanntlich  drei  Beobachtungen  des  Co- 
meten  zum  Grunde  legt,  eigentlich  »von  einem  genäherten  Werthe 
der  Summe  der  beiden  Entfernungen  des  Cometen  von  der  Sonne 
in  der  ersten  und  dritten  Beobachtung  aus,  und  sagt,  um  einen 
solchen  ersten  Näherungswerth  zu  finden :  wenn  die  scheinbare 
Entfernung  eines  Cometen  von  der  Sonne  30°  sei,  so  erhelle 
leicht,  dass  seine  lineare  Entfernung  von  der  Sonne  mindestens 
1 

ij  sei*);  sei  also  die  scheinbare  Entfernung  des  Cometen  %-on  der 

Sonne  nur  30°,  so  könne  die  in  Rede  stehende  Summe  der  Ent- 
fernungen des  Cometen  von  der  Sonne  in  der  ersten  und  dritten 
Beobachtung  nicht  kleiner  als  1  sein;  auf  der  anderen  Seite  habe 
die  Erfahrung  gelehrt,  dass  die  uns  sichtbaren  Cometen,  sehr 
wenige  Ausnahmen  abgerechnet,  innerhalb  der  Mars  bahn,  deren 
grosse  Ualbaxe  1%  ist,  seien,  so  dass  also  die  Summe  der  Ent- 
fernungen des  Cometen  von  der  Sonne  in  der  ersten  und  dritten 
Beobachtung  fast  immer  kleiner  als  3  sein  werde,  wodurch  man 
daher  die  neiden  Gränzen  1  und  3  für  die  in  Rede  stehende 
Summe  der  Entfernungen  des  Cometen  von  der  Sonne  in  der 
ersten  und  dritten  Beobachtung  erhalte,  von  denen  man  dann  zu 
weiteren  Näherungen  übergehen  könne.  Man  siebt  also,  dass 
Olbers,    um,  eine  solche  erste  Näherung  zu  finden,    selbst  zu 

•-»  —  i 

tenbahn  dieselbe  als  eine  Parabel  zu  betrachten  pflegt,  ist  nnr  eine  nä- 
herungsweise Voraussetzung ,  deren  erste  glückliche  Idee  bekanntlich 
ff  cm  Geistlichen  Dürfcl  zu  Plauen  im  Voigtlimde  gebührt,  der  die- 
selbe zuerst  in  der  eben  deshalb  historisch  merkwürdig-  gewordenen 
Schrift:  Astronomische  Betrachtungen  des  grossen  Come- 
ten, welcher  1680  und  1681  erschienen,  dessen  zu  Plauen 
angestellte  Observatlones,  von  M.  G.  S.  D.  1681.  ausgesprochen 
hat.  Wenn  daher  in  der  vorliegenden  Abhandlung  zwar  bloss  von  der 
Cometen  bahn  gesprochen  wird,  so  soll  darunter  doch  auch  die  Planeten- 
bahn verstanden  werden,  insofern  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Bahn  m* 
einigen  wenigen,  nicht  zu  weit  von  einander  entfernt  liegenden  Beobach- 
tungen handelt.  Dass  die  näherungs weise  Voraussetzung  der  paraboli- 
schen Bahn  bin**  der  eigentlichen  Cometenbnhn  angehört  und  entspricht 
brauche  ich  hier  wohl  kaum  noch  einmal  besonders  zu  bemerken  und 
hervorzuheben. 

*)  Nämlich,  wie  sogleich  ans  einer  ganz  einfachen  geometrischen 
Betrachtung  hervorgeht,  mindestens  der  Sinus  von  30",  die  Entfernung 
der  Ki  de  von  der  Sonne  als  Einheit,  oder  als  Halbmesser,  angenommen, 

1  1 
also  mindesten«  —  ,  da  sin  30°  =  --  ist. 
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Erfahrungen  seine  Zuflucht  zu  nehmen  gezwungen  ist,  was  frei« 
lieh  hei  einem  geometrischen  Probleme,  wie  es  doch  das'Cometen- 
problem  seiner  ganzeu  Natur  nach  durchaus  eigentlich  «ist,  eini- 
gerroassen  aufTailen  muss  und  von  einiger  Misslichkcit  sich  nicht 
wohl  frei  sprechen  lässt,  wobei  ich  mich  aber  ausdrucklich  gegen 
den  Vorwurf  verwahre,  als  wollte  ich  durch  diese  und  einige  noch 
folgende  Bemerkungen  den  wohl  erworbenen  grossen  praktischen 
Vierth  der  schönen  Methode  von  O  Ibers  im' Geringsten  schmä- 
lern, den  vielmehr  Niemand  mehr  als  ich  anzuerkennen  bereit 
sein  kam.. 

Uni  aber,  ohne  zu  solchen  eigentlich  nur  auf  dem  Wege  der 
Erfahrung  gewonnenen  Annäherungen  seine  Zuflucht  nehmen  zu 
müssen,  au?  streng  wissenschaftlichem  Wege  einen  vorläuGgen 
Schritt  zu  der  Auflösung  des  grossen  Problems  thun  zu  können, 
hat  man  —  und  zwar  nach  meiner  Meinung  ganz  im  Geiste  <1«t 
strengen  Geometrie  —  schon  früh  der  Recnnung  gewisse  bloss 
in**  Gebiet  der  geraden  Linie  und  der  Ebene  gehörende. geome- 
trische Aufgaben  zum  Grunde  gelegt,  welche  als  näherungsweise 
richtige  Ausdrucke  oder  Darstellungen  des  eigentlichen  Cometen- 
problcmg  angesehen  werden  können,  und  einer  völlig  directen 
und  strengen  Auflösung  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Ana- 
lysis  und  analytischen  Geometrie  fähig  sind,  was  sich,  wie  schon 
erwähnt,  von  dem  eigentlichen  Cometen  problem  nicht  sagen  lässt. 

Newton  hat  in  der  Arithmetica  universalis.  Probl. 
geometr.  56.  zu  diesem  Zwecke  die  folgende  Aufgabe  vorge- 
schlagen, die  ich  hier  im  Sinne  der  neueren  analytischen  Geo- 
metrie ausdrucken  werde: 

Wenn  die  Gleichungen  von  vier  in  einer  Ebene 
liegenden  geraden  Linien  in  Bezug  auf  ein  beliebiges 
(rechtwinkliges)  Coordinatensystem  gegeben  sind: 
die  Gleichung  einer  fünften  geraden  Linie  zu  finden, 
auf  welcher  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  drei 
Stucke  abschneiden,  die  in  gegebenen  Verhältnissen 
zu  ei  »ander  stehen. 

Die  Beziehung  dieser  Aufgabe'  zu  dem  Cometenproblem  ist 
leicht  zu  übersehen.  Man  legt  vier  Beobachtungen  zum  Grunde, 
die  nur  durch  geringe  Zwischenzeiten  von  einander  getrennt  sind,  . 
und  betrachtet  das  entsprechende  Stück  der  Cometeubahn,  so 
wie  demzufolge  auch  dessen  Projectiou  auf  der  Ebene  der  Erd- 
bahn, als  eine  gerade  Linie.  Die  Projectionen  der  vier  von  der 
Erde  nach  dem  Cometen  in  den  Momenten  der  vier  Beobachtun- 
gen gezogenen  Gesichtslinien  auf  der  Ebene  der  Erdbahn  sind 
durch  die  vier  Beobachtungen  des  Cometen  gegeben,  und  diese 
vier  Projectionen  werden  nach  dem  Gesetze  der  Flächen  und  eini- 
gen ganz  bekannten  geometrischen  Sätzen  von  der  Projectiou  der 
Cometenbahn  offenbar  so  geschnitten ,  dass  sich  die  zwischen  den 
vier  Durchschnittspunkten  liegenden  drei  Abschnitte  der  Projektion 
der  Cometenbahn  wie  die  Zwischenzeiten  zwischen  den  vier  Be- 
obachtungen verhalten,  was  unmittelbar  zu  der  obigen  Aufgabe 

lr* 
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führt;  und  wenn  man  die  Projection  der  Cometenbahn  auf  der 
Ebene  der  Erdbahn  kennt,  ist  natürlich  auch  die  Cometenbahn 
selbst  leicht  zu  bestimmen. 

Die  einfachste  synthetische  Auflösung  der  obigen  Aufgabe  Ist 
von  dem  berühmten  Baumeister  SirChristopber  Wren  gege- 
ben worden,  und  findet  sich  z.  B.  in  der  Astronomie  von  Da- 
vid Gregory.  Lib.  V.  Prop.  12. 

Eine  andere  geometrische  Aufgabe  ist  von  Bouguer  in  Vor- 
schlag  gebracht  worden.    Diese  Aufgabe  ist  folgende: 

Wenn  die  Gleichungen  dreier  gerader  Linien  im 
Räume  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  (rechtwinkliges) 
Coordinatensystem  gegeben  sind:  die  Gleichungen 
einer  vierten'geraden  Linie  zu  finden,  auf  welcher  die 
drei  gegebenen  geraden  Linien  zwei  Stücke  abschnei- 
den, die  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  zu  einander 
stehen. 

Nach  dem,  was  schon  über  die  vorige  Aufgabe  bemerkt  wor- 
den ist,  unterliegt  die  Beziehung  dieser  neuen  Aufgabe  zu  dem 
Cometenproblera  keinem  Zweifel ,  und  bedarf  keiner  weiteren  Er- 
läuterung. Bouguer  hat  die  obige  Aufgabe  zuerst  in  der  Ab- 
handlung: De  la  Determination  de  l'orbite  des  coro  et  es. 
Memoires  de  l'Academie  des  sciences  de  Paris.  1733. 
i>.  331.  angegeben  und  aufgelöst,  und  er  scheint  auf  dieselbe  in 
Bezug  auf  ihren  Gehrauch  bei  der  näheruogswcisen  Bestimmung 
der  Cometeubahuen  einen  grossen  Werth  gelegt  zu  haben.  Auch 
Henne rt  fallt  über  dieselbe  ein  sehr  günstiges,  jedenfalls  zu 
günstiges,  Urtheil,  wenn  er  in  den  dissertations  sur  la 
Theorie  desCometes,  qui  ont  concouru  au  prix  propose 
par  l'Academie  royale  des  sciences  et  belies  lettres  de 
Wusse.  A  Utrecht.  1780.  p.  113.  von  ihr  sagt:  „J'avoue  que 
cette  merhode  est  une  des  plus  simples  et  des  plus  elegantes. 
Le  celebre  Bouguer  renferme  la  distance  racourcie  de  la  cometc 
dans  une  seule  formule  qui  n'est  pas  trop  compliquee  pour  ces 
sortes  de  recherches.  II  est  vrai  que  sa  methode  est  encore  fon- 
dee  sur  la  supposition  du  mouvement  uniforme  et  rectiligne  dans 
Tespace  de  peu  de  jours.  Mais  nialgre  ce  defaut  commun  ä  tou- 
tes  ces  methodes  connues  jusqu'ici ,  eile  l'emporteroit  sur  toutes 
les  autres,  si  I  on  savoit  a  vue  d'oeil  determiner  la  position  de 
l'orbite  rectiligne  de  la  comete  reduite  a  rEcliptique*)."  Nach 
ihrem  wahren  Werthe  für  das  Cometenprohlem  ist  aber  die  Bou- 
guer'sche  Aufgabe,  so  wie  die  obige  Newton'sche,  gewürdigt  wor- 


*)  Die  letztere  Acuaserung  Hennerl'n  verstehe  ich  nicht  ganz; 
jedenfalls  kann  dieselbe  «ich  nur  auf  die  von  Kon  gurr  gegebene  Auf- 
lösung der  Aufgabe,  nicht  auf  diese  letztere  selbst,  bezieheo,  denn  eine 
mit  gehöriger  Strenge  und  Bestimmtheit  durchgeführte  Auflösung  der- 
selben kann  einen  solchen  Zweifel,  wie  llennert  zu  meinen  scheint, 
nicht  übrig  lassen. 
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den  von  O Ibers  in  der  bekannten  klassischen  Schrift:  Abhand- 
lung Aber  die  leichteste  und  bequemste  Methode  die 
Bahn  eines  Cometen  zu  berechnen.  Weimar.  1797. 
(Neue,  vielfach  vermehrte  Ausgabe  von  Encke.  Wei- 
mar. 1847.),  wonach  mir  hier  nichts  mehr  zur  Würdigung  der 
obigen  Aufgabe  zu  sagen  übrig  bleibt. 

Man  kann  endlich  auch  das  Cometeiiproblem  noch  auf  die 
folgende  Aufgabe  zurückfuhren: 

Die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  zu  linden, 
welche  vier  gerade  Linien  im  Räume,  deren  Glei- 
chungen gegeben  sind/  schneidet. 

Andere  geometrische  Aufgaben  als  die  vorhergehenden  drei, 
welche  mau  bisher  benutzt  hatte,  um  eine  erste  naherungsweise 
Bestimmung  der  Cometenbahn  darauf  zu  gründen,  sind  nur  nicht 
bekannt,  wenn  man  nicht  etwa  noch  die  Methode  von  Bosco- 
vi ch  anführen  will,  die  mir  aber  wenigstens  in  geometrischer 
Beziehung  nicht  so  viel  Charakteristisches  zu  haben  scheint,  dass 
ich  mich  zu  einer  weiteren  Besprechung  derselben  an  diesem 
Orte  verpflichtet  halten  müsstc.  Eine  analytische  Auflösung  der 
dritten  Aufgabe  habe  ich  im  Archiv.  TM.  !.  Nr.  XXI.  S.  136. 
gegeben,  und  eine  andere  Auflosung  ward  später  im  Cambridge 
niathe matical  Journal  mitgetheilt.  Für  die  erste  und  zweite 
der  drei  obigen  Aufgaben  werde  ich  in  einem  späteren  Aufsatze 
analytische  Auflosungen  geben,  da  ich  der  vorliegenden  Abhand- 
lung nicht  gern  einen  zu  grossen  Raum  gönnen  möchte.  Es  wird 
sieh  dann  zeigen,  dass  es  im  Allgemeinen  bei  der  ersten 
Aufgabe  vier,  bei  der  zweiten  zwei  derselben  genügende  gerade 
Linien  giebt;  die  dritte  Aufgabe  lässt  gleichfalls  im  Allgemeinen 
zwei  Auflösungen  zu. 

Ueber  die  Methode  von  Olb er s  will  ich  mir  noch  die  gele- 
gentliche Bemerkung  erlauben,  dass  sich  derselben  auch  eine 
streng  geometrische  Fassung  in  Gestalt  eines  geometrischen  Pro- 
bleins geben  lässt,  welches  auf  folgende  Art  ausgesprochen  wer- 
de! kann : 

Wenn  ein  Punkt  und  drei  gerade  Linien  im  Räume 
gegeben  sind,  aus  dem  gegebenen  Punkte  als  Brenn- 
punkt eine  Parabel  zu  beschreiben,   welche  die  drei 

fegebemen  geraden  Lioien  schneidet,  und  so  beschäl- 
enlst,  dass,  wenn  man  ihre  Durchschnittspunkte  mit 
der  ersten  und  zweiten,  nnd  mit  der  zweiten  und  drit* 
ten  geraden  Linie  durch  Sehnen  verbindet,  öle  Flä- 
chenräume der  beiden  von  diesen  Sehnen  und  den  de- 
ren Endpunkten  entsprechenden  Vectoren  der  Parabel 
eingeschlossenen  Dreiecke  in  einem  gegebenen  Ver- 
hältnisse zu  einander  stehen. 

Gewöhnlich  findet  man  bei  der  Methode  von  Olb  er  s  bemerkt, 
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dass  durch  drei  vollständige*)  Beobachtungen  eines  Cometeo 
dessen  Bahn  schon  mehr  als  bestimmt  sei.  Dies  ist  in  astrono- 
mischer Rücksicht,  um  mich  so  auszudrucken,  auch  völlig  rich- 
tig; in  Bezug  auf  das  obige  geometrische  Problem  reichen 
aber  drei  vollständige  Beobachtungen  gerade  hin ,  um  die  gesuchte 
Parabel  den  angegeuenen  Bedingungen  gemäss  bestimmen  zu  kön- 
nen. Weitere  Erörterungen  über  diesen  Gegenstand  liegen  jedocb 
jetzt  meinem  eigentlichen  Zwecke  in  dieser  Abhandlung  zu  fern, 
als  dass  ich  denselben  hier  einen  grösseren  Raum  su  widmen  ge- 
neigt sein  sollte.  Bemerken  will  ich  nur,  dass  es  bei  blossen 
nSlierungsweisen  Auflösungen  solcher  Aufgaben  wie  die  vorher 
zuletzt  erwähnte ,  wenigstens  mir  immer  etwas  peinlich  gewesen 
ist ,  dass  man  dadurch  nicht  alle  die  Auflösungen  kennen  lernt, 
welcher  die  Aufgabe  fähig  sein  kann ,  wenigstens  immer  in  ün- 

Sewissheit  bleibt,  ob  es  ausser  der  durch  Näherung  gefundenen 
.uflösung  nicht  vielleicht  noch  andere  giebt.  In  astronomischer 
Beziehung  hat  dies  nun  freilich  im  vorliegenden  Falle  nicht  viel 
zu  sagen ,  wie  Jeder  gern  zugeben  wird ,  wer  die  schöne  Methode 
von  O  Ibers  in  ihrem  innersteh  Wesen  vollständig  erkannt  hat; 
aber  in  Betreff  der  obigen  geometrischen  Aufgabe  möchte  ich 
wenigstens  gern  alle  Auflösungen,  welche  dieselbe  zulasst,  über- 
haupt eine  vollständige  völlig  strenge  Auflösung  derselben  kennen, 
und  ich  sape  daher  gern  wie  Kepler  in  einem  anderen  Falle, 
dass  derjenige,   wer  mir  eine  solche  Auflösung  dieser  Aufgabe 

giebt,  mir  „magnus  Apollonius"  sein  werde. 

i 

/ 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  will  ich  nun  eine  andere 
bloss  dem  Gebiete  der  geraden  Linie  und  der  Ebene  angehörende 
Aufgabe  auflösen ,  auf  welche  man  eine  erste  genäherte  Auflösung 
des  Cometenproblems  gründen  kann.  Ich  betrachte  vier  vollstän- 
dige Beobachtungen  als  gegeben,  durch  welche  die  Lage  der  io 
den  Momenten  der  vier  Beobachtungen  von  der  Erde  nach  dem 
Cometen  gezogenen  vier  Gesichtslinien  im  Räume  gegeben  wird, 
welches  Coordinatensystem  man  auch  zum  Grunde  legen  mag. 
Die  Sonne  ist  natürlich  immer  auch  als  ein  gegebener  Punkt  zu 
betrachten ,  weil  ja  bekanntlich  alle  durch  die  astronomischen 
Tafeln  oder  Ephemeriden  gegebenen,  hier  in  Betracht  kommenden 
Elemente  sien  auf  die  Sonne  als  einen  bekannten  Punkt  bezie- 
hen. Die  Ebene  der  Cometenbahn  geht  durch  die  Sonne  und 
schneidet  die  in  den  Momenten  deT  vier  Beobachtungen  von  der 
Erde  nach  dem  Cometen  gezogenen  vier  Gesichtslinien  in  vier 
Punkten.  Verbindet  man  qen  in  Rücksicht  auf  die  Zeitfolge,  in 
welcher  der.Comet  nach  und  nach  in  diese  Punkte  gelangt,  ersten 
Durchschnittspunkt  mit  dem  zweiten,  den  zweiten  mit  dem  drit- 
ten, den  dritten  mit  dem  vierten  durch  gerade  Linien,  so  erhält 
man  eine*  in  der  Ebene  der  Cometenbahn  liegende  gebrochene 


V)  Unter  einer  vollständigen  Beobachtung  eine«  Cometen  ver- 
steht ninn  Länge  nnd  Breite  desselben,  oder  wenigstens  so  viele  beob- 
achtete Elemente  desselben,  wie  crfonlcrlir.li  sind,  um  seine  Liuwro  nnd 
Breite  aus  denselben  ermitteln  7.11  können,  ftalürlirh  inuss  auch  die  Zeit 
der  Beobachtung  gegeben  sein. 
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Linie,  die  man  mit  desto  grosserer  Genauigkeit  uüherun$;sw eise 
ab*  die  Cometenbahn  selbst  ansehen  kann,   je  kleiner  die  Zwi- 
schenzeiten zwischen  den  vier  Beobachtungen  sind.    Zieht  man 
nun  von  der  Sonne  nach  den  vier  Ecken  dieses  gebrochenen  Zugs 
gerade  Linien  oder  die  sogenannten  Vectoren  des  Cometen,  so 
erhält  man  drei  Dreiecke,    deren  Flächen  räume  sich  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit  unter  einander  wie  die  entsprechenden  Sec- 
toren  der  Cometenbahn,    d.  h.,   nach  dem  Gesetze  der  Flachen, 
wie  die  gegebenen  Zwischenzeiten  zwischen  den  vier  Beobach- 
tungen verhalten  werden,  je  kleiner  diese  Zwischenzeiten  sind, 
md  man  wird  also  jetzt  sehen,   dass  sich  für  das  Cometenpro- 
Wem  näherungsweise,    und  zwar  desto  genauer,  je  kleiner  die 
Zwischenzeiten  zwischen  den  vier  Beobachtungen  sind,  die  fol- 
gende geometrische  Aufgabe  substituiren  lässt: 

Wenn  im  Räume  ein  Punkt*)  und  vier  gerade  Li-, 
oien**)  gegeben  sind,  die  Lage  einer  Ebene  zu  bestim- 
men, w  elche  durch  den  gegebenen  Punkt  geht  und  die 
vier  gegebenen  geraden  Linien  so  schneidet,  dass  die 
Flächenr  äume  der  drei  Dreiecke,  welche  man  erhält, 
wenn  man  die  vier  Durchschnittspunkte  der  gesuch- 
ten Ebene  mit  den  vier  gesehenen  Linien  durch  gerade 
Linien  verbindet***),  und  nach  diesen  vier  Durch 
*ch nittspunkten  von  dem  gegebenen  Punkte  gerade 
Linien  zieht,  sich  wie  drei  gegebene  Zahlen***)  zu  ein- 
ander verhalten. 

Man  betrachtet  bei  Anwendung  dieser  Aufgabe  einen  Theil 
der  Cometenbahn  näherungsweise  als  eine  gebrochene  Linie,  und 
schJiesst  sich  dadurch  gewissermasseu  einem  Verfahren  an,  wel- 
ches In  der  Geometrie  bei  der  Betrachtung  krummer  Linien  be- 
kanntlich auch  sonst  ganz  gewöhnlich  ist.  Ferner  ist  es  hierbei 
ganz  gleichgültig,  als  was  für  einen  Kegelschuitt  man  die  Come- 
tenbahn bei  der  auf  die  durch  obige  Aufgabe  gewonnene  erste 
Annäherung  gegründeten  ferneren  Annäherung  netrachten  will; 
man  kann  hei  der  ferneren  Annäherung  beliebig  eine  parabolische, 
oder  eine  elliptische,  oder  eine  hyperbolische  Bahn  zum  Grunde 
lesen.  Die  obige  Aufgabe  gestattet  eine,  wenn  auch  nicht  ge- 
rade sehr  leichte,  aber  doch  völlig  directe  Auflösung,-  und  führt 
auf  eine  quadratische  Gleichung,  lässt  also  im  Allgemeinen  nur 
iwei  Autlosungen  zu.  Dies  Letztere  würde  ich  aber  immer  noch 
für  einen  Fehler  der  Methode  halten,  weil  dann  immer  uoch  eine 


•)    Die  Sonne. 

++)  Die  in  den  Momenten  der  vier  Beobachtungen  von  der  Erde  nach, 
dem  Cometen  gezogenen  Gesichtslinien. 

•••)  Dies  mau  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  geschehen ,  und 
hier  zwar  in  der  Folge,  wie  in  Rücksicht  anf  die  Zeitfolge  der  Comet 
nach  uod  nach  in  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  gelangt. 

***•)  Wie  die  drei  Zwiichcnzciten  zwischen  den  vier  Beobachtungen, 
welche  durch  die  Beobachtungen  selbst  gegeben  werden. 
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Unterscheidung  zwischen*  den  beiden  möglichen  Auflösungen  erfor- 
derlich sein  wird,  die  zuweilen  nicht  ganz  leicht  sein  kann.  Wenn 
man  sich  jedoch  noch  eine  weitere  kleine  nur  näh  erungs  weise 
richtige  Voraussetzung  gestattet,  die  späterhin  näher  bezeichnet 
werden  wird,  so  fallt  die  eine  der  beiden  Auflösungen  Immer  von 
selbst  ganz  heraus,  indem  sich  dieselbe  sogleich  als  nicht  dem 
beobachteten  Cometcn  angehörend  erweiset,  so  dass  für  densel- 
ben dann  nur  noch  eine  im  Allgemeinen  völlig  bestimmte  Ebene, 
und  also  nicht  die  geringste  Zweideutigkeit  mehr  übrig  bleibt, 
was  ich,  im  Gegensatz  zu  dem  vorher  hervorgehobenen  Fehler, 
für  einen  Vorzug  der  im  Folgenden  entwickelten  Näherunger* 
methode  halte.  Hat  man  einmal  auf  diese  Weise  die  Zweideutig- 
keit gehoben,  so  ist  es  natürlich  immerauch  leicht,  zwischen  den  beiden 
Auflösungen,  welche  die  vorher  zuerst  erwähnte  Näherung  lieferte, 
sicher  zu  entscheiden.  Auch  lässt  sich  die  letztere  vorher  erwähnte  Nä- 
herung auf  den  Ausdruck  eines  an  sich  interessanten  geometrischen 
Problems  bringen,  bei  welchem,  wie  sich  später  zeigen  wird,  man  die 
Verhältnisse  der  drei  oben  näher  bezeichneten  Dreiecke  selbst 
eigentlich  gar  nicht  mehr  zu  kennen  braucht.  Und  sollte  auch 
selbst  die  obige  geometrische  Aulgabe  in  astronomischer  Bezie- 
hung einen  nicht  viel  grosseren  Werth  haben  als  die  schon  tVü- 
her  in  Vorschlag  gebrachten ,  oben  erwähnten  geometrischen  Pro- 
bleme, so  halte  ich  doch  die  geometrische  Aufgabe,  um  die  es 
sich  jetzt  hier  zunächst  handelt,  an  sich,  namentlich  in  geome- 
trischer Beziehung ,  für  interessant  genug ,  um  in  dieser  nicht  vor* 
zugsweise  oder  ausschliesslich  der  Astronomie  gewidmeten  Zeit- 
schrift eine  Stelle  zu  verdienen,  da  ich  insbesondere  mich  nicht 
erinnere,  dieselbe  schon  früher  aufgestellt,  viel  weniger  aufge- 
löst, irgendwo  gefunden  zu  haben.  Ich  habe  die  Auflösung  der- 
selben zu  verschiedenen  Zeiten  öfter  auf  verschiedene  Arten  ver- 
sucht, bis  ich  zuletzt  bei  der  mir  am  zweckmässigsten  scheinen- 
den Auflösung  stehen  geblieben  bin,  die  ich  im  Folgenden  ent- 
wickeln werde.   Auch  werde  ich  die  Anwendung  dieser  Aufgabe 

bei  der  Auflösung  des  Cometenproblems  zeigen  und  an  einem 
o  t    •  ..  erläutern. 


§.  1. 

Wir  wollen  uns  eine  beliebige  gerade  Linie  im  Räume  den- 
ken ,  deren  Gleichungen  in  Bezug  auf  ein  gewisses  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  der  xyi 


x — a     y — 6 


l — 'C 


cosa    ~  cosß  eosy 

sein  mögen.  Beschreiben  wir  nun  aus  dem  Anfange  der  Coordt- 
naten  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  r  eine  Flügelfläche  und 
bezeichnen  die  Koordinaten  der  Durchschnittspunkte  dieser  Kugel- 
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UAe  mit  der  durch  die  obigen  Gleichungen  charakterisirten  ge- 
raden Linie  im  Räume  der  Kürze  wegen  durch  x,  y,  z  selbst;  so 
haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  Coordinaten  die  drei  folgenden 
GUicbimgen : 

*Ä  +  ^*  +  sÄ  =  r1» 

x — — b     z —  c# 
cosa      cosß      cosy  ' 

•4er,  wie  man  diese  Gleichungen  auch  ausdrücken  kann: 
I  (x-a)  +  a  )*  +  { (y-fi)  +  b  ;*  +  { (z-c)  +  c  |*=r*, 


x~a 


 y — b  z — c 


coscc      cosß  cosy 

dem  letzteren  Systeme  zweier  Gleichungen  ergiebt  sich: 

cos/3  cosy 

y — o  =        (.r— a) ,  z — c=  1  (x—a); 

*  cosa N       7  cosa  ' 

durch  Substitution  in  die  erste  Gleichung: 

[a+(x~a)\* 
.  .  cos/J 

«folglich,  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Gleichung 

cosa2  -f-  cosß*  +  cosy*=a  1 , 
Uch  gehöriger  Entwickeln  im : 

«H6Hc*+2(acosa+6co8/3-|-ccosy)^:^+  =r* 
v  r  i        //  coga      ycosa  / 

•-'fr 


'x—a  \*  x  a 

~  J  +  2(«cosa  +  bcoaß  +  ccosy)  ^-=r*—  (a*+6*+0 . 


Wlt  man  dies«  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche  Weise 
^f»  und  setzt  der  Kürze  uejjeii 


A  =  acosa  -|-  bco&ß  |  ccosy, 
Ä*=r«2+6*+c2 — (acosa  |  6c660  f  ccosy)2 ; 
50  erhält  man: 
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Also  ist  nach  dem  Obigen  überhaupt: 

= x--c = -  a  ±^^=m , 

cosa      cosp  cosy 
oder,  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  aufeinander 

a:— a  =  —  (A  +  Vi*-3B*)  coao, 

5,  -  6=-(^T  V^^coa^, 

2 — c = — (  A  ±  W5^/**)  cosy ; 


oder 


x = <z  —  (  A  ^  STr^-B1)  cos« , 
y  =  6  ~  (  ^  T  V^S51)  cos/J , 
x  =  c— V~ r*-S«)  cosy . 


Grösse 


/f  *  =  a*  -f-  o2  +  c2 — (acos«  -f-  6cosß + ccosy)2 

kann  auch  auf  folgende  Art  ausgedruckt  werden: 

B*  —    o*si  no* -f ©Vi  n/32  +  c2siny* 

— 2a6cos«cosß— 26ccosj?cosy  — 2«acosycos« , 

also,  wegen  der  Gleichung 

cosa1  +  cos/S* + cosy* = 1 , 

auch  auf  folgende  Art: 

Ji%  =    a^cos^P+cosy2)  -f  ^(cosyHcosa2)  -f-  c^cos«2  +  cos/?*) 
— 2aocos«cos/5 — 2occos0cosy — 2cacosycosa , 

d.  i„  wie  hieraus  sogleich  erhellet,  auf  folgende  Art: 

/?*=  (acos/? — taosa)2 
-f  (6cosy—  ccosß)* 
+  (ccosa— acosy)2, 

woraus  zugleich  erhellet,  dass  B1  immer  eine  positive  Grösse 
und  daher  B  stets  reell  ist. 

Möglich  ist  unsere  Aufgabe  nur  dann,  wenn 
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'  » 


i  h.,  wie  leicht  erbellen  wird,  wenn  der  Halbmesser  der  zu  be- 
treibenden Kugelüäche  nicht  kleiner  als  die  Entfernung  des 
Anfangs  der  Coordinaten  von  der  gegebenen  geraden  Linie  im 
Eum  ist,  was  sich  auch  von  selbst  versteht. 


$.  2 

Wir  wollen  uns  nun  drei  gerade  Linien  im  Räume  denken, 
> rf d  Gleichungen  in  Bezug  auf  das  im  vorhergehenden  Para- 
phen angenommene  rechtwinklige  Coordinateosystem  der  xyz 

■ 

x  —  av_  y — Q|  2— C| 

COSttj  ~~  cosft     cosy! ' 


X — Qa  1 — Ct 

cosc2  ~"  cos/3a  ~"  cosy2 

*~«3  _  _  *— <fr 

cos  03     cos/?3  cosy3 


«■Bogen.  Denken  wir  uns  nun  aus  dem  Anfangspunkte  der 
'•■rdinatpn  .1!«  »TPHipinsnlinftlichen  Mittelpunkt  mit  den  Hathmes- 


ta  M>  (W)  schneiden;  so  haben  wir,  wenn 

Ax  =  ^cos«!  +  Mosft  +  cx  cosy, , 
/f2  =:  o2cosa.2  +  b2cosß2  -f  r;tco8ft , 
Az  =ff3cosof3  •+  63cos^3  -fr  c3cosy3 

nd 

B^=  OtH-AiHci'—fa  cose^+Ä,  cosfr +/'iCosyi)» 
=  (a,cosft  — Ojcosaj)* 
-K^cosyx  —  c1cosj?l)a 
+(CjCOSfti  —  rijcosyi)* , 

Bt*=  ffa2+62»f  c»*— (o2cos«4  I  ^cos^+cjcosy,)1 
=  (c^cosßj  —  ^COS««,)'2 
+  (62cosyÄ  —  r2  cos]32)- 
-fr  (ctcos«t — ««cosyt)2 , 
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gesetzt  wird,  nach  dem  Torhergebenden  Paragraphen  die  folgen 
den  Gleichungeo,  in  denen,  was  wohl  zu  beachten  ist,  eine  ße 
ziehung  zwischen  den  oberen  und  unteren  Zeichen  nicht  Statt 
findet: 

Xx—ax  _  yx  -6,  _  m-C|        j  .y-  «  fr« 
Cüsar       cosßL       cosyj  1         1        1  ' 


cosa.2       cosp2       cosya  z  » 

^—«3  _  y3~^3  __      —  C3  _        /    ,  8_  P  « 

cos«s      cosft       cosy8  *  3 

Um  in  der  Folge  nicht  verleitet  zu  werden,  auch  in  diesen 
Gleichungen,  wie  sonst  in  ähnlichen  Fällen  durchgängig  gew«  -.ho- 
lich  ist,  eine  Beziehung  zwischen  den  oberen  und  unteren  Zeichen 
Torauszusetzen,  wollen  wir  dieselben,  indem  ftj ,  fig,  p3  gewiss 
gerade  oder  ungerade  ganze  Zahlen  bezeichnen,  von  jetzt  an  lie- 
ber auf  folgende  Art  schreiben: 

cosoj       cosft,       cosy,  ,;   ^  r»     "»  ' 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

»  ■ 

tt3  =  ^3-(-l)^.Vr3»-if3* 

« 

gesetzt  wird,  auf  folgende  Art: 


COSC£         C08ßx  COiSy, 
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cosaa      cosjJa  cosya 

.7/3  —  ^3  ,  *3  C3 


cosoj       cos/33  cosy3 
Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sieb  für  die  Coordioaten 

^2»  ^»ya.^s 

bigenden  Ausdrücke: 

14  COS«!,  ( 

yi=6,—  t^cosft, 

y.2  =  fta— fljCOS/V, 
^  =  c2 — Mjcosyjj ; 

Sotten  nun  die  drei  Punkte 

(**y2-*)>  toya*») 

roit  d*m  Anfangspunkte  der  Coordinaten  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen ,  so  erfordert  dies  nach  den  Principien  der  analyti- 
Geometrie  bekanntlich  die  Erfüllung  der  folgenden  Bedio- 
^D»^|cichung: 

fctoeo  wir  aber,  was  offenbar  verstattet  ist, 

<*!=(),   ct— 0,   c8  — 0; 

*■»  nun 

(02Äa),  (tfaÄ3) 

Je  DarcbschnittHDiinkte  der  drei  gegebenen  geraden  Linien  im 
Räume  mit  der  Ebene  der  aey  sind*);  so  wira  die  obige  Bcdin- 
UQDgtglcichung  nach  leichter' Rechnung: 

')  Der  Fall,   dm*»  die  eine  oder  die  andere  dieser  drei  Linien  der 
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I 

I   Oj^osft  cosya — cos/^cosft  )\ 
j—  A3 (cosa,  cosy.2  —  cosßjcosy, ) j  Wl 

(  ö1(cos/5Äcosy3 — cosftcosy^M 
(—  6j  (coso^cos^  -cosff3cosy* )  J 

I   a4(cos03cosyi— cosfrcos^), 
( —  6t(cosa8cosyt  -  cosoj  cos/j)' 
,    (cosoj  cosfo  —  cosa3  cosßa)  cosy^ 
+  j+  (cosa3co8^t  —  cosc!  cos/?a)  cosyaj  tij  »2113  • 
'-Hcosajcosfti  —  coscr2cosft)cosy3' 

Nehmen  wir  nun  an,  das*  die  drei  Punkte 

in  der  durch  sie  und  den  Anfang  der  Coordinaten  gelegten  Ebene 
eine  solche  Lage  haben,  dass  man  sich,  wenn  mau  von  dem  An- 
fange der  Coordinaten  durch  den  Punkt  (x^^)  hindurch  zu 'dem 
Punkte  {*±y<in)>  una*  wenn  man  von  dem  Anlange  der  Coordina- 
ten  durch  Jen  Punkt  (x^y^z^)  hindurch  zu  dem  Punkte  (.rsy3:3) 
übergeht,  in  beiden  Fällen  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen 
muss;  so  sind,  wenu  die  Flächenräume  der  zwischen  den  Punkten 

und  zwischen  den  Puukten 

» 

(000),   tadM)»  (^ij) 

• 

liegenden  Dreiecke  respective  durch  \lf2  und  ^2.3  bezeichne: 
werden,  nach  den  Prtncipien  der  analytischen  Geometrie  die  FI5- 
chenraume  der  Projectionen  dieser  Dreiecke  auf  der  Ebene  der 
xy  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 
respective 


Ebene  der  Xp  parallel  wäre,  kann  wenigstens  bei  dein  Cometexi|>rol»lcw- 
da*  wir  hier  Torxugawei«**  im  Auge  halien ,  nicht  vorkommen,  ihm 
braucht  daher  hier  nicht  bcKontlcr«  betrachtet  zu  werden. 
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und  es  ist  also  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Projectio- 
oea  unter  der  gemachten  Voraussetzung  in  völliger  Allgemeinheit: 

Süllen  nun  die  drei  gesehenen  geraden  Linien  im  Räume  von  der 
durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gelegten  Ebene  in  den  Punkten 

» 

(*\yi*\)>  (*ity%**)>  fo&zs) 

«t geschnitten  werden,  dass  die  beiden  Dreiecke  Ai>a  und  Ana 
m  gewisses  in  Zahlen  gegebenes  Verhältnis*  *i,2:t2,3  zu  wnan- 
il«  bauen,  so  dass  nämlich 

AJj4  :  A*,3  =  *i*:Ta»3  «der -rJ-?  = 
ist,  »0  muss  nach  dem  Obigen 

Ron,  welches  die  Gleichung 

*i*  (*«ys—*33te)  ~  *a»a  (^i^i—^i ) = 0 , 
ti,  weil  nach  dem  Obigen 

♦ 

*i  =  "i -«icoscj,   ^=0,-11,600«,,       =  a3— ^coso^ ; 
y,  =  6,— «,  cosft  ,   y,  =  Ä,— «,cos/?2,    ^=631— Mjcosft 
Wt,  »ach  gehöriger  Entwickelung  die  Gleichung 

G=  ^,2(0,63— OgO«) — *sfa(a|69— > a%bt)  * 

-^„(OsCOSÄ— O.COSOi)»! 

+  { Tl*{a2QOSß%— OjCOSfifa)  +  *„3  (OiCOS/?,  -  6|COSff<)  »  !*, 

~~  ri  *  (a«cos#3  —  62cosa3)i/3 
—  ^(cosajcosßi  —  cosaacos^j )  1/,  % 

f  t^fcOSOÄCOSft  — COSOjCOsftjliallj 

gieat. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

^1,2(0^6^  aa6a)— t^^b^  —  a^), 
*S=-t*,3  (OfCOS/ft  — 6,cosa,), 

T|f4(a3cos|3a— o.coso»)  +  t2, ,(fll cos/Ja— 6lCos«!i), 

Ti.a(atcosft  — Ä^cosofj), 


- 
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££= — ttn  (cosaj  cos/9,  —  cosaaco8ß|) , 


5=     Ti,«(C0Saa  COS0a  — COSÄ.COS/^) 

und 

3i  =  ~  «s6«)  cosft , 
&,=(a,6|  —  «i63)cosya, 


a»(C0Sj3|C08y,  — COS/JaCOS/i) 


— 6,  (cosa,  cosy, — cosatcosyj) 5 
Ol  (cos  ß 4  c os y*  — cos/3  aeosya) 


— bx  (cosascosy3 — cosaacosy2) 

a^cosß^coByi — cosj?|Cosy3) 
— 6«(cosaiCosyx — cosa,co8y3) 


(Bi—   (cosaacosft, — cos« jcosßi) cosy, 

-f  (cosa3co8^!  —  C0SOIC08/5s)C0Sy9 

-f-  (cosaxcosj?,  —  cosctsCos^)  cosys ; 

so  haben  wir  zwischen  den  drei  Grössen  tr j ,  ti« ,  h%  die  zwei  fol- 
genden Gleichungeu: 


und  wenn  man  nun  den  vorstehenden  Ausdruck  von  wa  in  die 
zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  zwischen  tft,  «■» 
führt,  so  wird  dieselbe: 
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+  («21,-^)«!«! 
+  (5<Cl-2>ßl)«l3«3 

+  (S$i-2><Bi)*i«3«<s. 
Fihrt  man  aber  in  diese  Gleichung  für  die  Grössen 

3,  J5,  <£,  2D,  S'y 

»i,  €1,2)1,«,,  a.  cBi 

ihn  ans  dem  Obigen  bekannten  Ausdrucke  ein,    und  setzt  der 
Kurze  wegen: 

G=(*i  >2(<*ith — «362)— T2,8(a,6a—  o26!) }  cosy2 ; 

tft  =  cucos#i  — cosa. : 
isco6at  cosßt  —  cosa3  cosßj ; 

iirr^cos/Sjeosyj  —  cosj^cosy, )  —  b2(co8alcosyi—cosa.1co$yl) , 
K^zatfcosßtcosfi  —  cosfocosy*)— ^(cosaicos^— cosa3cos;2) ; 

so  erhält  man  nach  einer  zwar  weitläufigen ,  sonst  aber  durchaus  •  * 

keiner  besonderen  Schwierigkeit  unterliegenden  Rechnung  fär  die 
nbis©  Gleichung  zwischen  ult  v3  de«  folgenden  Aasdruck: 

« 

0=  FG  ' 

+  «;//,  -h*«0«i 

i.  den  Ausdruck: 
Jheil  xvil.  10 

♦ 
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0=      G(F+  +7«,«,) 

—  tj,sÄH,(F+  —  ün,  +  •/»]««) 

+  T,^if1,4s(F+tfilfl-ÄUs+Jll,ll,), 

also  <leu  Ausdruck: 

4 

was  die  beiden  Gleichungen 
und 

giebt,  die  wir  nun  in  den  zwei  folgenden  Paragraphen  einer 
naueren  Discussion  unterwerfen  wollen. 


$.3. 

Aus  der  Gleichung 

welche  wir  zuerst  betrachten  wollen,  folgt 

_F+Hxux 

also,  wenn  man  fiir  F,  H,  Hl9  J  ihre  aus  dem  vorberg« 
Paragraphen  bekannten  Werthe  einfuhrt: 

_         OiOa— flsQ!  -Koacosft— ^»costti)«!  

^     OiCOH/^s — ^cosaj—  (cosc^cob/^ — cosa3eos|S,)M1 


oder 


d.  i. 


folglich 


_  ttiCosgi)—^>(6,~t<icos/?1) 
u*  ~~  cos/?,(ai  —  «icos«!)— cosas(Oj — UiCosft)  * 


s      s    «3     «a      ^cosft — yiCosa3  ' 
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Also  ist 

woraus  sieb  ergiebt,    dass  die  Projection   des   zwischen  deu 

(000),   (ZiftZt),  (x^xa) 

liegenden  Dreiecks  auf  der  Ebene  der  xy  verschwindet,  und  dass 
also,  wenn  die  Gleichung 

F+  UxUt  -  ffo,  +  Jum  =0 

erfüllt  ist,  die  Ebene,  welche  die  drei  gegebenen  geraden  Linien 
im  Räume  unter  den  aus  dem  Vorhergehenden  bekannten  Bedin- 
gungen schneidet,  im  Allgemeinen  auf  der  Ebene  der  xy  senk- 
recht stehen  inuss.  Dass  aber  die  Behandlung  dieses  speciellen 
Falls  nicht  nnter  der  obigen  allgemeinen  Betrachtung  enthalten 
sein  kann,  und  daher  dieser  specielle  Fall  gewissermassen  als 
«in  Ausnahmefall  zu  betrachten  ist,  fallt  leicht  in  die  Augen,  wenn 
man  nur  überlegt,  dass  wir  bei  unseren  obigen  allgemeinen  Be- 
trachtungen das  Verhältniss  der  Dreiecke  Ai*s>  Ai»3  dem  Ver- 
hältnisse ihrer  Projectionen  auf  der  Ebene  der  xy  gleich  gesetzt 
haben,  welches  Verhältniss  aber  in  dem  Falle,  wenn  die  durch 
den  Anfang  der  Coordinaten  gelegte  Ebene,  von  der  die  drei  ge- 
gebenen geraden  Linien  im  Räume  auf  die  angegebene  Weise 
geschnitten  werden,  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  steht,  weil 
in  diesem  Falle  die  Projectionen  der  Dreiecke  Ai*»  As*  ver- 
schwinden,  ein  ganz  unbestimmtes  ist.  Es  stellt  sich  also  von 
selbst  die  Notwendigkeit  heraus,  den  Fall,  wenn  die  drei  gege- 
benen geraden  Linien  im  Räume  von  einer  durch  den  Anfang  der 
Coordinaten  gelegten,  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  stehenden 
Ebene  so  geschnitten  werden  sollen,  dass 

As»  8  r2»3 

fit,  einer  besonderen  Betrachtung  zu  unterwerfen ,  was  wir  daher 
jetzt  zunächst  tbun  wollen. 

Die  Gleichung  der  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geleg- 
nen, auf  der  Ebene  <Jer  xy  senkrecht  stehenden  Ebene  ist,  wenn 
9  den  180°  nicht  übersteigenden  Winkel- bezeichnet,  den  der  auf 
der  positiven  Seite  der  Axe  der  x  liegende  Tbeil  der  Durchschnitts- 
Knie  dieser  Ebene  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  ein- 
«chliesst,  im  Allgemeinen 

y=^tango?, 

so  dass  wir  also,    wenn  wir  alle  früheren  Bezeichnungen  auch 

10* 
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jetzt  beibehalten,  nach  den  Bedingungen  der  Autgabe  zuvörderM 
die  drei  folgenden  Gleichungen  haben : 

bx  —  Mjcosft  =(oi—  tt,co8«,)tang<p, 
b2—u2co8ß2  —  (ffa— ti2cos«fai)tang9 , 
63— tf3co8ft  =  (o3 — ?/3co8c*3)tang<p . 

Ferner  ist  aber  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 
also  . 

(ff  t — ttj  c  oscr,  )«2C08y2— (ff  a  — «gcosttjH,  cosy,  r,,a 
(öa— Maco.sa^f/acosyj— (ffa— M3C08or3)i^cosy4     Ta,3  ' 

• 

und  wir  haben  daher  zwischen  den  vier  Grössen  ug,  ff»,  1*3,  qp 
die  vier  folgenden  Gleichungen: 

bt  —  wlcos^i  =  (ff1  — ti1cosor1)tangq>, 

b2 —  «acosßa=:  (aa  —  t^cosa*)  taogqp , 

As  —  u$cosß3  =  (ff3  —  UsCOsa9)  tangqp : 

t|.a{(ffa— t^cosa^ttacosyj— (03  — t/3cosor3)M.2coS)a  | 
=:*2«3  { (ff4 — it1cos«l)?«aco8ya — («2 — ■ttiCosaa)i*1cosy1 » ; 

welche  zu  der  Bestimmung  der  vier  in  Rede  stehenden  unbekann- 
ten Grossen  gerade  hinreichen. 

Durch  Elimination  von  tangp  folgt  aus  den  drei  ersten  Glei- 
chungen auf  der  Stelle': 

♦ 

al  -"fll  COS«!        ffa  —  M.2COSffa        fl3  ~-«3COSg3 

6,—  ux  cos/5,     6s — tt^cosß2  ~~  bz  —  «3  cos/V 

also 

 ff,6a — a2bi  +  (c^cogft — ^coscr,)**,  

M*  ~~  Oi  cosß,2— 61cosoa—  (cos^cosjSj — cos«a  cos/S, )«, 
6a(ff,— i/,coscf,) — ffa(6,  —  ti,cos/?,) 
"~  cos/J^fl,  —  «icosa^— cosa^Ä, — m, cos/3,)  ' 
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atbs — o36t  -f  («acosft— ^cosc^m, 
~~  Oi  cos/3, — 6,co8a3— (coHa,co8^3 — coser3cos/3,)tii 

_         6^(0!— tttCOg«!)—  tf3(^  —  l^CQsft) 

~~  co8/33(*j1— w,cosa,)— cosaa(6, — Mjcosft) ' 

und  hieraus ,  wie  man  leicht  findet : 

^  (fl2COS&—6aCOSCs)      —  t^cosat)  

0,— U,C     Ca—  ^  Cos^a_^  cOSOj— (COSttj  C08ß%— COSCl^Cnsßi )«! 

(a2cos#j— 62cosa2)(a! — ria  cos<*|) 


- 

(<73C0Sß3  —  OjjCOSC^)  (ax — tijC08«|) 

0,-ttjCOSOj— ^  cos^3_^i  costta — (coso,  cosft— cosa3coaßt)ui 
_  (a3cos/33 — 63cosg3)(qI  —  tfiCOsat) 


'  cos/Sj  {ai  — tti  cosa! ) — coso3    — ut  cosßl ) 

Nach  gehöriger  Substitution  in  die  letzte  der  vier  obigen  Glei- 
ergiebt  sich  mittelst  einiger  leichten  Reductionen  die 
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Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 
L=  t^cosft  { (aicosßj— 62cos«2)63cosy3 — (öjcosft  —  ö^cosa^b^srji 

—  Tj^jCOSft  {(fljCOSjJi — 61COSa,)62C08/2 — (OjCOS/Sj — ^COSO^^iCOS/i } 
=    Ti»3  (ö2C08/?a— ft^cosajft!  cosßsCOSft 
— {Ti^(flacos/5s— 6sCOß0f8)cO8ft+T2,3(alC06ft-6lC0Sa1)CO8/3a}6lCO»y* 

+  ^^(a^cos/Sa  —  ^coso^)  ö3coeß1  cosy3 , 

j    (aaC08/3a— ^cosäj)  (aJco8/31+63cos«i)co8yJ  < 
(a3cosj33— 63cos«3)  (aacosj3l+6acosal)co8y4  ( 

J  (ajcos/?!—  61cosa1)  (a^cos^-f-  62cosa3)cosy2| 
1— 62C08aa)(alcos|?3-f  61cosa3)cos)1l 

=  — T2,3(öaco8j32— o2coscr2)  (flicosft  -fA  cosa3)cos^ 

f+^»a(°icosft — 61cosa1)(o2cos^3+62co8a3)j  COSy* 
— Ti»2(aacos?2 — ^cosa^  (aicosßl  -f^cosaj  cos/9 , 

i 

iV=   Tj  ,2COStti  {(<l2COs/?2—  ^€080^)^008^5— («r3CQ8/33—63COS0^)<72CO8)'a^ 

— r2,3cosa3j(«i  cosft — bx  cosff^c^cos?^—  (a2cos02— /^cosc^)^  cos^  \ 
=  r2,3(«r2cos|?2— ^cos^oicoso^cosyt 
—  I  *i  »4(03008/53— 6900803)008«!  -+ 1^,3  (a,  cosft  —6,  cos«,  )cosa, }  a^cosyj 
+  *j  »2  (a^cos/Sa — 62cosa2)a3co8alcosj'3 ; 

so  wird  die  obige  Gleichung  zur  Bestimmung  von  u: 

L  +  Mu  +  Nuu=Ot 


-M±\TM*-4LN 

folgt. 

Mittelst  einer  zwar  weitläufigen,  sonst  aber  einer  besonderen 
Schwierigkeit  nicht  unterliegenden  Rechnung  erhält  man  auch : 
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Durch 

tt=tang<jp 

ist  die  Lage  der  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gehenden, 
auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  stehenden  Ebene,  welche  die 
drei  gegebenen  geraden  Linien  im  Räume  in  der  angegebenen 
Weise  schneidet,  bestimmt.  Aus  u  ergeben  sich  aber  auch  fer- 
ner leicht: 

1       COSft— COS«|  .M  ' 

*     cos/3a— cos«2.m  ' 
^  cosft— cosa3.M  * 

- 

und  hieraus  erhält  man: 

xx  =  ax— uxcosax ,  yi-bi  -t^cosft ,  zt  =  —  w1cosyl ; 
x4  =  a^— Mjcoso^ ,  y% = 6j| — t^cosß^ ,  :a  =  —  UfCosy* ; 
*s  =    -«acosaa ,   y3  =  63— r^cosj?,  ,   ij = — tiscosy, 

Weil  endlich 

th=zA9-  (-I)m.  V  r»*-^* 


oder 


ist;  so  ist 


■ 

r,*=(^-i«.)»+ß,2; 


also 


uigiuze 
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rI=VM,-«1)»+"B?, 
rt=V"M4 + 

1 

$.  4. 

Ans  der  ersten  der  beiden  letzten  Gleichungen  in  $.  2.,  näm- 
lich aas  der  Gleichung 

G -T2,8Ätl,  +T|^iU,=0, 

folgt: 

Cr  —  Tj,3  ACl<| 

*= — 

und  weil  nun  nach  §.  2.  bekanntlich 

ist,  so  erhält  man  nach  gehöriger  Substitution  des  obigen  Werths 
roo  Ii,  leicht: 

"*  SG-r^CÄ,  -(W^  +  fa*S£)«i ' 

Es  ist  aber,  wie  man  mittelst  einer  keine  Schwierigkeit  darbie- 
tenden Rechnung  findet: 

=  — T,  ^(OtCOS^— ^COSOj)  j  ¥, .«(OftO,  -036,)— *t*(öl°l— «1*1 )  I  C0S7»» 


5G  — T^iJÄ, 

Ip  as(cos/JÄcosyj-cosAcosy2)T 
Tl,*L— ^(cosoacosy,— cosc^cosya).  |j 
+Ta»8|_ — (,t (cosaÄcosy3 — cosojcosy^)  J 

ferner 


|    (i^cosftcohya— co»/33cosy,)j 
=  -fi^W*™*^*»«"*)  }~61(cos«1co8y,-cos«scosy1)i  ' 


uigmze 
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endlich 

f     (c08«2COS/5— C08OsC0  S/Sj)  COS/!  \ 

=— T,^TS,  (a2cos/32-  öacos«^)  /+  (cos<r3cosft—  coso^cosft)  cosy2l 

(+  (cosaicosj^-cosajcosft)^^)) 

und  wenn  man  nun  der  Kürze  wegen : 

JST = a2(cosßl  cosya— -cos^cosyj) — 62(008«!  cosy,— cosajcos^) , 
Äi= OtCcos^cos/s — cosft  cosy2)— 62(cosor2cosy3 — coscrs  cosy^) , 
/T^OaCcos^cosy!—  cosftcosy,)— ^(cosojcosft  —  co^cosy,); 

Ä  =  ^(cosftcos^— cos^cosya)— öt  (cosc^cosy,— cosajcosy,) , 
Ki=fl3(cosj3acosy8— cosftcosyj)  —  63(cosa2cosy3— cosojcosya) ; 

&  =    cosax  (cosß2cosy3  — cosß3cosy2) 
+  cosa^cosftcosy!— cos/5,  cosy3) 
-f  cosa^cosftcosyj — cos^cosy,) 
=    cosft  (cosy2cosa3— cosysco8a.j) 
+  cos/32  (cosy3co8at — cosyiC08a3) 

-f  COsß,  (COSy! COSCtj — C0Sy2C08<*i ) 
=    COSyjCcOSßaCOsft— C08O3C08/?2) 
•f  C08y2  (COSÖJCOS^!  —  COSC^COSft,) 
+  cosy3  (C08«t  COS/Jj— COSOCjCOSft  ) 

setzt;  so  ist 

£>  G  Tj  ^21  Ä'j  =  —  ri*(02CO8/2a — ^coso^)  @cosys , 
rj^Ä^+T^s^ACzrrr^^^cosft-ÄjCOsa^Äa, 

Tl  »aiE/^i  +  T2»3Ä^=  —  TJ  >2T»»3(°*  COS/Sj— 6f  coso^Ä ; 

also  nach  dem  Obigen: 

M   Ocosy3  -M^A^ 
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t 


ti3=  -~i>  *  • 

Bestimmt  man  mittelst  dieser  Gleichungen  «,  und  durch 
in,  so  ergiebt  sich: 

Ml"  ' 
0(  Afcosy3  4-  Afacosy2)—  Hgjfej^— ^(Ti       -f  rs,»&) )  # 

Mittelst  leichter  Rechnung  erhält  man  aber 

£cosy3  +  Ä2cosy«  =  —  A^cosy, 

and 

SSI  cosy*  —  ^(t,,2Ki  +  r«»3&) 
K  \   Ti^Ccoeftcosya— cos^cosyO-ftaCcosaiCOsy,— cosa,cosy,)], 
M+t^iaiCcosftcosy.-cosjJ.cosyxJ-^^coscjCOsya— cosa,cosy!)]^ 

and  es  ist  also,  wenn 

S= al(cosj3*cosy3  —  cos|33cosy2)  —  bx  (cosa2cosy3— cosöacosy.,) , 
B, =a3(cos|S,cosy3— cosfocosy,)  —  63(cos«,cosy3— coscr3  cosy,) ; 
Ä'rrö^cos^cosyj— cosj^.cosy!)  — Ä^cosflfiCosy«— cosa.cosyj, 
Äj'sojCcosftcosy,— cosj32cosy,)  —  63(cos<*,co8y2— cos«4cosy,); 
Ä  =  au(cosj33cosy1— cosftcosy,)— ft^cosaacosy^coscficosys); 

Sl  =   cos«,  (cos/J*  cosy  8  —  cosß3  cosy*) 
-f  cos«,  (cosftjcosy,  —  cosj3,cosy3) 
-f  cos«3  (cos/3,  cosy»  —  cos/**  cosy,) 

=  cos/3,  (cosyjCOSös — cosy3coser2) 
-f  cos/3a(cosy3cosa1  — cosyjcosoj,) 
-f  cosßstcosyicosa*  —  cosyacosa,) 

=   cosy,(cosa«cos0Ä— cos«3cosj3a) 
-r-  cosyaCcosasCosjSi  —  cosoxCos/Ss) 
-  -f  cosy3(cosa,  cos/3a — cosc^cosft) 

gesetzt  n ird : 
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Setzt  man: 

A,  =  cos0,cosys  — co»j33cosy., , 

< 

A«  =  cos&cosy,  —  cos/3,  cosys » 
A9  =co6/?1cosy<e  —  cos/3  jC06y, ; 

Bj  =  cosyscosas  —  cus/jcoso, , 
H ,  =  cosyjcosa,  — cosyjcosofe, 
B3  =  cosy,cosa*  — cosy*  cosa, ; 

C,  =  COSa,  C0»/3S  —  COS«3  CO80«  , 

Ct  =  cosa9cos/3|  — cosa,  cos/3  3 , 

C8  =  COSO^COSßa  —  COSC^COSß,  ; 

K  =  fl,A,  +  6,Bi» 
Ä^a^-f^B,; 
&'  =  a,A3+&iB5, 
Ä1'=/iJA3+63B,; 
il  =ö,A2  +6,B3 ; 

Sl  =  A,cosa,  -f  Aicosa,  -f  A3  cos«5 
=  B,  cos/3,  +  B  ,cosp,+ B3  cos/3, 
=  C,co«y,  -f  Ctcosy9  -+  C3cosy3 . 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  die  vorstehenden  Grossen 
leicht  berechnen. 

Zur  Berechnung  der  Grossen  ut,  u,  aus  ti,  mittelst  der  aas 
dem  Obigen  bekannten  Formeln 


ist 
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haben  %vir  die  folgenden  Ausdrücke: 
#£  =  a*A3  4*62B3, 
tfa=a,At  +  6aB,; 

i 

■ 

B1=aJAi+A3Ä1; 

&  =  AiCoscf!  -f  A.cosa,  +  A  jCOs«3 
=  Blcosßl  +  B,cosßs-f  H j cos|3 , 
=CiCosy,  -f  €%co8y%  +  CjCosy3 . 

- 

§.  5. 

Wenn  wir  vier  gerade  Linien  im  Räume  haben,  deren  Glei- 
chaugen 


X  —  öi 

2 

COSC^ 

cos/3, 

~"  cosyi 

x — a% 

_  y~h  z 

2 

cosas " 

cos/?* 

cosyt 

x  — fl3 

C08«3 

cos/3. 

4 

m 
* 

*  cosy4 

2 

C08«4 

cos/34  " 

COSy4 

sind,  und  diese  vier  geraden  Linien  von  einer  durch  den  Anfang 
der  Coordinaten  gelegten  Ebene  in  den  Punkten 

(*«sr«*t)»  (x>y>z>)>  (x*y**t)> 

deren  Entfernungen  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  respective 
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sind,  so  geschnitten  werden  sollen,  dass,  wenn  wir  die  Flächen 
räume  der  zwischen  den  Punkten 

(000),    (jrjyjjj),  (x«y9i,); 

(000),    (x%y%z%),  (x>y*z3); 

(000),    (a:3y3r3),  (.r4y4z4) 
liegenden  Dreiecke  respective  durch 

bezeichnen, 

4  »2  :  4*»3  : 4»>4  =  *1  »2-T2»3  :  *3>4 

■ 

ist;  so  wollen  wir  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  früher 

■ 

A2 = ö2qoso2  -f  ötcosßz , 

A3 = o3cosa3  +  bzcosß3 , 

^44 = fr4co8ff4  -f  o4cos/?4 ; 

#i*=  cr^  +  V—faiCos«!  +&,cosft)a 

=  «ix  Vm«!*  +  Vsinft*— Sflr^^ostfjcosft 
=  (fli'+öi^cosyj2  +  (ajcosft  -6i  cosaO* , 

^a2  =  V+V— (ffacoaoa+^cos/y* 

=  «228<n«2a+ Vs»n/?aa— Soj^cosoacosftj 
= («23 + o22)cosy2a -f- (a2cos  j?2— Ägcosaj)* , 

#32=*3M-63*--(a3Cos«3  -f  63cosft)« 

=  a32sinflf3*  +  63  Vin/33*-^2a363cosa3cosA 
= (ö3a+Ä32)cosy32+ (a3cosß,  -63cosas)*, 

#42  =«4a  +  V—  («4C0sa4 -f ^COSfo)* 

= a4asincr42+ 64a8in^4a-2ö4Mos«4cos/?4 
=  K2 + V)cosy4*  f  (a4cos£4— 64cos«4)* ; 

«,  =  Ax  -  (- ty,  W-Ä^, 
«2  =  i*a— (— 1>  V r2*  -  i?2» , 
^  =  ^s—  (-1)" » V  r32— -ff8a, 

"4-^4— (-!)"<  V T4a  —  tf4»; 
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jts  =  Qj-ifBCosoa ,       =  *,  = — «.cosy*; 

^»==0,— Kgcosaa,    ^3=6,— «jcosft ,  x,  =:  —  tf,co6y3  ; 

x+ = <j4— i/4cos«4 ,   y4  =  64 — ,  £4  =  — t^cosy* ; 

A,  =cosj32cosy3  —  cos/5jCOsya , 

Aj=  co«ftcosyi  -  -  cosft  cosy, ,  , 
AJ=cos/3lcosy2 — cosj^coayi ; 

U.2=  cos/jcosai  —  cosy1cosa3 , 

» 

B,  =co8ylc08aa--cosy2coscrl ; 

(\  =C08OtC08/38  —  COSOsCOS^ , 

C,  =  coscfjcosft  —  cosaj  cosft , 
Cj = cosaj  cos|32 — cosa^cos^  ; 

Ä'^A.  +  ^B,, 
*'i=%A.  +  M*, ; 

Ä=AiC08«i  -f  A1C0SOt+  ASC08«3 

=(^008/!  +  C,cosyÄ  +  CaCOsy3  5 

1 

Ai  =  cosß9co8y4 — C08jJ4c08ys , 

1 

A,  =  cosftcosft  —  co8/5aCosy4 , 
1 

A4=co8/JÄcosy3  -  co8jS8C0sy2=Ai ; 
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1 

B2  —  cos/3cosor4  —  COSftCAStt.,  , 


l 


B3  =s  cogyjcosog  —  cosyacoea4 , 
l 

Z?4  =  cosy^cosoa  —  cosy3 coso*  =:  B, ; 
l 

Ct  =  COSOgCOS/?«  — C08ff4COS|33  , 

1 

Cj  =  COSC^COS/Sj  — COSOgCOSj?«  , 

1 

C4  =  cosa^cosft  —  cogcjcos^  —  C, ; 


1 


Ö=tm  (a364  —  aM  —  Ts,4(a263  -  a3bt); 


i         i  i 

Ä'^A^+^B«. 
*'i=«*A4+6«B4; 


Ä=fl3A3  +  6aB3; 

ii  i  l 

&  =  Ajcosc^  -f-  Ascosff3  -f  A*cosa4 

i  i 

=  B^cos/^  +  Bjcosft  +  B4cos/34 

i  i  i 

=  C,cosy2  +  CaCosys  +  C4cosy4 

setzen. 

Dann  ist  nach  dem  Obigen 


1  W*— Ättj) 


■ 


und 
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1  1  1 


"4 —  1       1  * 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

P,=— ecosy3, 

Qi  =  ~  —  , 

i 

Pt=— öcosy4 , 

i  i 

1 


1 

S.=r,„Jl, 
i 

P4=ecosyi, 

i        1 1 

1 

*4  =  -t2,3ß 

setzen: 
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* 

Wenn  man  aus  den  beiden  Gleichungen 

entweder  u,  oder      eliminirt,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  ron 
die  Gleichung 

0=  (5,7, +  7,«,)«,«. 

-(/>.$. +  <M>3). 
und  zur  Bestimmung  von  «3  die  Gleichung 

-(S,P.+P,Q,). 

Hat  man  «,  mittelst  der  ersten  Gleichung  bestimmt,  so  ergeben 
sich  ult  if,,  ti4  mittelst  der  Formtin: 

und  hat  man  «a  mittelst  der  zweiten  Gleichung  bestimmt,  so  er- 
geben sich  ut,  ttl9  «4  mittelst  der  Formeln: 


§.  6. 

Wenn 

0=^^(0,63-08^  —  «i,s(oi6s-o161)=0, 
1 

Ö  =  ^,3(0364—0463)  -T3^(  0,63-036^  =  0-, 


also 


A 


uigiiizea 


by  GoogU 


157 

Ti*%    H*       ...  xt** 

V 

oder 

Ti »• :  *»»»  s  *s»4  =      — :  0,6,-0,6, :  0,64—  a46, 

ist,  d.  b.  wenn  die  durch  den  Anfang  der  Coordioateo  gelegte 
Ebene  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  im  Räume  00  schnei- 
det, dass  die  zwischen  den  Punkten 

(000),   (xtfi*,),  fo#,i,); 

(000),  (xiuitj »  feys^s); 

(000),   (xtf,*,),    (#4^4*4)  ' 

liegenden  Dreiecke 

Ai»»i  Az*>  Aa>4 

den  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und  den  Durchschnitts - 
punkten  der  vier  gegebenen  geraden  Linien  mit  der  Ebene  der  ry, 
nämlich  den  zwischen  den  Punkten 

(00),   (0,60,  (*A); 

(00),   (aA),  (o36,); 

(00),   (0,6,),  (0464) 

in  der  Ebene  der  xy  Hegenden  Dreiecken,  proportional  wind;  so 
kann  man 

•  ^=0,6,-0,6,, 

1,^=0,64-046, 
^tien,  und  da  nun  auch 

/>|  =  P,  =  P,  =  P4=0 

i*tt  so  bat  man  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  zur  Be- 
stimmung von  «a  die  Gleichung 

«,  i  (S,T»  +  7,Q,)t«,+  5,5,  -  |=0, 
welche  in  die  beiden  Gleichungen 

«,=0 

und 


Digitized  by  Google 


158 

zerfallt.  Aus  1^=0  folgt  aber  aus  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen unter  der  gemachten  Voraussetzung 

also 

> 

und  die1  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geleete  Ebene  falfi 
daher  mit  der  Ebene  der  xy  zusammen,  wobei  sich*  von  selbst 
versteht,  dass  die  Ebene  der  xy  die  vier  gegebenen  geraden  Li- 
nien in  der  angegebenen  Weise  schneiden  muss,  und  daher  natui- 
lieh  selbst  als  eine  Auflösung  unserer  Aufgabe  zu  betrachten  "ut 
Setzen  wir  aber  diesen  Fall  bei  Seite,  so  haben  wir,  da  eine 
ganz  ähnliche  Betrachtung  sich  auf  die  obige  Gleichung  des  SFci 
ten  Grades,  aus  welcher  t/3  bestimmt  werden  muss,  anwenden 
lässt ,  zur  Bestimmung  von     ,  u,  die  Gleichungen : 

aus  denen 

folgt;  und  ux ,  t^x ergeben  sich  dann  mittelst  der  Formeln: 

Setzt  man  aber 

K=a%A3  -f  62H3 ,    tf,  —  c1Al  +  o2B, ; 
11111  i 

so  ist  nach  J.  4.  auch 

i 

T2>3     ^  *3  »4  Ä 

■ 

d.  i. 

"2^3  ~"~  fl3^t  .  ^2 A3  -f"  »2^3 


1 

1 
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l  I 

a3A^  +  63B2 


«3  ~~  OiÄji-ösA» '  ««A3  +  Mb  ' 

i  i 

*a  a>63 — <r36t  c3  Aa  -f  ft^B^  . 

"4  ~  «,A4+6,ß/ 


m3     fl2&3— a3^a  «aA3  -f  6aBB 

i  i 
u*  a3b4~a4bs   O3A4  +  6>B4 

man  aber  leicht: 

1  1 

Qj  =  —  (fli6a  — aB6i)     A3  -f  A2B8) ; 


1  1 

^V=(fliÄi— a*A)  +  6*BÄ)  (a3A3  +63B3) 

1  1 

^=(0163 —03^1 )  {atb ,  —  a4bj(a2\9  +  ÄSB3)  (cjAj  +  AjB,) 

1  1 

5ir9=-(a1ft,-a,61)(«364-a,Ä3)(«8A3+63BB)Ä, 

1 

^Qi=(«i6,— a36,)  (0,64—0468)  (fliA,  +  62B3)i? ; 


1  1 

- 

s«tieo  wir  also  der  Kurze  wegen 

1  1 

5  =  (o,  6,— )  (0,64 — 0465)  (o«2  A* + As^sK^s  As  -f  63  B3 ) 

1  1 

-(«i*s— <%61)(fl164-n461)(a4JAj-f61B1)(flBAt+63Bt) 
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und 

H,=  (^^-0^0(0,  A,+6sB3)Ä^(a16i-af6I)(*iaA3  +  M*,)^, 

n3  =  (0^4—046*)  (a,A*  +  6,B^Ä-  (0,64—046!)  (a,A,+62B2)Ä ; 

so  ist 

u  —  -       1        fljAt  4-  6»Bt  J_ 

t<_  ?   5_ 

^       0364—046,  Xt%' 

u  -       1  JL 
«161—0*6,  n, ' 

1        o,A4  +  68  B4  3 

0,6,-0,6, 

Man  kann  aber  diesen  Formeln  cur  Berechnung  der 

«l»  Ua,  m4 

auch  die  folgende  Gestalt  geben: 


■ 
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Hat  man 

•  » 

«Ii  M«  •  «*S  »  »4 

gefunden,  so  ergeben  sieb 

*i>ft**i;  «»»y«»2«;  *3»ya»*»;       ys>  h 

mittelst  der  Formeln: 

Xi  =  Ox  — Vj  COS0!  ,     yi=  6i  — «! COsft  ,     2,  SS  — 'ttjCOSft  ; 

jra = as — tf2COS«2 »   y*  =  ^a~~  UfCosß2 ,  ij= —  w2cosya ; 

X3  =  a3-W3Cosa3,    y3  =  63-tt3C08ft ,  X8  =  -W3Cosys; 

J4=  a4— ii4cos«4,   y4  =64— ii4cosß4,  x^s:— ti4cosy4 

Uld 

mittelst  der  Formeln:  • 

r1=V(J1-n1)*  +  ^,2, 


rs=V(^ + 
^=¥(^-1*4)*  +  ^. 

Es  ist  aus  dem  Obigen  klar,  dass  man  in  dem  in  diesem 
Paragraphen  betrachteten  Falle  die  Grossen  Tm,  t.,5,  t,^  selbst 
gar  nicht  mehr  zu  kennen  braucht,  «od  dass  man  hier  eigentlich 
die  folgeode  geometrische  Aufgabe  aufgelöst  hat: 

Wenn  vier  eine  gegebene  Ebene  in  den  Punkten  A, 
A%*  A$  schneidende  gerade  Linien  im  Räume,  und 
in  der  gegebenen  Ebene  ein  Punkt  O  gegeben  sind: 
durch  diesen  Punkt  eine  Ebene  zu  legen,  welche  die 
vier  gegebenen  geraden  Linien  io  den  Punkten  B,  Bl9 
^t,  #3  so  schneidet,  dass  die  Flächenräume  der  drei 
Dreiecke 

BOBlt  BxOB2,  B%OBs 

sich  eben  so  zu  einander  verhalten,  wie  respective  die 
Fl&chenrKume  der  drei  in  der  gegebene o  Ebene  lie- 
genden Dreiecke 

AOAl9  AtOAt,  A%OAz. 
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Dass  die  gegebene  Ebene  immer  selbst  eine  Auflösung  die- 
ser Autgabe  liefert,  versteht  sich  von  selbst;  das«  es  aber  ausser 
derselben  im  Allgemeinen  immer  noch  eine  zweite  den  Bedineun 
gen  der  Aufgabe  genügende  Ebene  uiebt,  erhellet  aus  dem  Vor 
hergehenden  von  selbst,  'und  eben  diese  zweite  Ebene  zu  finden, 
konnte  im  Obigen  nur  der  Zweck  sein.  Man  vergleiche  hierbei 
was  in  der  Einleitung,  gegen  das  Ende,  in  Bezug  auf  den  vorlie- 
genden Fall  bemerkt  worden  ist. 


Den  Anfang  der  xyz  wollen  wir  jetzt  in  den  Mittelpunkt  der 
Sonne  legen,  und  wollen  die  Ebene  der  Ekliptik  als  Ebene  der 
xy  annehmen.  Durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  legen  wir  ein 
zweites  rechtwinklige*  dem  Systeme  der  xyz  paralleles  Coordi- 
natensystem  der  ^V*y»  wo  also  die  Ebene  der  x'y'  ebenfalls  mit 
der  Ebene  der  Ekliptik  zusammenfallt.  Der  positive  Theil  der 
Axe  der  x'  sei  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Früb- 
lingspunkte  hin  gerichtet,  und  der  positive  Theil  der  Axe  derj* 
werde  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x'  durch  den  rechten  Winkel  (aftf)  hindureb 
zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y'  zu  gelangen,  nach  der- 
selben Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x'  an  die  geocentrischen  Längen  genom- 
men werden;  der  positive  Theil  der  Axe  der  werde  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Nordpole  der  Ekliptik  hin  genom- 
men. Wie  in  dem  Systeme  der  xyz,  welches  dem  Systeme  der 
x'y'z'  parallel  ist,  die  positiven  Tbffle  der  drei  Axen  zu  nehmen 
sind,  ist  hierdurch  von  selbst  bestimmt. 

Die  durch  die  Gleichungen 

x—a  y  —  b   z 

cos«     cosß  ~~  cosy 

charakterisirte  gerade  Linie  sei  eine  von  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  in  dem  Punkte  (ab)  ihrer  Bahu  zur  Zeit  t  nach  einem 
Cometeo  gezogene  Gesichtslinie.  Die  beobachtete,  oder  wenig- 
stens aus  Beobachtungen  abgeleitete  geocentrische  Länge  und 
Breite  des  Cometen  zur  Zeit  t  seien  ß'*),  und  zu  derselbeo 
Zeit  sei  L  die  geocentrische  Länge  der  Sonne,  und  R  sei  der 
Radius  vector  derselben.  Ist  dann  noch  die  sogenannte  cur* 
tirte  Entfernung  des  Cometen  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde, 
so  Find 


*)  Freilich  muss,  nra  aus  der  ant  deo  Beobachtungen  fax  irgend 
einen  BcobnchtungHort  abgeleiteten  Länge  und  Breite  eine«  Cometen 
die  entsprechenden  geocentrischen  Elemente  desselben  finden  zn  könnet), 
die  Entfernung  desselben  von  der  Erde  schon  bekannt  sein.  Wie  man 
sich  hiebei  durch  snecessive  Näherungen  hilft,  bedarf  an  diesem  Orte 
für  der  Astronomie  kündige  Leser  keiner  besonderen  Erläuterung*. 
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o'coso',   o'sina',  o'tangß' 

die  Coordinaten  desselben  im  Systeme  der  x'y'i4  zur  -Zeit  t  Die 
Gleichungen  der  vom  Mittelpunkte  der  Erde  Dach  dem  Cometen 
zur  Zeit  t  gezogenen  Gesichtslinie  im  Systeme  der  x'y'i!  haben 
die  Form :      ,  * 

x'=M'z',  y'=iVV; 

und  es  ist  daher  nach  dem  Vorhergehenden: 

p'coso'  ==  M'q'tangß' ,    o'sina'  =  /V'/tangß' ; 

ako 

M'  =  cose/cot/S',   N' = sina'cotfl' ; 

woraus  sich  ergiebt,  dass 

a:'=x'cosa'cot/J',   y'  =  z'sin«'cot|3' 

die  Gleichungen  der  zur  Zeit  t  nach  dem  Cometen  gezogenen 
Gesicbtslinie  im  Systeme  der  x'y'i*  sind. 

Die  Coordinaten  der  Sonne  im  Systeme  der  ar'yV  zur  Zeit 
cafed 

Rco»L,   RsinL,  0; 

und  zwischen  den  Coordinaten  eines  und  desselben  Punktes  in 
deo  Systemen  der  xyz  und  x'y'z'  bat  man  daher  nach  der  Lehre 
von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen : 

- 

x'xzRcosL+x,   y'=R*\nL  +  y,  z'=z; 

•  oder 

x=.x'—Rco&L,   y—y'—~Rs\nLt    z~  ; 
aUostod  nach  dem  Obigen 

R  cosL  -f-  x=zcosa'cotjS', 
RshiL  +  y  =:sin<t'cot/J' ; 

^er 

x =zcosa'cot/3'  —  RcosL , 
y  =xsmtt/cot0'—  RswL; 

die  Gleichungen  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  zur  Zeit  l 
»ach  dem  Cometen  gezogenen  Gesichtslinie  in  dem  Systeme  der  xyz. 

Bringt  man,  um  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen 
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cosa     cos/5  cosy 
ku  vergleichen ,  die  letzteren  auf  die  Form : 

■ 

cosa 

x=  z  -f-a, 

cosy 

*=co7yl  +  6; 

so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle,  das» 

a  =2  —  JfcosL ,   6=  —  R»\nL 

und 

coso  >  i  ji  cos/3  .  . 
—  =  coso'  cot0' ,  = 8,tK^  cot/3' 

cosy  r      cosy  r 

ist.  Verbindet  man  aber  mit  den  zwei  letzten  Gleichungen  die 
bekannte  Gleichung 

« 

cosa*  +  cos/5*  -f  cosy2  =  1 , 

so  erhält  man 

(1  +  coso* cot/S*  +  sino^cotp'*)  cosy*  =  1 . 

d.  i. 

(1  +cor/5'*)cosy*=  cosec/5'*cosy*=  1 , 

also 

cosy* = •in/5'* »   cosy = i  sin£' ; 

und  folglich  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander: 

cosa = ±  cosa'cosß' , 
cos/5  =  ±  sina'cos/?' , 
cosy=  Jtsinß'. 

Mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  uberzeugt  man  sich  aber  auf 
der  Stelle,  dass  allgemein 

cosy = sin/51 

ist;  also  muss  man  in  den  drei  vorhergehenden  Gleichungen  di 
oberen  Zeichen  nehmen,  und  daher 
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cos«  =  cusa'cosß' . 
cos/3  =sina'  cos/3', 
cosy  =i  sin/S' 


setze«. 


Bemerken  wollen  wir  noch ,  dass  aus  den  beiden  obigen  Glei- 
chungen 

RcosL  -f  x  =  :cosa'  cot/3' , 
HsmL  -f  y  =r  csin«'  cotß' 

durch  Division  auch 

^   II  cosL  -f-  x 

•der,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 

orsina' — ycosa'  =z  Jis\n(L — ö') 

fol«t.  Auch  ergiebt  'sich  aus  denselben  Gleichungen  leicht  die 
Gleichung 

xeosa'  -f  wsincr'  +  #?cos(L— er')  =  2  cot/3', 
und  man  hat  daher  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 
arsina'—  ycosa'  —  //>in(/>— et)  —  ®, 
xqobcc'  -\-ys\f\af  -\~  tfcos(L— «')  =  2cot/3'; 
aus  denen  auch  die  Gleichung 


.rs\i\a'  —  «cos«' 
tan 2  («' —      =  ,  .     .    ,  -\, 


5.  S. 


Um  nun  die  Lage  <ler  Ebene  der  Cometenbahn  im  Räume  zu 
bestimmen,  wollen  wir  fuVs  Erste  annehmen,  dass  der  Comet  in 
vier  nahe  bei  einander  liegenden  Funkten  seiner  Hahn  zu  den 
Zeiten 

»eiche  wir  als  nach  ihrer  Grösse  aufsteigend  geordnet  annehmen 
wollen ,  beobachtet  worden  sei.  Die  diesen  Zeiten  entsprechen» 
den  geocentri sehen  Längen  und  Breiten  des  Cometen  seion 

Theii  XML  l'J 
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ßi'i  «*'.  fk';  «-».  ß'»;  «*'.  ß*'i 

die  denselben  Zeiten  entsprechenden  geocentriscben  Längen  und 
Vectoren  der  Sonne  seien  respective 

Lj,   Lj,  L4 

und 

Dann  können  wir  als  eine  erste  Näherung  voraussetzen,  dass  die 
vier  von  der  Erde  nach  dem  Cometen  gezogenen  Gesichtslinien 
von  der  Ebene  seiner  Bahn  so  geschnitten  werden,  dass  die  drei 
im  Obigen  durch 

bezeichneten  Dreiecke  den  drei  entsprechenden  zwischen  der 
Sonne  und  den  vier  Oertern  der  Erde  in  ihrer  Bahn  Hegenden 
Dreiecken  proportional  sind;  und  um,  dies  vorausgesetzt,  die 
Lage  der  Ebene  der  Cometenbahn  im  Kaume  zu  bestimmen,  wer* 
den  wir  daher  die  in  §.  6.  entwickelten  Formeln  in  Anwendung  zu 
bringen  haben. 

Diese  Formeln  wollen  wir  nun  aber  durch  die  geocentriscben 
Längen  und  Breiten  des  Cometen,  durch  die  geocentriscben  Län- 
gen und  die  Vectoren  der  Sonne,  welche  Grössen  wir  hier  sämmt- 
fich  theils  aus  den  Beobachtungen ,  theils  aus  den  astronomischen 
Tafeln  oder  Ephemeriden  als  bekannt  voraussetzen  und  vorauszu- 
setzen berechtigt  sind,  ausdrucken. 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  zuerst  die 
folgenden  Ausdrucke: 

at  —  —  ÄiCosLi ,   bt=z  —  ^sinXt ; 
«a = — ßfcCosLg ,   6a=  —  R28inL2 ; 
o3  =  —  R^cosL^ ,    63  = — /?38inL3 ; 
a4  =  —  ß,cosi^  ,   64  =  —  R4sinLt ; 

also  ist 

Aj— a2bl  =  -Ä,  /^2sin(L,— Lj) , 
ak  63—0361  =  — R\  Ä^sin^i — L8) , 
0,6,-0,6,  =  -i^Ässind,- 1,) , 

a364 — C463  =  —  /£,    sin  (Lg — L4) . 
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Ferner  erhall  man  mit  Rücksicht  auf  die  im  vorhergehenden 
Paragraphen  entwickelten  Ausdrucke '  leicht : 

a2A,  +  b2Üi 

=  —  Rt\  cos/5'a8in/5'ssin(a'9— L^) — 8it)j9aco8j3'3sin(a'3— L^) } , 

=  —  üiji  cos/3'38in/5'i8in(a'3 — Xa)~8in/3/9co8/3'i6in(a'i — ♦  i 

a*A3  +  M*3 

=  —  /?i  { cos/5'! sin/5  jsin^ — -sinß'iCOs/J'^sinCa^ — L^) } ; 

und 

i  i 

=  -  #3  \  cis/J^sin/J^sin^g— 1^)— sifi/S'sCosjJ^siD^  -£*,)  | , 

~  —  Ä,  { cos0'4sin£'4siii(erV-  La)-sin|3/4cos/5'asin(a'a— 7.3) ! 

l  i 

=— Ä,  Icos^asin/S'asin^a-Zj^injS^cosjS^in^a—Ls) . 

Endlich  findet  man  leicht: 

£=  -sin(a'2— tt/3)sinj3'1  cos/5  'tcos/5'3 
— sin(o3 — o/|)cos^/|Sin/52COS/5/s 

—  Hiu(a\  —ct'9)cosß'l  cos/5'asinjS  a 

&'=  —  sin(a/3— a'4)sin/5  jcos^cos/}'* 

—  8in(tf'4— «ycos/S^sin/S^cosjS^ 

—  sin(o  a — a'8)cosß'2c°s0'38*n/5  4 . 

Mittelst  der  in  $.  6.  entwickelten  Formeln  erhält  man  hieraus 
•■oe  Schwierigkeit : 
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Zur  Berechnung  von 

*i>?i»?i;   ^2»  .ya.  2«;  ^3».y3.^;       y4>  m 

l»at  man  die  folgenden  Formeln: 

=— -fYitosL,  —utcona\cosß\ , 
3fi  =  —  ^sinL,  —«isinc1,  cos/3', , 

*a  =  —  K&ohLi  —  «acos«^  cos/3'4 , 
3te=  —  #»sinL,  —  ti^sina^cosiSj , 
Zj  =— «isinßVt 

xs  =  ~  ß*uosLz  —  Mscosa'jcos^a , 
y3  =—  ß3sin/,3  —  i^sina^  cos/3'3 , 

=  —  Ä4cosL4  —  n4cosa 4  cos/5  4 , 
y4  =— Ä4  sinL4  —  t^sina^  cos]3'4 , 

Ferner  ist: 

4,  =  —  y?1cos(a/1  — Ljcosß \  , 
4i=—  /*aCos(a'2— Ljcosß'., 
^3  =  —  /?3cos(a'8~ Z^cos^  , 
^4  =  —  Ä4cos(a  '4— L4)cos/3'4  J 

und 

ff,  *  =  *  [  1—  cos(«',  -Z/|  J^cos/S', 4  \ , 
B^z=zR^\  1— cosCa'a-^cos/S'^}, 

'Vi  1-C08(«'3-L3PC0S^32|, 

Ä42=  VI  1  — ces(«'4-Z,4)2cos/3'4«  j . 
Cudlich  hat  man  zur  Berechnung  von 

rl  '     r2  >     >*3 »  r4 
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die  Formeln: 


Am  einfachsten  für  'die  numerische  Rechnung  stellt  man,  wie 
w  mir  scheint,  die  zur  Berechnung  der  Grossen 

erforderlichen  Forraelo  auf  folgende  Art  dar. 
Man  setze: 

I  =810(1!— /^){  tang/5'asin(a'4-^)-tangi3'4sin(a'4--L3) }, 
I4 = siofL,  -  Li)  \  tangj3'asin(cr'1  -  I^-tangft  sin(cr/1 —L*l\\ 

II  =*in(L4-Z*)  { taug^sin^  -I*)— tang^sin^-L*) } , 
U* =aD(L4— /^)  |  tang/^38io(a'4— L3)— tangj^4sin(tt'3— Z,3) } ; 

Hl  =sio(Z^  — /^)  { tang/3  j8in(of'2— LJ— tang/J /1sin(of/8— L^)  j , 
W^sin^-Z^  l  tangj3'3siu(cr^L3)-tangl3'2sin(«'3  — Lj) } ; 

IV  stang/S^sin^— afz)  -f-  tang|5/2sin(a/3— a'J  +  tang/3'3sin(«'I -a'2) , 
IV» = tang^^in^-^) +tang/5'asin(a'4-a'a)  +  taiig/JV"«(«*-*'i) ; 

«o  ist:  " 

11  II* 

Ih    f»  ~  1 

fl*  -  sin(L,  - L4)cos|5V  IV     IV*  ' 

I*  1 

1*  I 

 äs   Ii  ""IT 

^     sinCLg  —  Ii)co8|J'V  "IV     IV*  ' 

II  ~  II* 

fl4sin(/^-A4)  cosp^  IIP 
u*  "  Rtsm(Lt-l^) '  cos/3'4  '  II*  u* ' 
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^sinC/^-Z»)  cosß',  III 
",— ÄjsintZj-L,)   cos?',  I* 


Die  vorhergehende  Methode  zur  näherungsweisen  Bestimmung 
der  Lage  der  Ebene  der  Cometenbahn  im  Räume  empfiehlt  sich 
vorzüglich  dadurch ,  dass  alle  gesuchten  Grössen  bloss  durch  line- 
are Gleichungen  bestimmt  werden,  und  also  eine  Zweideutigkeit 
wie  man  diese  Grossen  zu  nehmen  hat,  nie  eintreten  kann.  Ha! 
man  nun  aber  die  unbekannten  Grossen  auf  diese  Weise  durck 
eine  erste  Näherung  bestimmt,  so  wird  man  als  eine  zweite  Nä- 
herung die  Lage  der  Ebene  der  Cometenbahn  bloss  mittelst  der 
Voraussetzung  bestimmen ,  dass  sie  die  vier  nach  dem  Cometen  ge* 
zogenen  Gesichtslinien  so  schneidet,  dass  die  drei  Dreiecke 

Al>2>     ^2*3»  ^3>4 

den  Zeitintervallen 

proportional  sind,   indem  man  also  die  bei  der  ersteu  Näherung 

gebrauchte  Voraussetzung,  dass  die  drei  entsprechenden,  zwi- 
schen der  Sonne  und  den  vier  Oertern  der  Erde  in  ihrer  Bahn  liegen- 
den Dreiecke  in  denselben  Verhältnissen  zu  einander  stehen ,  jetzt 
fallen  lässt.  Geht  man  nun  von  der  in  Rede  stehenden  Voraus- 
setzung aus,  so  muss  man  sich  der  in  §.  5.  entwickelten  Formeln 
bedienen,  wo  nun  aber  tr2  ofl,er  s*att  dessen  «3  durch  eine  Glei- 
chung des  zweiten  Grades  bestimmt  wird,  aber,  auch  wenn  sich 
keine  anderen  Kriterien  darbieten  sollten,  immer  sicher  entschie- 
den werden  kann,  welche  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichun- 
gen für  tig  oder  tu  genommen  werden  müssen,  weil  man  erste 
Näherungswerthe  dieser  Grössen  nach  dem  Vorhergehenden  schon 
gefunden  hat.  Wir  wollen  nun  auch  die  bei  dieser  zweiten  Nähe- 
rungsmethode zur  Anwendung  kommenden  Grössen  sämmtlicb 
durch  die  geocentrlschen  Langen  und  Breiten 

ß\i         ß\\    «'3,  03  i   «V  ß\ 
des  Cometen,  durch  die  geocentrischen  Längen 

I 

L*\  >  L**  '>3 »  IJ\ 
der  Sonne,  und  die  Vectoren 

/2| ,  rV4 ,  Äs ,  R4 

derselben  ausdrücken. 

Zuvörderst  hat  man  die  folgenden  Formeln: 
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ö  =  -  Ä2 1  tmÄssiiH'La— L3)— r2,3  /?,  sind^  -I*)  I , 
0=  -  /?*  I  T2f3Ä48in(L3-L4)  -T3,4/?l8in(L2-.Ls) } ; 

S  =— { co60'2eio£  asin(«  8 — Li)— sio0  '2cosß  8sin(a  8— La)  I 
=— ÄiCosjS'2cos|5  8  ( tang/3'ssin(«V— Li)-fang0  ^sinCo^  — Li)  | , 

Ä'=  — Ä,  ( co8j3'1sinj3'Äsin(«/1-Z1)-sin/3'J  cos^siofc',— L,) } 
=  — ÄjCosP'iCos/3 '2{  tangß '^sin^ — L,) — tan g/S^ 310(02 — Lk)  \ , 

i 

Ä= -Ä,  ( cosfosin  0'4  sin(a/s— Z^-sin^cosjS^sin^  -L^ } 

i 

{ cos/3  '2sinß  38in(a'2— L«) — sin0'2cos0  3610(0  8 — L^)\ 
=— J?2cos0'2co80  8  { tang/3'3  si  n(a  2— La)^tang/3/a8in(a/8 — Lj)  I , 

^i=— ^{co8j3/a8in/3'jsin(«/x— J^)— sii)/3'acos/5/38in(«'3— La)! 
=  -A,co8/?'2cos/3  8  { taogjS'ssinf«^— Lj)— tang/?'28in(a'3— L3) } , 

*'i=— /?j  {cosjS^sioß  ^8*10(01  — L3)— sio/S'iCos/S^siofoV- ^3)  J 
=— ÄsCos/S'iCoslSal tang|S'28in(o'l — Ls)— taog/3'i 810(03— L3) } , , 

1 

Ä!=-Ä4{  cos/S  38in/3'48in(a  3— L4)— sinj?  3Cos^/48in(«i4— L4)  { 
=— Ä4cos/3'3Cos/3/4  {tang/S/«,8in(a'3— L4)  -taog/S^sio^— L4) } , 

1 

Ä'1=-ÄJcosj3'4sinjS/3sin(a'a-L4)— 8in/S'2co8|3/3sin(a/3— L4) ! 
=— ß4cosß/2cosß  's{  taog/S'asiofo'g— L4)— taogj3'2sin(o'4— L4)  j ; 

£  =—/?2  {cos/3  3sin/5/18iD(a'8— L2) — Hinß8cosß/1sin(a/1—  L*)  j 
=— /^cos/3/3cos/5i|tang/3'i8in(a'8— L^—tang^asin^a'!— L2)  \ , 

1 

£  =-ßa  { cos/J^siojS^siijto'*— 1^)— sinjS^cos/S'asin^-Ls) ! 
=  -JRzco&ß'4coBß'2 { tangj3'28in(a'4— La)— tang/S'^inC^—La) ) ; 

1 

&=  —  801(0*— o',)sioj9',co8j9'2cosj3'3 
—  8in(cc'8 — «'i  )cosß'i8io/3  2cos/J  8 
— 8in(ay,  —  ct^cosß'i  cosß  2«i  n  ß  '3 
=— cos/**,  co8j3'2cos/3'3  {    taog/^siofo'j-o'a)  j 

-Mang0'2sHi(a'3— o^V . 
+  tang^sin^—  a!*) 
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1 

&  =  —  sin(o,  — « 'J&inß'tcosß'scosß' 4 
-  s!n(a'4~ «ycos/J'jsin/J^cos/S^ 

=-  -Cos/S'scosß'acosß^  I    tangß  asin(o's—  a'A)\ 

+  taogß',sin(«'4--a',)|  . 
+  tang^8in(«V-«',)' 

Ferner  ist: 


—  erging, 

1 

P.  =  —  , 

P.  —  4-  0sin£'i 

l 

1 

1 

1 

1 

S4z=Ht3l; 

1\  —  Q  , 

7  3  =  —  T,  ,2Ä  , 

Nun  »vird  m,  mittelst  der  quadratischen  Gleichung 
0=  (5,7,+ Ji©,)«,iia 

+ (^s,  -     , + rtp,  -  p2  *, 
-(P.ä.+^p,), 
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oiler  tf,  mittelst  der  quadratischen  Gleichung 

-f  (5,5,  -  Q*Q>  +  P%  T>  -  T%P,)u , 

gefunden.   Hat  man  aber  m*  gesucht,  so  erhalt  man 

«i,   «3,  n4 

mittelst  der  Formeln : 

and  wenn  man  1%  gesucht  hat,  so  ergeben  sich 
Bitteist  der  Formeln: 

Zur  Berechnung  von 

*it3fe»*i'   x2,  ya,  i4;  «4,jr«,  s, 

ood 

4,    J«,   J3,  ^44; 
A*.  Ä,»t 


en  ganz  dieselben  Formeln  wie  im  vorhergehenden  Paragra- 
phen, die  wir  daher  hier  nicht  wiederholen  wollen,  sondern  uns 
auf  den  vorhergehenden  Paragraphen  zu  verweisen  begnügen. 


$.  10. 

Die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  wollen  wir  nun 
durch 

.     @.r  +  fy  +  ilx=0 
heidchoen.    Dann  kann  man,  wie  leicht  erhellen  wird, 

Q> — 2/i *2 — y%zx , 

■ 
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setzen.  Nun  ist  aber  bekanntlich 

Xl  =  —  Rx  C08Z/|—  Mj  COSOf',  COSß'x  , 

Vi  = —     sinL,—  ux  sina',  coaß\, 
ii  =  -ti,  sin^ 

und 

*s=  —  /?*cos  L2—U2  cosa'a  C08ß2', 
V*  =  —     sin!*— if2  sina'a  cos£'a , 
2a  =  — «asin£'a; 
also  nie  man  leicbt  findet: 

0  =   Rxu^8wLx  sin/?'a  —  /?2ttl  sinZ^  sin/?', 

(sin«/I  cos/J'i  sin/?'a— sin«'a  cos^sinftO 
=  ÄitiasinX^in^a-iS^i^sinl^sin^ 

+  tfjic^cos^!  GGsß  a  (sina'j  tang£'a—  sin«  't  tang^',), 

IC  ==  —  Rx    cosLA  sio^i  +  R^  cosL*  sin/*,' 

-  tf1aa(cosa/1  cos/f,  sin/*'a  —  cosa^  co^'jsin/f t) 
=  -  R^cos^  sin^+ÄjOj  cosZ^sin^ 

— tijMaCOsft  cos£'a  (coscfj'  lang^a—  cosa'a  tangft), 

tt =— Rx  R*  sin  (Li  -Z*) 

+  Rxu*  sin  (a'4-L, )  cos/V 
~  /?a  Ml  sin  (a'j  —La)  cosft ' 
— «i  t<asin  (o^  —     cosft '  cos/V- 

Die  Gleichung  der  Durchschoittslinie  der  Ebene  der 
bahn  mit  der  Ebene  der  xy  ist 

oder 
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Bexeichnen  wir  also  den  180°  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welchen  der  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  x  liegende 
Theii  der  Durchschnittstinie  der  Ebene  der  Cometenbahn  mit  der 
Ebene  der  xy  mit  dein  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einschliesst, 
durch  ö;  so  ist  nach  Jen  Principien  der  analytischen  Geometrie 
bekanntlich^  in  völliger  Allgemeinheit: 

tangG)=— ^ 

Bezeichnen  wir  fernenden  180°  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welchen  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  liegende 
Theil  der  Ebene  der  Cometenbahn  nach  der  Seite  hin,  aui  wel- 
cher der  positive  Theil  der  Axe  der  y  liegt,  mit  der  Ebene  der 
xy  einschliesst,  durch  t;  so  ist  nach  den  bekannten  Formeln  der 
analytischen  Geometrie: 

U* 

cosi»=0H(rB+Uf, 

also 
folgfich 

iia  U2  U2 

coti»  = 


oder 


Ö'HI2" <Ea(l+tangö2) -         +  cotö2) 

_   ua   ^  ii2 

(L2secö2     02cosecö2  ' 


U2  U2 

coti*=g2  sio  Ö1  =  gjcosd)*. 


AUo  ist 


coti  =  ±^sinö , 


und  weil  nuu 

(C  =  —  Öcotö,  U=±Öcosecöcott 
ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

x—y  cotö  db  scosec  öcot  i =0 

♦ 

oder 

■ 

arsinö  —  ycosö  ±  :coti  =  0 
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die  Gleichung  der  Ebene  Cometenbahn ,  wo  sich  nun  aber  fragt, 
wie  in  diesen  Gleichungen  die  Zeichen  zy  nehmen  sind,  worüber 
sich  auf  folgende  Art  eine  Bestimmung  geben  lässt. 

Man  nehme  den  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  je  lie- 
genden Theil  der  Durchschnittelinie  der  Ebene  der  ttsmetenbahn 
mit  der  Ebene  der  xy  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x' 
eines  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  in  der  Ebene  der  xy  ge- 
legten rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x"y",  und  den  po- 
sitiven Theil  der  Axe  der  v"  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x"  an  durch  den  rechten  Winkel 
\x" y")  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  yn  zu  ge- 
langen, nach  derselben  Seite  hin  bewegen  muss,  nach  welcher 
man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen  Dann  ist  nach  der 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coofdinaten  \\\  völliger  Allge- 
meinheit 

x~x"  cos  (d  —  y'"  sin  ö  , 
y  =  x"  sin  5  -f  y"  cos  ö ; 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  respective  mit  sin  ö, 
cosw  multiplicirt,  und  dann  die  zweite  von  der*ersten  abzieht: 

xsin«—  ycosö  =— y". 

Also  ist  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn 

» 

-y"db:cotf=0 

oder 

2  =  +  3r*"tang£ 

Dies  ist  natürlich  auch  die  Gleichung  der  Durchschnittslinie  der 
Ebene  der  Cometenbahn  mit  der  Ebene  der  y"z.  Nach  den  Pruv 
eipien  der  analytischen  Geometrie  ist  aber,  wie  durch  eine  ein- 
fache Betrachtung  sogleich  erhellen  wird,  die  Gleichung  dieser 
Durchschnittslinie 

i=y'rangioder  z  =  y"tang (180° -i), 

d.  i. 

z  =:y"  tangi  oder  i=— ytangi, 

jenachdem 

ö  <90°  oder  g>>90*> 


Digitized  by  Google 


185 

ist,  woraus  sich  auf  der  Stelle  ergiebt,  dass  man  in  deo  obigen 
(Gleichungen  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  muss,  je- 

ö<90°  oder  ö>  90° 


Man  kann  sich  aber  von  dem  doppelten  Zeichen  gauz  unab- 
hängig machen,  wenn  man,  wie  von  jetzt  an  geschehen  soll, 
unter  t  den  180°  nicht  ubersteigenden  Winkel  verstellt,  den  der  auf 
der  positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  liegende  Theil  der  Ebene 
(Jtr  Cometenbahu  mit  der  Ebene  der  xtj  nach  der  Seite  des  po- 
sitiven Theils  der  Axe  der  y"  hin  einschliesst.  Unter  dieser 
Voraussetzung  hat  man  nämlich,  wie  leicht  erhellen  wird,  für  i 
hn  Obigen  i  oder  180° — i  zu  setzen,  Jenachdem  5  <90°  oder 
ö>90°  wt.  Weil  nun  für  ö<90°  nach  dem  Vorhergehenden 

xsmtd — ycosö  +  :coti=0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  ist  und  t  für  i  ge- 
setzt werden  muss,  so  ist  auch  unter  der  neuen  nicksiebt  lieh  des 
Winkels  i  gemachten  Voraussetzung 

xs\n(d  — ^cosö  -f  2coti=0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn.  Für  ö  >  90°  ist  nach 
dem  Vorhergehenden 

tfSinÖ — ycosU  — icoti=  0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn ,  und  es  muss  jetzt 
18U°— i  für  i  gesetzt  werden ,  welches  wieder 

arsinÖ— ycosö  +  2coti*==0 

fär  die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  giebt.  Also  ist 
onter  der  neuen  rücksichtlich  des  Winkels  i  gemachten  Voraus- 
setzung immer 

xsinö—  geosu  -f-  zcott=0 

&  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn ,  und  folglich  nach 
dem  Obigen  unter  dieser  Voraussetzung  naturlich  auch  immer 

cott=^sinr5. 

Versteht  man  also  unter  i  den  180°  nicht  übersteigenden  Winkel, 
"eichen  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  liegende 
Tbeil  der  Ebene  der  Cometenbahn  mit  der  Ebene  der  xv  nach 
der  Seite  des  positiven  Theils  der  Axe  der  y"  hin  einschliesst, 
«o  hat  man  zur  Berechnung  der  JS0u  nicht  libersteigenden  Win- 
kel ö  und  i  die  beiden  folgenden  gar  keiner  Zweideutigkeit  unter- 
liegenden Formeln: 

Tbeil  XVII.  1» 
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tangü=-^,  cott=<gsinfi>. 

Wir  wollen  nun  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  den  Anfang 
eines  neuen  rechtwinkligen  Coordioatensystems  der  aJ"v,u^"  an- 
nehmen. Die  Ebene  der  Cometenbahn  soll  die  Ebene  der  xmyt,\ 
und  der  auf  der  positiven  Seite  der  Aze  der  x  liegende  Trieil 
der  Durchschnittslinie  der  Ebene  der  Cometenbahn  mit  der  Ebene 
der  xy  der  positive  Theil  der  Axe  der  x*  sein.  Die  positiven 
Theile  der  Axen  der  y'"  und  zm  sollen  so  angenommen  werden, 
dass  sie  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  liegen.  Dann 
haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten 
die  folgenden  Gleichungen: 

X=XmC08  (XX*)  -f  1/"  COsCxy")  -f  zf  COS^Z1"), 

y  =  xm  coaiyx")  +  ^cosiy^)  \-  zmcos(yim), 

x = x»  cos  (zxm)  +     cos  (zf)  +  2*cos  (izm) ; 

wo  es  nun  vorzuglich  auf  die  Bestimmung  der  neun  in  diesen 
Gleichungen  enthaltenen  Cosinusse  ankommt,  wozu  wir  auf  fol- 
gende Art  gelangen  können. 

Man  muss  zwei  Fälle ,  jenachdem  ö  <  90°  oder  ö  >  90°  ist, 
und  in  jedem  dieser  beiden  Fälle  wieder  zwei  Fälle ,  jenachdem 
i<90°  oder  i>90°  ist,  unterscheiden. 


Wenn  <•>  <90°  ist,  welchem  Falle  Taf.I.  Fig.  1.  entspricht,  und 
die  ersten  und  zweiten  Ausdrucke  in  den  Klammern  im  Nach- 
stehenden sich  immer  respective  auf  die  Fälle  t«^90°  und  t>iKT 
beziehen,  so  ergeben  sich  aus  der  Betrachtun?  der  Figur  und 
aus  den  Principien  der  sphärischen  Trigonometrie  leicht  die  fol- 
genden Ausdrücke: 


cos^x*")  =  coso) , 
co8(yxtv)  =  cos  (90°— ö)  =sinö , 
co8(2^)  =  cos90°=0; 

^cos(90°-|-ö)  cosi  > 
cos{xy  )~?c08(90o_„ö)cos(18oo_|-)5 


$  =  —  sinäcost  > 


(     -   kCOSOCOS? 

cos^)~«cos(180°— ö)cos(180°— 0 

,„     icos(90°-ö)cos(90°"-i)  i 
{*z  >—  *cos(90°  +  ö)cos(i-90V 

m     icos(180°— c5)cos(90°-0  * 
^2  }~  *cosöcos(t-90°;  ' 


f  =  C08  0COSI, 


COS 


cos 


=  +  sin«  sini , 


=  =Fcosö  sini, 
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Wenn  ö>  90°  ist,  welchem  Falle  Taf.  1.  Fig.  2.  entspricht,  und 
friedet  die  ersten  und  zweiten  Ausdrucke  in  den  Klammern  im 
Nachstehenden  sich  immer  respective  auf  die  Fälle  i<90°  und 
1^90°  beziehen,  so  ergehen  sich  eben  so  leicht  wie  vorher  aus 
iWr  Uetracbtung  der  Figur  und  den  Principien  der  sphärischen 
Trigonometrie  die  folgende  Ausdrucke: 


cos(^,/,)  =  cosü, 

cos  {yx'") = cos  (0—90°) s sinö) , 

cos(r^)=  cos(J0°=0; 

«WWW-  s  cos(270°— 5)  cosi  >  o. 

cos(*/  i-l^ip-w^wiXW-ip  — sinocosi, 


<»s(Mm)= Ls(l80<>-ö)cos(180°-i)*  =cosöcosi, 

/   jn,      S  COS  (90°—  i)  , 

^z^«  (cos(5-90O)cos(90o-0  | 

,  cos  (180°-ö)  cos(90°—  t) *  , 
co8(j/2  >  —  ?co»«5co« <•— 90°)  5  — 


cos(n-)=Jcog(18ÖO_.)(=±eos/. 


Hiernach  ist  also  allgemein,  nenn  man,  jenachdem  i<9U° 
oder  i>  90°  ist,  in  den  folgenden  Formeln  die  oberen  oder  um 
teren  Zeichen  nimmt: 

cos  (.ra/'O—cosö , 
cos(yxtu)  =rsinö , 
cos  (xar"')=0; 

cos  (xy"')  =—  sinö  cosi , 
cos  (yynf)  =  cosö  cosi , 
cos  (://")  =  sini; 

cos  (xzm)  2=  i  sinÖ  sini, 

cos(y:/'/)  =  :F  cosö  sini, 
cos(::w)  =  i:COsi; 

13* 
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also 

x=xM  cosö— sinö  cosi  ±  z"sinö  sini , 
y  =  a:'"  sinö  -f  y^cosö  cosi  ^  x^cosö  sini, 
x  =  y'sini + cosi. 

Für  2W,=0,  d.  h.  für  alle  in  der  Ebene  der  Cometenbaho 
liegende  Puukte,  also  naturlich  auch  für  alle  Punkte  der  Come- 
tenbahn  selbst,  ist  in  völliger  Allgemeinheit: 

x — x™  cosö  — sin  Ö  cos  i  , 
y=^sinö  cosö  cosi, 
r=ywsini. 

Bezeichnet  r  den  Vector  des  Cometen  zur  Zeit  t,  wo  sich 
der  Comet  in  dem  Punkte  (xtt,yM)  seiner  Bahn  befindet,  und  a 
den  von  diesem  Vector  mit  dem  positiven  Theile  der  Aze  der 
x"'  eingeschlossenen  Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x"1  an  durch  den  rechten  Winkel 
(xwy"')  hindurch  von  0  bis  360°  zahlt;  so  ist  in  völliger  Aüge 
meinheit : 

#"'  =  rcostt>,  y=rsinci>; 

also  nach  dem  Obigen 

a:  =  r  (cos  w  cosö  —  sin a>  sinö  cosi), 
y=r  (cos  oo  sinö  -f  sincocosöcosi), 
2=rsinw  sini. 

Die  Gleichungen  der  zur  Zeit  t  von  der  Erde  nach  dem  Co- 
meten gezogenen  Gesichtslinie  in  dem  Systeme  der  xyz  slad 
nach  §.  7.: 

RcosL  -\rx=z  cos«1  cotß', 
R  sinL  -f  y = z  si  n  ot*  cot/3' ; 

oder 

x  —  2  cos«'  cot/3*  :=  —  R  cosL , 
y  —  z  sina'  cot/3'  =  —  //  sinL. 

Daher  hat  man  nach  dem  Obigen  die  beiden  Gleichungen: 

•  * 

r  (cos©  cosö  —  sin©  sinö  cosi  —  cos«'  cotß'  sina>  sini) 

= — RcosL, 

r  (cosw  sinö  +  sin a  cosö  cosi  —  sina'  cotß'  sin a> sini) 

=  —  Rs'inL; 
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aus  denen 

cos(.L—  cäjcosi  -f  sm(L--e/)cot/3'  sint 
reos«  K       Cosi— sin(i? — ö)  cot0'rinl  ' 

p  sin(L— 5)  

rsinco        K  cosi  _  gin(^_ö)cot0'8jnt-  5 

also 

 sjn(L— 5)  

fang«  —  C0S(/^_ö)C0St-  +  sin  (Z,—«*)  cot/3'  sin  t 


oder 


cot       eost  cot  (L—o)  -f  sintcotg^g^g 


folgt;  and  för  r  hat  man  nach  dem  Obigen  die  Ausdrücke  : 

  R  cos(L — ö))cost  +  sin(Z>— crQcotft'sim 

r    ~~  cos  co         cost—  sin(«/—ö)  cotJpsini ~ 

R  sin(£— ö) 

M  ^^^M>    ^^^^        j  j  j   ,  ,  ,  -L  ■  _    _   1   -    -  ■  ii 

"  Bin  co    cosi  —  sin  (et* —  ö)  cot/3'  sint 

Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen 

r(cosco  cosö— sincösinöcost — cosa'cot/?sina>  sint) 

=  —  RcobL, 

■ 

r  (cosw  sin  ö  +  sin  co  cosÖcost  —  sina'  cot/3'  sinco  sint) 

= — RsiaL 

mit  sina',  die  zweite  mit  cosa',  und  zieht  dann  die  zweite  Glei- 
chung von  der  ersten  ab,  so  erhält  man: 

/j?8in(ct/— L)  

r       cos  cosi  n(o'—ö) — sincoco6tcos(c<'— ö) 

Weil 

cosD?sin(«'— 5)  —  sin»  costcos(a'--ö) 
= cos  w  sin  (o*— 5)  (cos  ^  £*-f  sin  g  t1)— sino»  cos(o/— 5)  (cos  ^i2  -  si  n^i2) 

=  sin(a/— 5—  cojcos^+sin  (a*— ö  +  co)  sin^»* 
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r 

ist,  so  ist  Auch 

r_  Äsin(o'-L) 


1  1 

8in(c/  —  ö  —  w)  cosgi1  -f  8in(o/— ü-fojsin^  i1 

Die  Formeln 

 sin(L — 5)  

^"S10—  cos  (L  -ö)cosi  +  sin(L-a')  cot/S'sini 

und 

, »  .  .     „  sin(/i— «r*) 

cota  =  cosi  cot  (L— ü)  +  sim  cot/S'  8in^_5j 

liefern  für  o  jederzeit  zwei  um  180°  von  einander  verschiedene 
Werthe.  Man  sieht  aber  sogleich  aus  den  vorhergehenden  för  r 
entwickelten  Ausdrücken,  dass  diese  beiden  Werthe  von  a>  för  r 
jederzeit  zwei  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefern: 
und  da  nun  r  »einer  Natur  nach  immer  positiv  sein  muss,  so 
kann  es  nie  zweifelhaft  sein,  welchen  der  beiden  Werthe  von  w 
man  in  jedem  Falle  zu  nehmen  hat 

Berechnet  man  die  beiden  Hülfcwinkel  v,  w  mitteist  der 
Formeln 

sin(L— oO  „ 
^S^cos^-Ö)^'' 

tangio=sin(a/-Q)  cot0' ; 

so  ist  nach  dem  Obigen: 

cos(e-r)cosw 
rco8ö,=  ~ÄC0S (L-Ö)  cos(t  +  «,)cost>  ' 


also 


und 


 tang  (L — G))cosr 

taogic--  cog(._r) 


_     cos(i— r)  custD 

r=  -  «eoi(£-«)  „OB(,-  +  ,p)coar . 

u  .  /r  cos«? 
r=-«s,n(£,-t>)ig<ocog(.  +  t|,)- 
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Wir  wollen  Dan  annehmen,  dass  man  die  den  bekanntlich 
nach  ihrer  Grosse  aufsteigend  geordneten  Zeiten 

•  U.  *  ** »  'a >  '4 

eotsprechenden  Werthe 

ajj ,  o)2 ,  C03 ,  (1)4 

des  vorher  im  Allgemeinen  durch  00  bezeichneten  Winkels  be- 
rechnet habe.   Dann  hat  man  die  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Es  sei  ö<90°,  i<90°. 
t.  Wenn  die  Winkel 

Cöj,   Ug,  0>3,  W4 

wachsen,  so  ist  der  Comet  rechtläufig,  und  ö  ist  die  heliocentri- 
fiche  Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 

- 

%  Wenn  die  Winkel 

abnehmen,  so  ist  der  Comet  ruckläufig,  und  ö  ist  die  heliocen- 
Irische  Länge  des  niedersteigenden  Knotens. 

II.  Es  sei  ö<90°,  i>90°. 

1.  Wenn  die  Winkel 

wachsen,  so  ist  der  Comet  rückläufig,  uud  ö  ist  die  heliozentri- 
sche Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 

2.  Wenn  die  Winkel 

aboehmen,  so  ist  der  Comet  rechtläufig,  und  Ö  ist  die  heliocen- 
Irische  Länge  des  nieder« teilenden  Knotens. 

III.  Es  sei  ö>90«,  t<90°. 
1.  Wenn  die  Winkel 

wachsen,  so  ist  der  Comet  rechtläufig,  und  ö  ist  die  helioccntri- 
sche  Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 
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2.  Wenn  die  Winkel 

abnehmen,  so  ist  der  Comet  rückläufig,  und  ö  ist  die  beliocen- 
trische  Länge  des  niedersteigenden  Knotens. 

IV.  Es  sei  ö  >  90°,  1  >  90°. 

1.  Wenn  die  Winkel 

wachsen,  so  ist  der  Comet  ruckläufig,  und  ö  ist  die  heliocentri- 
sche  Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 

2.  Wenn  die  Winkel 

abnehmen,  so  ist  der  Comet  rechtläufig,  und  ö  ist  die  heliocen- 
trische  Länge  des  niedersteigenden  Knotens. 


§  11. 

Die  Systeme  der  xyz  und  ary^  wollen  wir  jetzt  wieder  gaoi 
wie  vorher  in  §.  7.  annehmen.  Nun  werde  aber  die  von  dem 
Mittelpunkte  der  Sonne  nach  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Co« 
nieten  gezogene  gerade  Linie  als  der  positive  Theil  der  Axe  der 
xn  eines  in  der  Lbene  der  xy  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne 
gelegten  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xnyny  und  der 
positive  Theil  der  Axe  der  y"  so  angenommen,  dass  man  sich, 
um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x"  an  durch  den  rech- 
ten Winkel  (xn  yn)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y*  zu  gelangen,  nach  derselben  Seite  hin  bewegen  muss, 
nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  Hindurch 
zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen.  Dann  ist, 
wenn  jetzt  ö  die  heliocentrische  Länge  des  aufsteigenden  Kno- 
tens bezeichnet,  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dinaten: 

x  =x"  cos«  —  y"  sinö , 
y=;rVinö  +  y"cosö; 

also,  wie  man  leicht  findet: 

x"=  xco&ö  -f-ysinö , 
y"  =  — arsinoi  -+;/cos<5. 

Die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  in  dem  Systeme 
der  xyz  sei 
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<3x+Zg  +  Ui=0*), 

ood  t  sei  der  spitze  Neigungswinkel  der  Ebene  der  Cometenhahn 
iregeo  die  Ebene  der  xy9  d.  b.  gegen  die  Ebene  der  Ekliptik. 

Die  Gleichung  der  Durchschnitten  nie  der  Ebene  der  Coraeten- 
habn  mit  der  Ebene  der  xy  ist  also 

oder 

e 

folglich  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  offenbar 

tangö  =  -^. 

Feroer  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 
^  tt2  .  B^E2 


COt*  -^W"0?(l  +  tanSö«)  -ea(H-cot6)2) 


oder 


 tt1       _  tt» 

^iFsecö*  B2coseco>2 


U2  U2 

coti2= sin  ö2  =  ^jcosü2,  1 


cott  =  dk^^n(a>  > 


""d  «eil  nun 

C  =  —  ©cotö ,  tt  =  ±  Öcosecö  coti 

> 

wt.  m  ist  nach  dem  Obigen 

')  Wo  jeUt       %y  U  nicht   mehr   immer  <1<isselbc  bedeuten  wie 
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- 

x — y  cot  öS  ±  zcosecö  coti =0 

oder 

arsinö — #cosö  ±  z  coti =0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahii ,  wo  sich  nüu  aber 
wieder  frägt,  wie  in  diesen  Gleichungen  die  Zeichen  zu  nehraeq 
sind,  worüber  eich  auf  folgende  Art  eine  Entscheidung  geben 
lässt. 

Nach  dem  Obigen  ist  nämlich 

•rsinÖ  —  ycosc5= — y", 

was,  In  die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbabn  gesetzt,  die 
Gleichung 

-y  +  xcoti^O 

oder 

2  =  ±y  tangi  . 

giebt.  Nun  erbellelt  aber  leicht,  dass  unter  den  gemachten  Tor- 
aussetzungen, wenn  der  Comet  rechtläung  ist,  y"  und  z  stets 
gleiche,  wenn  dagegen  der  Comet  rückläufig  ist,  y"  und  z  stets 
ungleiche  Vorzeichen  haben,  woraus  sich,  da  t  spitz,  also  tangi 
positiv  ist,  mittelst  der  vorhergehenden  Gleichung  ergiebt,  dass 
man  in  den  obigen  Gleichungen  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nehmen  muss,  jenachdem  der  Comet  rechtläufig  oder  rückläufig  ist 

Wir  wollen  nun  den  Mitteliiunkt  der  Sonne  als  den  Anfang 
eines  neuen  in  der  Ebene  der  Coraetenbahn  liegenden  rechtwink- 
ligen Coordinatensystems  der  xmym,  und  die  von  dem  Mittel- 
punkte der  Sonne  nach  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Cometen 
gezogene  gerade  Linie  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  j:*, 
den  positiven  Theil  der  Alte  der  y,Äf  aber  so  annehmen,  dass 
man  sich,  um  von  dem  positiven  T  heile  der  Axe  der  x"'  durch 
den  rechten  Winkel  (x^y1*)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  yf"  zu  gelangen ,  in  demselben  Sinne  bewegen  muss, 
in  welchem  sich  der  Comet  in  der  Ebene  seiner  Bahn  bewegt. 
Dann  haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dinaten  für  Punkte  in  der  Ebene  der  Cometenbahii  die  folgen- 
den Gleichungen: 

x = x»  <^8(xx"r)  f  ym  cos  {xyD 

y=x"' co&iyx")  +ymcos(y*f), 

z = x"'  cos  (zx"t )  +  y  cos  (zi/") ; 

wo  es  nun  vorzüglich  auf  die  Bestimmung  der  sechs  in  »liefen 
Gleichungen  vorkommenden  Cosinus  ankommt,  wozu  wir  auf  fol- 
gende Art  gelangen  können,  indem  wir  bemerken,  dass  im  Nach- 
stehenden die  ersten  und  zweiten  Ausdrücke  in  den  Klammem 
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nicb  immer  aof  die  Fülle  der  Rech  Häufigkeit  und  Rückläuligkeit 
des  Comcteo  bezieben. 

Wenn 

0<ö  <90° 

ist,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  1*.  entspricht;  soist  nach  einer  blossen 
Betrachtung  der  Figur  und  den  Lehren  der  sphärischen  Trigono- 
tuetrie  i 

cos(a-ÄÄr)  =  cosö, 

cos  (yx")  =  cos  (90°-  S)  =sinö ; 

,    „,      tcos(90°  +  5)cosij         .  __  • 

COS  (xtf')  =  Jc<w^_ö)cos£5  =  T*.nUCOSf, 
x    iw*      leosöcost  i       .       —  . 

C08^=  U(180o-5)co8f}  =±c»8«— 
Wenn 

90o<ö<J80o 
*,  welchem  Falle  Taf.  L  Fig.  2*.  entspricht;  so  ist: 

cos  (xx"*)  =  coSÖ, 
cos(ya^)=cos(ö— 90°)=sioö;  . 

m  cosocost   

CM  <»»  >  =  Ua800-«3)co8^=±CO8ÖCO81'- 

Wenn 

180°<ö<270° 
wt,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  3*.  entspricht;  so  ist: 

cos(^) = cos(360°  -  ö)  =  cosö , 
cos  (^r"')=cos(ö  —90°) = sinö ; 

,    m.     (cos(27ö°-ö)costi     ^  .  _ 
cos(W")=  1  flA0'     .J  =+sincdcosi, 

^  9  '     (cos  (g)  —  U0°)  Cost * 

««.WM-  iCOS(3GO°"5)C08l'i-  +  cosöcosi 
cosö^T)-  fco»<ö-lW>)cosi .  ^-icosucosi. 


I 
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I 

Wenn 

27O*<ö<360° 

ist,  welchem  Falle  Taf.  1.  Fig.  4*.  entspricht;  so  ist: 

cos  (xxm)  =  cos  (360°— 5)  =:cosö  , 
cos  iyxat)  ~  cos  (460°— 5) =sinö  ; 


COS 


Also  ist,  wenn  man  nur  immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nimmt»  jenachdem  der  Comet  rechtläufig  oder  ruckläufig  ist,  in 
völliger  Allgemeinheit : 

cos  (xx™)  =  cosÖ ,  cos(ay)  =  T sinö  cost ; 
cos (^^)=sio5 ,  cos (yy")  =  ± cosö cost; 

und  daher  nach  dem  Obigen 

* =*"co8Ö  ^ysinö  cost, 
y = x"'  sinö  iy  cosö  cosi. 

Leicht  erbellet  aber,  dass  immer 

(zx™)  =  90°,  (zy'") =90° -i; 

also 

eos(xa:'")=0,  cos(zy"')  =  sini 

ist.  Also  ist  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen 
wie  vorher: 

x=xmco8<d  +  y"'s\no  cosi  , 

* 

y=xa/  sinö  -ty*  cosö  cost , 
z=ysine. 

Bezeichnen  wir  nun  durch  r  den  Vector  des  Cometen  zur  Zeit  U 
und  durch  co  den  von  diesem  Vector  mit  der  von  der  Sonne  nach  dem 
aufsteigenden  Knoten  des  Cometen  gezogenen  geraden  Linie  einge- 
schlossenen Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  der  in  Rede 
stehenden  geraden  Linie  an  im  Sinne  der  Bewegung  des  Co- 

Keten  in  der  Ebene  seiner  Bahn  von  0  bis  360°  zählen,  so  ist 
völliger  Allgemeinheit 

xw=rcoso),  yw  =  rsinwj 
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also  nach  dem  Vorhergehenden 

ar= r  (cosö  cos»  T  sinöcosi*  sin») , 

y = r  (sinö  cos»  £  cosö  cosi  sin  »  ) , 

z=rsintsin»; 

also,  weil  nach  dem  Obigen 

;r  sinö  —  ycosö  ±  *  coti =0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbabn  ist : 

cosö  sinö  cosoTsinö^cosi  sin»  \ 
-—cosö  sinö  cos» -f  cosö2  cost  sin»?  =  0> 

iz  cosi  sin» 

'n'e  es  sein  muss.  ' 

Nun  ist  aber  bekanntlich  nach  §.  7. 

RcosL  +  ;r=zcosa'  cot/S' , 
/VsinL  +y  =  2  sioer' cot/3' ; 

oder 

a; — z  coso*  cot/3' = —  RcosL , 

♦ 

y  —  isino/cot/J' = — /?sin£ ; 

also  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden  die  beiden  Gleichungen  : 

r(cosöcos£ü^FsinöcosisinM  —  coso'  cot/3'  siot  sin») 
=— ÄcosL, 

r(sinöcos  »  ±  cosö  cosisio»  —sin«'  cot/3'sint  sin») 
=  -Ä8inX; 


„  cos(I>— »)  cosi  ±  sin(L-^Q  cotff'  sint 
=~Ä         cosiT  sin(o'-ö)cot/3'sini  ' 

r  sin» = T  R         8ln  (L~ü)  . 

T     cos/+sin(«'— O)cotj9sint' 

« 

taog»=i  c08  (L^ö)  cösiishrfL-aOcot/S'slm' . 
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oder 

cota>=;fc  cosicot(//— ü)  +  sim  cotß j^J^ö) 

folgt;  und  för  r  hat  man  nach  dem  Vorhergebenden  die  Aus- 
drücke: 


R     cos(£— <■))  cosi  ± 
r""~"co8Cj  *        cosi  +  sin(a'— (ä)cotß'  siot 

_  _  R   sin(//—5)  

r ~~ sina  '  cosi  =F  sin («'  — ö) cot/3'  sim' 

Ob  man  od  zwischen  0  und  180°  oder  zwischen  180°  und  360° 
zu  nehmen  hat,  entscheidet  sich  leicht  und  durch  die  Rechnung 
selbst,  weil  für  die  beiden.  Werthe,  die  to  haben  kann,  die  vor- 
stehenden  Ausdrücke  für  r  offenbar  stets  Werthe  mit  entgegen* 
gesetzten  Vorzeichen  liefern,  r  aber  naturlich  seiner  Natur  nach 
nur  positiv  sein  kann. 

Berechnet  man  die  beiden  Hülfewinkel  e,  w  mittelst  der 
Formeln : 

tall^=sin(Z^Ö)Cot0' 

tangw = sin  (a' — $)cot/?' ; 

« 

so  ist  nach  dem  Obigen: 

„  C0S(t+v)C08lü 

r cosß,=  -  , 


cosw 


also 


und 


rsino)  =  T  ffsin(L-ö)  ~^f±  wj  J 


tang(L— ö)cosr 

tang<u  =  ;fc- —   , 

h  cos(t+r) 


ti    ^  cos(tTp)co8to 

T  =  K  COS  (  L  —  G>)  rr^  r  y 

v        '  cosw  cos  (i±u>)  cosr 

-r   r»    •    /  f      — \  COBtC 


sinwcos  (/+«>) 


In  diesen  Formeln  sind  immer  die  oberen  oder  die  unteren 
Zeichen  zu  nehmen ,  jenachdem  der  Comet  rechtläufig  oder  rm  l 
lau  Ii«  ist. 
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}•  »2. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  sich  der  Comet  in  einer  Parabel 
bewegt  habe,  und  bezeichnen  den  Winkel,  welchen  die  von  der 
Sonne  nach  seinem  Perihelium  gezogene  gerade  Linie  mit  der 
von  der  Sonne  nach  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Cometen  ge- 
zogenen geraden  Linie  einschliefst,  indem  wir  diesen  Winkel 
von  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  an  im  Sinne  der  Be- 
wegung des  Cometen  von  0°  bis  360°  zählen,  durch  &)  so  liefern 
die  den  Zeiten  Ut  ^t  '3»  £4  entsprechenden  vier  Beobachtungen 
des  Cometen  nach  der  Lehre  von  der  Parabel*)  die  vier  folgen- 
de» Gleichungen: 


*)  Mao  kann  die  nachher  gebrauchte  Gleichung  der  Parabel  auf 
ferchiedene  Arten,  z.  B.  auf  folgende 'Art  beweisen. 

Die  Gleichung  der  Parabel  in  Bezug  auf  dat  gewöhnliche  Coordi- 
nateiMjrstem  der  xy  ist  bekanntlich 

y*  —px. 

Nehmen  wir  nun  aber  den  Brennpunkt  alt  den  Anfangspunkt  einet  neuen 
dem  Systeme  der  xy  parallelen  Coordinatensy  stein  s  der  xxyx  an,  so  ist 

xz=±p+xx>  y—yx\ 

also  nach  dem  Obigen : 

Bezeichnen  wir  ferner  den  Vector  des  Punktes  durch  r,  und  den 

ron  denselben  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  jr,,  d.  h.  mit  dem 
der  beiden  von  dem  Brennpunkte  der  Parabel  ausgehenden  Theile  der 
Axe  derselben,  welcher  nicht  durch  den  Scheitel  der  Parabel  geht,  ein- 
geschlossenen, auf  gewöhnliche  Weise  von  0°  bis  360°  gezählten  Winkel 
durch  9;  so  ist  allgemein  s 

x,  =rcosm,  y,  =rsin7: ; 

Obigen 

r«  sin9>«=/?Q/?-f  rcoup^. 


folglich 


oder 


0 


r*  »\n<p%—pr  cosm  =zl-p J 


penaep  p2 

r*  : — \r  ==..-, 

pr.QBtp  \2  p*  p*c.6ktp* 
'süm^1  /  ~  4  sin«)*  +  4TinV~? 


d.  i. 
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als» 


,  weil 


i«t, 
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5P=r1|l+cos(e-»l)|, 

^=^{1+005(6—0,)}, 
^=^{1+008(0—^)}, 

^p  =  r4{l+cos(e-a)J}. 


^    pcosyx*_  /?' 
V    2sin9*J  ~4ain94 

2«iny«  -*sin9* 


p(l±co^) 
X    2«ing>«  ' 


1  „ 
2  //  cos  -  tp  \ 

+       t    2   1  (  +— 

»sin^cos-*  \  ub^9% 

2*  sin??»  i   P_ 

folgt.   Well  nun  aber  r  «einer  Natur  nach  eine  positive  Grösse  ist,  w 

P 


4sin^9* 


,i.V  -l-cM» 


r=  * 


2(1— cos?) 


gesetst  werden. 

Wir  wollen  nun  den  Brennpunkt  der  Parabel  dnreh  5  bezeichnen, 
und  von  demselben  aus  uns  eine  beliebige  gerade  Linie  SG  gezogen  den- 
ken.   Der  von  dem  Vector  r  mit  dieser  Linie  eingeschlossene  Winkel, 
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Aus  den  drei  ersten  Gleichungen  erhält  man  durch  Elimination 
von  p: 

rt  {l  +cos(0—ül)}=:r,{l+cos(ö— 0^)1=^(1 -|-cos(ö— 013), 

also 

- 

rÄ— rt  =riC0s(6— o>i)— racos(Ö— 1%) 

=  (ri  cos»,— racoso)a)cos©  +  (risinwj— r^slnö^Jsinö , 


indem  man  diesen  Winkel  von  der  Linie  SC  an  nach  derselben  Seite  hin, 
nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  uru  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  JCX  durch  den  rechten  Winkel  (x,  y{)  hindurch  zu  dem  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  yx  zu  gelangen,  von  0°  bis  360°  zählt .  sei  w, 
and  der  in  derauelben.  Sinne  von  der  Linie  S£  an  von  0°  bi«S60°  gezählte 
Winkel,  m  riehen  mit  dieser  Linie  der  positive Theil  der  Axe  drr  xx  oin- 
tchliesst,  sei  6;  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  einfachen  Betrachtung, 
das*  jederzeit  entweder 

9  =  w  —  9 

oter 

360°-  v  =  e  —  w 

aUo  entweder 
oder 

9  —  360° -f  (w— e)  , 

asd  daher  stets 

cos?  —  cos(w— 0) 

ist 

Also  ist  nach  dem  Obigen  allgemein 

r_  P 

2{l— co»(w— e)\ 


L— r{l_cog(w_ö)}5 


^=r|l-cos(»-«i)|. 

Bezeichnet  man  den  in  demselben  Sinne  wie  vorher  von  der  Linie 
SG  an  von  0  bis  360°  gezählten  Winkel,  welchen  die  von  dem  Brenn« 
pankte  nach  dem  Scheitel  der  Parabel  gezogene  gerade  Linie  mit  der 
Linie  SG  einschliesst,  durch  9,  so  ist  offenbar 

=  ±180°, 


9=0  +  180°, 

Theil  KTO.  14 
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und  hieraug 
folglich  allgemein 
daher  nach  dem  Obigen 

Weil 


0—cy  = 


co8(e—  oj)  =  —  co«(9— tu)  ; 


=    |l  +  CO«(0— («)}. 


Digitized  by  Google 


203 


Weil  nun 

sine*  +  cose«=l 
ist,  so  haben  wir  nach  dem  Vorhergebenden  die  Gleichung 
{r,  (rt— rt)cosoj|  +  r,(r3— rjcoso»,  -r-iifa— r^cosc»^* 

+  ra)  sino>i  +  r2  (rs-ri) ra(ri—  ra)  siocosl* 

={r|rt8in(o)| — a>3)  +       sin^— ©3)  +  r3ri  sin(<ö3—  <*>i)l*  , 

1 

—  arrt(ri-»i)(rt— fi)co»(«H— «a) 

—  2r8ri  (r3— r*)  fa— r4)cos  (05—0)1) 

=r,  V  sin(o>i - w,)* + r*»r3  Vin(a*--  o*)2 + r^Vm  (o>3-  -w, )» , 
-f2rirar3{   r^in  ((»!— «2)  sin(üv- 

+  r^sin^— a^Jain^— o>Ä)> , 
+  r38in(a>s~-o>i  sin  («b— 103)1 

oder 


in,  so  ist  aucli 


1  +  cot  (©-«>) = Scoalp-«)* 


*r=4rainl(e--«)*. 


14' 


204 

~  2ri  r*  ('i  -r3)  (r£— rs)  cos^  -  wj) 

■ 

-2^*-8  (TV-n)  (r8-r,)  cos  («*—  o*) 
—  2 r8 rj  (r3— r2)     — rjj  cos (o*— ml) 

—  r,ar£2sio  (coA  — oj^)4  -f  r2*rz*  8infa%— o*)2  -+  rs^r^sinfas  — a>j)* 
-f  2ri  r8  r8  {   ri  sin^— ©a)sin(ü)8— ü>jV 
+  r28in(6)2— oj3)sin(£ö1— cuA 
+  r8  810(0)3 — G)|)sin(cü2 — a^y 

uod  folglich: 

0=    ^V^d  +  cosCajj— cöt)*}  ' 
+  r4*rs2 11  +  cos  (o>8— w8)*| 
+  r32rls{l+cos(cKl-fi)1)*! 

(    rt  [l  -f6in(a)i  —  cdj)  sin  (wj— w,)] 
—  iTiVs  <  +  rj [1  +  8111(0)2  —  o>8) sin (a>|— ca*)] 
' -f-r8  [1-f-sin  (0)3— (»!)  sin  (a>8  ^-0)3)] 

-2rx  r^fa  -r8)  (fy-r8)  cos^— co*) 

—  2r8r8(r2— rj)(r3— r^cos  cöj) 

-  2r3  rt  (r8— r*)  (r,  -r*)  €05(015—  g>, ). 

Weil  nan  aber 

fri  ~r8)  (ra-r8)  =  r^— r8  (r,  +  ly- r8)  , 
(r*— r,)(r3—  r,)=V8—  rt  (r,  +  r8-r!), 
(r3  -  r»)  (rt  -r*)  =  r8ri  -  rt  (r8  +  rt — r*) 


ist,  so  ist 


0=±  r^U+coa^-o*)*} 
+Vr8«{H-cosK-iD8)«i 
l^r,*!!  +cos(oij— cd,)*! 
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rt  [1  +  sin  (wi-ca*)  sin  (a>3— wO] 
2riV8  {+  r*Ll  +  8Hi(«B-- a>3) sin  (wj— 
+  r9  [1  -f  sin  (wa— ■  «i)  8'm  («r~ 

— »Valv*— «"i  (rs+r,— n)}  cos  (cm— 

=    Vr^U -cos^-a*))* 
-f r32  r, 2  {1— cos  (fioj— 

f£  [I  —  C<»S(«|— tüfc)  -f  C0s(ül2  — W3)  —  COS((ö3— (Oi) 


4-sin(cD| — aia)  sin  (o% 

-f  r2  [1— cos(w3— w8)+co»(a)3—  o^)  —  cos^— c»^  -ir 
—     r*r3  ^  -f  sin  (eoj—cosJsinCwi — eo^)  A( 

+  r3[l-cos  (wj— o>i)+cos((»i— ^-cos^— w3)-| 

+  8in(a>s — tox)  sin(a>a—  to^) -1 

Es  ist  aber  überhaupt 

l— cos(j;— y)  +  cos  (jy— »)— cos(z-.*)  +sin  (i— y)sin(2— .r) 

■ 

=  I  ~  cos  (j:— +  cos  (#— z)  —  cos(z— ar) 
—  -cos  (y—z)  +  g cos  (2*—y-z). 

=  l  -  cos  (x-y)  —  cos<z— x)  +\  cos(y-i) 

+  ^cos(2jt— y— z) 

,             !                 «cos  2<y-z)*-l 
=  1  —2  cos  T2(y—  z)cos  j  (2or-v— z)  +  —  ^ 


•2cos?(*r— ; V~i)2— 1 
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1  11  1 

= cos  2fa  ~  2)Ä— 2  C08  2^~"2^  co*         y  -  *)  +  cos  2(2jt— y — z)2 


=  {«■'««  J(jf—*)  -  cos?  (fcr— y— x)}2 


==  4  sin  ?  (*  -  y)2  sin  ?  (z— *)2 , 


»lso 


2r 


0=   r1*r,*8in^(o»i—  «*)4 
+  ra*r3*  ein  ?(ajj—  g*)4 

+  rs2r,2sin  o^)4 

1  i 

rt  sin -K-w»)2  sin  -(ö,-©!)»! 

1  1 

i  rar3  <  +  r2  sio  2  ( — eo3 )«  sin  -  (o>i — j0>a)2f  » 


\  +  r8  sin  ?  (a>8— o>i  )*  sin  ^(a>a — ws)*  / 


oder 


1  J  1 

isin^o,—  a>,))  2  lein  |(afe-~tt|)i  * 


jsin?(a)8  —        2  (sin        -  c^), 2 

—2 


Vr4 

1  ...    .  .  1 


—  »s)l2 

-4 — v^"5   i — VÜ  3 


Uebcrhaupt  ist 
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=<**+ys-*4)i-4*y: 

= (*« + + »*-*•)• 

= (x  +  y  + 1)  O  +  y- 1)  (*  -f  +  *)  (*-»-*) 
=(*  +  y  +  *)  (*-»+*)  (*+y-rI> 

= -  (x+y + 1)  (-*+» + *)  -*+*>  (x+y-1)  • 

also  nach  dem  Obigen 

toj^-«»)  »m^«*-^  8'l"'i('"'~aHt) 
 Vn        +        Vr,—    +  Vr, 


toto|(-»--i>  «»lc»-i>  «'"-a^t-^j 
|  "vrT  !vS  Vr»  ' 


— e»i)  sin^(«>i— 


Win  J      -  «,)    sin  J  («*^>_  j , 

st  da»  folglich  mindestens  eine  der  vier  folgenden  Gleichungen 
erfüllt  sein  muss: 

•»■i  ("•-"»)    rtn|(-»-«H)     «iiijO*  — "»> 

*   •_   L.  ,  =^U, 

 +        Vra       +  Vrs 

v>2  Vr» 

sin?(a*—  wa)  8hr^--«i)  sin  ^(c»|-<»«)_^ 
 V*        +        Vr3  ' 

sin  5(0,-0)3)  sinh«*-»i) 

2  1    =0. 

 +        Vr4  Vr, 
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Dass  nie  zwei  dieser  Gleichungen  zugleich  Statt  finden  können 
wenn  nämlich,  was  wir  hier  voraussetzen  wollen,  keiner  der  drti 
T heile  auf,  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  verschwindet, 
erhellet  leicht ;  denn  aus  vier  Gleichungen  von  der  Form 

m 

P+Ö+Ä=0, 
P—Q—R=0, 
P-Q  +  Ä=0, 

erhält  man  überhaupt  die  folgenden  Combinationen  zu  zweien 
nebst  den  aus  denselben  durch  Addition  oder  Substraction  zu 
ziehenden  Folgerungen ; 

P+Q+Ä=0, 

P=0  ~ 
P  +  Q+Ä=0, 

Q=0 
P+C  +  /2  =  0, 

p+Q-R=Q; 

R=0 

P-Q-R  =  0, 

P—Q  +  R=0; 
Ä=0  

P+O  —  Ä  =  0; 
Q=0 

P-Q+Rz=0, 
P+0—  Ä  =  0: 

— p=ö  

Sollten  also  zwei  der  vier  obigen  Gleichungen  zugleich  Statt 
finden  können,  so  würde  immer  eine  der  drei  Grossen  P,  Q,  R 
verschwinden  müssen,  was  gegen  unsere  oben  gemachte  Voraus- 
setzung ist. 

Weil  also  von  den  vier  Gleichungen 
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MD^ca,-«,)  sin^(<ös  —  at)  sin^  (o*  — a>2) 
sin -(«^  —  «3)     siu^ö»,  —  oo,)  sm^»,-^) 


sin  -  (an  —  w3)    sin  -  (00,  —  io^)     sin  -  (©,  — 


+  — 77-  =0- 


Vr,  Vra  1  Vr3 

.1/  v      •  l/  v      •  X,  X 

sio  -  ( ax2  —  w3)     sin   (et),  —  », )    sin  -  (e^  —  ca2) 

— _  1_  0 . 

<fie  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  in  obiger  Reihenfolge 
**arch 

(l),  (11),  (III),  IV) 

Zeichnen  wollen»  immer  nur  eine  Statt  ßnden  kann,  so  kommt 
«jetzt  darauf  an,  sicher  entscheiden  zu  können,  welche  dieser 
«er  Gleichungen  in  jedem  einzelnen  Falle  wirklich  Statt  findet. 

Wir  wollen  bei  der  folgenden  Untersuchung  hierüber  die 
Sonne  durch  5,,  den  aufsteigenden  Knoten  des  Cometen  durch 
trod  die  den  Zeiten  <j,  ^  entsprechenden  Oerter  desselben 
»seiner  Bahn  durch  Cx ,  r%,  Cj  bezeichnen;  auch  wollen  wir 
der  Kürze  wegen  nur  den  für  die  vorliegende  Anwendung  allein 
Deutung  habenden  Fall  betrachten,  wenn  der  von  der  Sonne 
10»  nach  der  Seite  der  Parabel  hin  liegende  Winkel  C1&C3  nicht 
Rosset  als  180°  ist,  also  natürlich  auch  die  beiden  von  der  Sonne 
aoa  nach  der  Seite  der  Parabel  hin  liegenden  Winkel  (\SC^ 
ft$Q,  deren  Summe  dem  Winkel  CiSC^  gleich  ist,  180°  nicht 
"'»ersteigen. 

E«  sind  jetzt  zuvörderst  die-vier  in  Taf.I.Fig.  I..  Fig.  II.,  Fig.  III., 
f*  IV.  dargestellten  Fälle,  welche  rucksichtlich  der  Lage  der 
Linie  SK  gegen  die  drei  Vectoren  SCl9  SC&  SCS  offenbar  nur 
allein  eintreten  können,  zu  betrachten. 

In  dem  in  Taf.  1.  Fig.  I.  dargestellten  Falle  ist: 

— "Wj  —  KSC\ — KS(J*i 
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«>i— a>»  =  KSCt  -  KSCt 
=  -C\SCti 

also  entsprechen  den  vier  Gleichungen 

(I),  (II),  (Hl),  (IV) 

die  vier  folgenden  Gleichungen: 

singCiSQ  *m\(\SCz  sin?C,SCi 
sin?fVSC8    «in^SCi  sin 

sin^Sr,    sin^QÄCi  sin^St; 

.1  1  1 

sin  c^C^&Cs    sin^Ci^SCs  sinjCiÄGj 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  II.  dargestellten  Falle  ist: 

co,  -  01,=  (3600— tfSCi)-*,  SC* 
^360°-^^; 

also  entsprechen  den  vier  Gleichungen 

(I),  (II),  (III),  (IV) 

die  vier  folgenden  Gleichungen: 

sin  l^SCa      sin  \cv  SCZ    sin^  Cv  SC* 

sin  ICtSCt    sin  ? C\  SC8    sin*  C\ SC* 

  i  ,  o 
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sin               sin  \t\  sin  |ci  SC2 

Vri              Vr't  V3  ~~0, 

sin.^SCi     sin^SCi  sin^SC* 


Vi        '      Vi  Vs 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  III.  dargestellten  Falle  ist: 

wj— ü*=(36ö  '  -  KSCJ—KSC* 

=m°-c2sc3, 

(o$- — g>i  =  JfSCi— (360*  -  Ä  S(\) 

o), — a*=(300°  -  KSCJ  -  (360"-*  £6*) 

also  entsprechen  den  vier  Gleichungen : 

(I),  (II),  (III),  (IV) 
die  folgenden  Gleichungen : 

sin|ciSCi     sin^SCi  sin^ÄCi 

vT  vh  vi  ~0, 

sin^ÄC,     sin^SCg  sin^Sft 
— +       Vi      +      Vi- =0' 

sinJ^SCi    sin^SC,  sin^ÄQ 
Vi      +      V«     —      Vrs  =0* 

sin^SCi  •  sin  ^C,  SC,  sin^d-SC* 


Vi  Va       '  V3 

Iii  dem  in  Taf.  I.  Fig.  IV.  dargestellten  Falle  ist: 

«3-0)5  =  (360°  -  KSCJ—imo-KSC*) 
= — CiSCi, 

0)5-0),  =  (360°  -  ÄÄC)  -  (360"  -  KSCt ) 
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- 

^-^=(360°  —KSCl)—(dßö°—KSCt) 
=  —  CxSC*; 

also  entsprechen  den  vier  Gleichungen 

(1),  (II),  (III),  (IV) 
die  folgenden  Gleichungen : 

sin^SQ     sii^CiSCi  sin?Ct5Q 
VTj  Vi       +       Vi  ==0' 

sin^SC,      sii^CjSq,     sin  ^SG, 

vi    +     vi"  v3~^=0, 

sin^Sq,      8in?QÄCi     sin  SC; 

vi     +     v*    +    v,    =  • 

sinjQSCi    sin^ÄC,  sinJ^ÄQ 
VrJ  Vi  vä  =°' 

Man  sieht  hieraus,  dass  es  jetzt  nur  darauf  ankommt,  zo 
entscheiden,  welche  von  den  vier  Gleichungen: 

sin  \CtSCi    sin  ^SC,  sm^SC^ 
Vti      *      vi     +     V3  =°' 

sin^S€i     sin^SCi  siogQSC; 
Vrv       +      Vi  V*  ^ 

sin  ?CiSCi     sin^Sft     «in  |c,SC; 

"v,  vi     f     vi  =0, 

sin^-SQ      sin^SC,  sin^SC; 
Vr,  ~  Vi  V, 

die  richtige  ist. 

Weil  keiner  der  Winkel 

-  } 
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grosser  als  180°,  also  keiner  Winkel 
grösser  als  90°  ist,  so  sind 


aiojCiSCi,  sinJ^SC,,  sin-C^Ci 


positiv« 


ist  also  oflenbar  unstatthaft.  Daher  ist  bloss  noch  nöthig,  2u 
entscheiden,  welche  von  den  drei  Gleichungen 

1 

sin^ÄCi       sinJciSq,  sinJ^ÄQ 

+  —  T7^  =0, 


Vr8 


sin^SC,      sin^SC,  sin^SCi 


-=o, 


«in  Ic^Sd     sin^SC,  sin:*C^ 


Vra 


Vr, 


richtige  ist. 

Nun  ist  aber  bekanntlich: 


cosC|SCl=V±^W; 
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1 

Vr,  2V7vV^ 
sin^S^  V"fiC?--6v^ 

und  den  drei  obigen  Gleichungen  entsprechen  also  die  drei  fol- 
genden Gleichungen: 

V  q*Ci*-(ra-rs)*-  V*CiQ>Mri-rs)2+  ^  Q  Cia-(r1-rI)*=0, 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  der  Punkte 
in  dem  gewohnlichen  Coordinatensysteme  der  Parabel  durch 


so  ist 


also 


l 


ferner  ist: 


Ci  C,* = (I,  -y  «  +  (%-»/,)*; 
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il»  nach  dem  Vorhergehenden 

CtQ,l-(r,-rs)«=(ih-ih)», 

<W-(r,-r,)*  = 

Ct  Ci»-(i-,-r^»=(ij,-i^*; 

und  weil  nun  der  Pnnkt  Ct  in  der  Parabel  zwischen  C,  und  C, 
liegt,  m  ist  offenbar  immer 

„  >  >„ 

also  offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  nnd  tinteren  Zeichen  auf 


*-(r, -^=±(17,  : 


od« 


—  VC,  C,»-(r,  ^)«=T%  ±  % . 

VC,Ca>-(r1-rJ*=±iI,Tih; 
fcfalich,  wenn  man  diese  drei  Gleichungen  zu  einander  addirt: 

»eicbesalso  die  allein  richtige  von  den  drei  obigen  Gleichun- 
K«o  ist  Daher  ist  nach  dem  Obigen  auch  bloss  die  Gleichung 

1  t  1  ^ 

sin  -CjSC3      sin-C,  ÄC,       sin -CjSCj 

2  "  +  =rr  =0 


V, 


oder 


sinlCj^C,     »injC,*C     sin  ^C,  SC, 

-  +  -  - 


richtig. 

\  ergleicht  man  nun  die*  mit  dem  Obigen,  so  ergieht  sich 
Ngende«: 
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In  den  beiden  in  Taf.I.  Fig.  1.  und  Taf.  I.  Fig.  IV.  dargestellten 
Fällen  ist: 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  II.  dargestellten  Falle  ist: 
sin^O»*— «s)     sin^fo  — fl*)     sin|      -  0*9) 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  III.  dargestellten  Falle  ist: 

.1  .1  .1 

sin ^  (a>2  —  W3)    sin  ^(»3  —  W|)    sin-  (©1  —  w2) 


+  -^T7.  —77;  =0- 


Vi        '        W*  V's 

Wir  wollen  nun  die  Zeichen-Comhinationen  betrachten, 
rficksichtlich  der  Vorzeichen  der  den  Zeiten 

entsprechenden  geocentrischen  Breiten  des  Cometen  eintreten 
können,  wobei  wir  immer  die  Voraussetzung  festhalten,  dass  kei- 
ner der  Winkel 

C\C{s%,  C^SC^»  (JiSfJ^ 

grosser  als  180°  ist. 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  I.  dargestellten  Falle  können  offenbar nor 
die  folgenden  Zeichen  -  Combinationen  eintreten: 

+  +  + 

+  +  - 

+  

_  ' 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  IV.  dargestellten  Falle  können  offenbar  nur 
die  folgenden  Zeichen -Combinationen  eintreten: 

+  

+  +  ~ 
+    +  + 

In  dem  in  Taf.  I.Fig.  II.  dargestellten  Falle  kann  offenbar  nur  die 
folgende  Zeichen •  Combination  eintreten: 

-   +  +. 

In  dem  in  Taf.I.  Fig  III.  dargestellten  Falle  kann  offenbar  nor  die 
folgende  Zeichen -Combination  eintreten: 
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 4 

Dies,  mit  dem  Obigen  verglichen,  fährt  anmittelbar  zu  den 
folgenden  einfachen  Regeln: 

I.  Wenn  die  der  Zeit  tx  entsprechende  geocentri- 
sche  Breite  des  Cometen  negativ  ist,  und  die  den  Zei- 
ten <3  entsprechenden  geocentr ischen  Breiten  des- 
selben beide  positiv  sind,  so  ist 

sin^(»a— ©i)      sm|-(a),  — itog-fa  — 


Vi  Va  V', 

II.  Wenn  die  den  Zeiten  /,.  t.2  entsprechenden  geo- 
etotrischen  Breiten  des  Cometen  beide  negativ  sind, 
und  die  der  Zeit  l,  entsprechende  geocentrische 
Breite  desselben  positiv  ist,  so  ist 

— i  4-  —  -  — n. 

III.  In  allen  übrigen  Fällen  ist 

sini(w*  —  »3)     *™\  (»i  —  o?i)      sin^  (o,  —  w4) 
+   + 


So  wie  die  erste,  zweite,  dritte  Beobachtung  die  vorhergehende 
Weichung,  oder  vielmehr  eine  der  drei  vorhergehenden  Glei- 
Longen  gaben,  so  geben  die  zweite,  dritte,  vierte  Beobachtung 
«ae  ganz  ähnliche  Gleichung,  und  da  diese  beiden  Gleichungen 
f*ch  dem  Obigen  offenbar  bloss  die  beiden  unbekannten  Grössen 
ö,  i  enthalten,  so  kann  man  mittelst  derselben  diese  beiden  Grös- 
sen finden,  was  freilich  direct  nicht,  aber,  weil  man  nach  dem 
Obigen  Näherungswerthe  dieser  Grössen  schon  kennt,  durch  suc- 
<**we  Annäherung  leicht  möglich  ist. 

Hat  man  (•>  und  i  auf  diese  Weise  gefunden,  so  erhält  man 
8  mittelst  der  oben  für  sine?,  cosö,  tange?  entwickelten  Formeln, 
***  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  bedürfen  wird,  und  hierauf 
P  mittelst  einer  der  folgenden  Formeln : 

j^^ll  +  cosCe—  0^)}, 

/»^(l  +  cosCe-o,*)!, 

p  =  2/-8{l  +  cos(e-o)s)!, 

p=2/-4{l  +  cos(e3-a>4)) 

oder 

■ 
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,  /j=4rlCos^(0— <»,)*, 
/*  =  4r2  cos  ^  (Ö— «J» 
Jt/=4r3cosi(ö-  ß>8)* 

=  4r4cos  ^  (ö — w4  )*. 

Wie  man  die  übrigen  zur  vollständigen  Bestimmung  der  C* 
metenbabn  uoch  erforderlichen  Elemente  findet,  will  ich  hier  nicht 
weiter  erläutern,  weil  ich  dabei  nur  wiederholen  müsste,  was  man 
in  jedem  vollständigen  wissenschaftlichen  Hand-  oder  Lehrbuchs 
der  Astronomie  findet. 


§•  13. 

Um  das  Vorhergehende  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern, 
wähle  [ich  absichtlich  dasselbe  Beispiel,  dessen  sich  O Ibers  in 
der  in  der  Einleitung  angeführten  Sfchrift  zur  Erläuterung  seiner 
Methode  bedient  hat.  Dieses  Beispiel  betrifft  den  Cometen  von 
1769,  Nr.  80.  des  bekannten  Cometenverzeichnisses  von  OJber«. 
Da  aber  meine  Methode  vier  Beobachtungen  zum  Grunde  legt,  so 
füge  ich  den  drei  von  Olbers  aus  Pingres  Conie*togra- 

Khie  entlehnten  Beobachtungen  noch  eine  vierte  Beobachtung 
iuzu,  die  ich  aus  Lambert  s  Beiträgen  zum  Gebrauche 
der  Mathematik.  Thl.  III.  Berlin.  1772.  S.  270.  entlehne, 
uud  die  nach  Lambert  von  Messier  herrührt. 

»  i 

Nach  diesen  Beobachtungen  habe  ich  nun  in  meinen  Zeicbeu 

tt  =1769.  Sept.  4.14».  0".  0« 

<a=  -       •       8.  14.  0.  0 

e,=   -             12.  14.  0.  0 

U=   -             15.  16.  4L  40 

80°.  56'.  II" 
<V=10L    0,  54 
«3'=!24.  19.22 
a4'=t4Ü.    39.  21 

/V=-17«.  51'.  39* 
ß%'  =  -  22.     5.  2 

i 
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/V=-23°.  43'.  55" 
04'=— «    43.  44 

Lx  =  1620.  42'.  5W 
L,=;166.   35.  131 
L3  =  170.  29.  20 
L4=173.    31.  U 

log/?!  =  0,003132 
log  ßa= 0,002665 
logÄ3=0,002184 
logÄ4  =  0,001777 

Xa—  L*=-$>.  53'.  26" 

L3  =  -7.   47.  15 

L.2-X3  =—3.   53.  49 

L4— £4=  — 6.   55.  43 

/,3-L4=-3.     1.  54 

a,'-«3'=-23»  18'.  28 
«3'^o,'=+43.  23.  11 
=  — 20.    4.  43 

Oj'— 16°.  W.  59" 
+  39.  38.  27 
*2'-«3'=—  23.    18.  28 

«!'—!»=  -85°.  39"  20" 
La  =  -65.  34.  37 
L3=— 69.  28.  26 
«8/-La  =  -42.  16.  9 
«3/-L3=-46.  9.  58 
«4#— — 28.  49.  59 


logsin  (£|  -J^) =8,8315552» 
logsiD(L4-Lj)~  9,!319372n 
logSin(Lj-L3)=  8,8322667n 
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lo  gsi  nCL,— L4) = 9,08 1 4645;, 
logsin(L, -LJ = 8,7233561a 

logsin  (oj'  —«3 0  =  9,5973333« 
logsin(V-«iO=9,8369029 
logsinK'-a,')  =  9,5356853« 

logsin(«3'--<)=9,4490469« 
logsin«  -a^') =9,8048022 
logsinK'-o,')  =9,5973333» 


logsinfo  =9,9987503« 
logsin«- =  9,9592882« 
logsinfo'  = 9,9715136« 
logsiufo'  -Z*)  =  9,8277661« 
lngsin(V-Z*)=9,858146ö« 
logsin«— I*)  =9,6967708// 


log  tangft  '=9,5081746« 
log  tang/V  =  9,6082375« 
log  tangft '  =  9,6430917. 
log  tang/J«'  =9,6221120« 

logcosjS',  =9,9785477 
log  cos/V =9,9669084 
logcos&'  =  9,9616291 
logcosft'  =  9,9648926. 


Dies  sind  die  sammtlichen  Logarithmen,  welche  wir  im  Fol- 
genden bei  der  Berechnung  von  i^,  t^,  tij,,  nach  den  Formeln 
in  §.  8.  brauchen. 

logtang/V = 9,6082375, 
log  sinfo'—Z,) =9,6967708» 

0,3050083-1  num=  + 0,201841 
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Iogtang/J4'=9,622ll20„ 

logsiofo'-I*) =9,9715136, 

0,5936256—1  num  =  +  0,392307 
iV=— 0,190466*) 

JogiV=0/2798175-l« 
logsioCLj  — Lj) =8,8315552, 
logl=0,ll  13727-2 

log  tangjV^-  9,6082375» 
log  sin  (afl  —L^) = 9,9987503,, 

0,6069878—1  num  = +0,404565 

log  tangft'  =  9,5081746« 

logttnCaV— Lt) =9,9592882, 

0,4674628—1  num  =  + 0,293402 

2V=  +  ÖjTll63 

logiV=0,0459602-l 
loggin^  -L8)=9J319372» 

logI*=0,1778974-2» 

log  tang/V  =9,6430917» 

log  sin(<*, '— Z*)  =  9,9987503« 

0,6418420-1  num  =  +  0,438371 

log  tangft ' = 9,5081 746« 

log8in(«,'--i%)=9,8277661, 

0,3359407-1  num=: +0,216741 

iV=+ 0,221630 

log2V =0,3456285—1 

log  sin  (Lt—Ls)  =  8,7233561[ 

loglI=JKÖ689846-2 

log  tang/V=  9,6430917» 

log8in(a4'— I*) =9,6967708» 

0,3398625-1  num  = +0,218707 


•)  JV  ist  hier  ond  im  Folgenden  die  Summe'  der  beiden  darüber 
stehenden  Zahlen.  Hier  steht  die  eine  der  beiden  Zahlen  auf  der  vor- 
hergehenden Seite. 


Digitized  by  Google 


222 

log  tangj?4'  tp  «»6221 120« 

log  sin  (a9'—Lg)zz,\)tmU(j&n 

0,4802585—1  num  =  + 0,302175 

N=  -  0,083466 

logiV=0,9215200-2, 
logsin  (L4-LJ  =9,0814645 

logII»=a0Ö53845--2, 

■ 

logtai.g&<=9,6430917, 

logsin  (<V-L9)  =  9,9592882, 

0,6023799-1  nura  =  +  0,400295 

log  tangfo' = 9,6082375» 
log  sin  («3'— Lj =9,8277661» 

0,4360(136-1  num=  +  0&m 

iV= +0,127396 

log/V=0,105I523-l 

logsin^— 1^=8,831 5552» 

logIH=Ö,9367ö75-3» 

■ 

log  tangft,'  =9,6430917« 
log  sin  fo'-/»)=9,971513fti 

0,6146053-1  num  =  +  0.411723 

log  tangp,'  £s  9,6082375» 
log  sin  («3'— Z»,)  s  9,8581465, 

0,4603840-1  num  =  +  0292674 

iV= +0,119049 

logJV=0,0757258-I 
logsin(L,— L4) =8,7233561, 

log  111*  =  0,7990619^-3,  * 

logtangft  '=9,5081746, 
log  sin  («*'-a3')  =9,5973333, 

0,1055079-1  num  =  +  0, 127494* 

log  tang/V  =  9,608*2375, 
log  sin  fo'— «fc ') =9,8369029 

0,4451404-1,  num  =  -0,278702 
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log  tangft'=  9,6430917» 
log  sin  («!  '-<) = 9,5356853, 

0,1787770—1  nutn  =  +0,150030 

IV  ^—0,000-^3 

loglV=0,436162ö-4„ 

■ 

log  ta»g/V  = 9,6082375, 

log  sin(«8'— «4')  =  <M490469« 

0,0572844- 1  num  =  4  0,114099 

log  tang  ft, ' = 9,643091 7, 

log8in  («4'— «,')  =  9,8048022 

0,4478939-1,  num =-0.280475 

logtangft'=9,022112fti 

log  sin  («*'-«,')  =  9,5973333, 

0,2194453-1  «uni=  4  0465747 
IV*  =  -0,000629 

log  IV*  =0,7986506-4, 

Es  i*t  also  jetzt: 

log  II =0,0689846 -2 
log  1*= 0,1778974-2, 

log"  =  0,8910872-1,  0,778189 

logH*=0,0Ö2984Ö-2„ 
logl  =0,1113727—2 

log !£=0,89161 18-1.    1y=  ~  0.77U133 

log  IV  =  0,4361626— 4, 

log  1« =0,1778974-2» 

IV  *  IV 

^^=0,2582652  -2    p-  =  +  0,018125 

log  IV* = 0,7986506-4, 
log  I  =0,1113727—2 

iv*  iv* 

log  ~  =0,6872779-2,  Lp=- 0,048672 
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t  p= -0,778189 
II* 

Y  =  -  0,779133 
p-y  =  +  0,000944  log  =  0,9749720-4 


=  +0,018125 

IV* 

^-=- 0,048672 


IV  IV* 

pr--r=+ 0,066797  log =0,8247570 -2 


0,0749720-4 

0,8247570-2 
ÖJ5Ö2150-2 


log  I* =0,1778974—2« 
log  0=0,0689646-2 

10^11=0.1089128.    ^j*=  — 


logl= 0,1113727-2 
logU*=O0029845-2n 

^1^=0,0083882,,  jp=-l,283477 


log  IV  =0,4361626-4. 

log  11=0,0689846-2 

IV  IV 

log  (p=0,367178a-2n7r=-0Ä2;^K) 


logIV*= 0,7986506—4« 
log  II*  =0,0029845-2» 

log^  =0,7966661-2*^=  +0,062469 
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H 


I* 
II 

I 

II* 
1 

lP  = 


^#=- 1,283477 


-in =-0,001549  log=0,1900514-3„ 


IV 

II  = 
IV* 

II* 


-0,023200 
:  +  0,062469 


IV 

ir 


-^p  =  -0,086769  log =0,9332797-2,. 

0,1900514-3» 
0,9332792—2« 


-  X 


0,2567722-2 


logÄ,= 0,0026650 

0,1502150-2 
0,1528800—2 

0,1528800-2 

0,6902645-2. 
log** =0,4626185-1. 

log«,^  0,0021840 

0,25677-22—2 
0,2589562—2 

0,2589562—2 

0,7931843—2. 
log*,  =  0,4657719-1. 


logsin  (Xij — JL4) =8,723)3561. 

log  co8jV=  9,9669084 

0,6902645-2. 


-0,290145 


logsin  (Li  — £*) = 8,8315552« 

log  cogjV =9,9616291 

0,7931843-2„ 


,i3  =  -0,292262 


logÄ4=0,OOI7770  logÄ,=0,0026650 

>og  sin  (1^— 24) = 9,0814645«    log  sinf!*— =8,8322667« 

log  cos  0, '=9,9669084    '        log  cos/V = 9,9648926 

log  III* =0,7990819-3»  logll» =0,0029845-2. 

l=0,4626155- 1  „  0,8028088-4 
0,3118473-4« 
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0,3118473-4. 

0,8028068—4 
fogi^  =  0,5090385—1, 


i#4  =  — 0,322878 


logÄ,  =  0,0031320  log/?, 
logeln^— L3)  =  9,131937-2»   logsinfZ^— L3) 


logcoej33'=9,961629l 
^111=0,9367075-3, 

logtij  =0,4057719-1, 
0,4991777-4, 

0,4991777-4, 
0,9908958-4 
logtct  =0:5082819-1. 


log  cos/V 
logP 


0,0021840 
8332*2667, 
9,9785477 
1,177897 


0,9908958-4 


m,  =—  0,3223  16 


logß!  =0,0031320 

Iogua=0,462öl55— 1, 

log  sinZ,i=  9,4731705 

logsinjS1'  =  9!5^1460iL 
0,5140640-2 

logÄ, =0,0026650 

log«!  =0,5082819- 1„ 

log  sinl* =9,3652720 

logBioft'=9,4867223n 
0,3629412-2 

log  ux  =0,5082819-1« 

logM2  =0  4626155-l„ 

logsina^  9,9945433 

logcosft '=9,9785477 

loggin/V=9,575146Q, 

0,5191344-2. 

logti!  =0,5082819-1, 
logU2= 0,4626 155 — ln 
log  sin  a2'  =  9,9919245 
log  cos^s'= 9,9669084 
log  »id/V= 9,4*4)7223, 

0,4164526-2, 


num=-f  0,032664 


=  +0,023064 


mini  =-0,033047 


»  v 


=—0,026089 
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+  0,032664 
+  0,023064 
+  0,009600 

-0,033047 
—0,023447 

+  0,026089 
0=  + 0,002642 

log  0=0,4219328-3 

log  Rx  =0,0031320 
logt^O^GlöÖ-ln 
log  cos/.!  =9,9798978« 
^»^'=9,5751460» 

0,0207913-k  mim  =-^0> 104904 

log  Ä, =0,0026650 
log«!  =0,6082819—  )n 
log  cos  Z*= 9,9879982* 
log  sin/?/ =9,4867223» 

0;iW50674P2„  imm  =  -0,096754 

1   ■  ■  ■ 

log«1=0,508Ä19-l„ 

logti^ =0,4626155—1,     -  - 
logcosal'=9,1973657 
log  cos/V=9,9785477 

logsinj3>/=9,5751460,  - 

0,7219568-3,  nu  m  =  -  0,005272 

•    *  ■ 

log«,  =0,5082819—  U 

logiia =0,4626155—1, 
Iogcos«1'=9,28tl834n  ' 
logcos|V=  9,9669084 
log8in|V=9,4867223B 

0,70571 15-3  mim  =  +  0,005078 

# 

+  0,104904 
-  0,096754 
+  0,008150 

+  0,005272 

+  0,013422     ( ForUcttuM«     folgend*  Seite.) 
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+  0,013422 
+0,005078 

c=+o;oi85oo 

log(C=  0,2671717-2 


log/*!  =  0,0031320 
logJ?Ä= 0,0026650 
logsin  (I*-!*) = 8,8315552« 


logÄ^  0,0031320 

logu, =0,4626155— 1, 

log  sin  «-Zj)  =9,9446626« 

log  coajV= 9,9669084 

0,3773)&-l 

log  1^=0,0026650 

log»!  =0,5062819—1« 

log  sin  (^'—1*)= 9,9987503« 

log  cosft' =9,9785477 

0,4882449-1 

^=0,5082819-1« 
logu, =0,4626155—1« 
logsin  («i '-0,0=9,5356853« 
log  cosft' =9,9785477 
log  cos/Vm  9.9669084 

0,45-20388—2« 

+  0,068763 
+  0,23&107 


U 

log  II  - 


+  0,307170 

—0,307783 
-0,000613 

+  0,028316 
+0,027703 
0,4425268-2 


logB  =  0,4219328— 3 
logC=0,267J717-2 
log  tangö= 9,154761  J~ 


num  =  — 0,068763 


>i°.  4i'.  ir 


num  =  +  0,238-107 


nuni=+0,307783 


wum=— 0,028316 


ö  =  171«.  52'.  21" 
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log  sinö  =9,1503768 
logU =0,4425268—1 

9,6929036-2 

log© =04219328-3 
logcoti=10,1709708 


t=24<>.  ty.  9" 


§.  14. 

Wir  wollen  nun  auch  die  in  §.  9.  entwickelten  Formeln  auf 
den  vorhergehenden  Fall  anwenden.  Wir  brauchen  bei  der  Rech- 
nung die  folgenden  Grössen : 

tj  ,4=4,00000 

*,„  =  4.00000 

t8,4= 3,11227 

• 

log  t,  ,2=  0,6020600 
l°g  =0,6020600 
logt,* =0,4930773 

^7^=0,0031320 
log  ß,  =0,0026650 
log  Ä3  =  0,0021840 
log  Ä4=0,0017770 

logsinft  '=9,4867223« 

v  logaio/32'= 9,5751460» 

log  sinÄ' =9,6047-208» 
logainj?4'=9,5870047. 

log  cosft'= 9,9785477 
log  cos/V= 9,9669084 
logcosft'=9,9616291 
log  cos/V =9,964S926 

log  sin  (at  '-Xj ) = 9,9954987« 

log  sinfo'-I*) =9,9987503» 
log  sin  («!  '— £3) = 9,9999868« 
log  sin  («a' — Lx)  =9,94466*26« 
logsin  =9,9592882„ 
logsio  (a,'-Z*) =9,9715136» 
logsin  («»'— L4)  =  9,9794328„ 
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logsin  («j'- 
log  sin(<ib'- 
logsinCaa'- 
logsin«- 
logsin(<r4'- 
log  sin(a4'- 
logsin(or4'- 


=9,7929903» 
-Z^)= 9,8277061 „' 
-Z*)=9.868t465„ 
-Z,4)=9,87907S5„ 
La)=:9,«408477„ 
-I*) =9,6967708» 
-JL4)=9,7345257„ 


logsin«— atf: 
logsin  (cr^—cV) 

logsin«-«,'); 
logsin  (aj—cti'): 
logsin  (of4'— 


9,6356853« 
=  9,5973333,, 
:9^36^029 
:  9,4490469« 
:  9,8048022 


logsin  (^—1^)= $8315552. 
log  sin  (La-Zr3)=8£322667. 
log  sin  (L3  -£4)  =8,7233561. 

Mittelst  dieser  Data  ergiebt  sieb  nach  den  in  §.  9.  entwickel- 
ten Formeln: 


5  =—0,000149 

6  =-0,000402 
Ä  =-0,115465 
&'  =—0,104703 
&  =—0,076014 
B'  =—0.108732 

=—0,101496 
3^'= —0,092134 
K,  =-0,066574 
3^ '  =  —0,095544 
£  =  +  0,194299 
£  =  +  0,163607 
Ä  = +0,000220 
£  =  +  0,900491 

-0,000000 
^  =  -0,000155 
P,  =+0,000046 
^4= +0,000151 


log€>  =0,1731863-4« 
log  6'  =0,6042261-4. 
log  K  =0,0624504-1. 
logÄ'  =0,0199591— ln 
log*  =0,8808936-2^ 
logÄ'  =0,0363674-1, 
log»!  -0,0064489-1. 
logK,'= 0,9644199-2. 
logi,  =0,8233047-2. 
logÄ, ' = 0,9802034—2. 
log*  =0,2884706—1 
logi  =0,2138018-1 
log  Ä  =0,34242-27—4 
log-d  =0,6910815-4 

log  ^=0,7779071-5, 
log/^0,1912308— 4, 
log  P3= 0^599086-5 
^^4=0,1793721-4 
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=+0,867844 
</*=  +  0,502872 
Q,  =  +0,787348 
04= +  0,720579 

S,  =  +  0,777196 
X,=  + 0,509189 
&■  =+ 0,777196 
S4  -=  +  0,654428 


log^  =0,9384417—1 
log  ^=0,7014574-1 
log  Q3  =0,8961667-1 
Iog©4=0,8576816-1 

^=0,8906306-1 
log  £,=0,7068791—1 
log  S3  =0,8905306-1 
Iog54=0,8l58619-1 


logT,=0,9444827-4n 
log  7^  =  0,1841588-3» 
log  TV,  =0,9444827  -4« 
log  ^=0,2931415-3« 

«S*/1,  =-0,000448 

raQ3  =  -  0,001203 
$*T>  +  r20,  =  -0,001651 

+  S2S>  =  +  0,395739 
—  Q.2Q,  =  - 0,395935 

+  r2p3=~  0,000000 
-par3=- o,ooqooo 

S%SB—QtQ>  +  TtP.-PtT3 =-0,000196 

/»t&=-0,0001*I 
»^  =  +  0,000023 
P*S>  +«a/J,=- 0,000098 

Daher  ist  die  Gleichung,  aus  welcher       bestimmt  werden 
die  folgende: 

-0,001651. a,000196.u, +0,000098 = 0 , 


1651.«,«,  +  lÜ6.w»— 98=  0, 


106 

"»"»  +  1061  "* 


_  *--0 


wenn  wir 


■ 
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1651'  ''-I65T 


1*,«,+  Ott,— ©=U. 
Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 


Weil  wir  aber  aus  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  erlangten 
ersten  Näherung  schon  wissen ,  dass  ut  negativ  ist,  so  müsset 
wir,  da 

«,=_?a(i-V"i+!5 

offenbar  positiv  ist,  im  vorliegenden  Falle 

--}■(■+ 

setzen.  Setzt  man 

tangqp=  2V6 


*"  co&<p 

Mittelst  dieser  Formeln  habe  ich  gefunden: 

log  tit  =0,4915291-1, 
«,=—0,310119. 

Hieraus  ergiebt  sich  ferner: 

log.ft«, =0,4299708-1,       QLut  =r  -0,269135 

Pl  r= -0.000060 
Pt+Qttt,  ="=0,269195 

log.r1tt,=0,4360118-4        7>,=  +0,000273 

^=+0,777196 
St  {  7'lM2=  +0,777469 
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l«g(A  +  öi«,)= 0,4300670-1« 
log(S,  +  7>,)  =0,8906830-1 
log«,  =0,5393840—1« 
ttl  =-0,346245 

Die  vier  Theile  der  Grösse  Ö  und  ihre  Logarithmen  sind: 

+  0,034912  log  =  0,5429776— 2 

+  0,024777  log =0,3940433—2 

-  0,037945  log=0,5791501-  2« 

—  0,029955  ^=0,4764683-2« 

+  0,034912 

—0,024777 
+  0,010135 

—0,037945 
- 0,0278 J0 

+  0,029955 


Ö=  +  0,002145 
löge  =0,3314273— 3 

Die  vier  Theile  der  Grosse  (£  und  ihre  Logarithmen  sind  : 

-0,112126  leg =0,0497049-1«. 

^0,103937  log=0,0167695-l„ 

—0,006053  log  =  0,7819725-3« 

+  0,005831  log  =0,7657272-3 

+0,112120 

-  0,103937 
+  0,008189 

+  0,000053 
+0,014242 

+  0,005831 
£  =  +  0,020073 
log(T:=  0,3026123-2 

Die  vier  Theile  von  U  und  ihre  Logarithmen  sind: 

—0,068763  log =0,8373522-2« 

+0,254819  log  =  0,4062321-1 

+  0,330634  log=0,5193470-l 

-0,032513  log  =0,5120545  -2« 

Tbeil  XVII.  16 
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I 

1 0,0(58763 

f  0/254819 
-t-  0,323582 

-  0,330034 
-0,007052 

+  0,032513 
U  =  +0,025461 
log  U  =  0,4058755-2 

log  0  =  0,3314273-3 

log  C =0,3026123— 2 
log  taug  0=9,0288150«  0  =  173».  54'.  1",9 

log  sin  ö  =  9,025-2027 
?  +11465 
log  U=  0,4058755  -2 
97432224f=2 

logg  =  0,3314273— 3 
log  cot  t=10,1007974  t=  38°.24'.  35",  6 

Nach  dem  Verzeichnisse  von  O  Ibers  Nr.  80.,  wenn  wir  die 
von  ßessel  berechneten  Elemente  auswählen,  sind  die  richtigen 
Werthe  von  g>  und  i: 

0  =  175°.  3'.  59"        i=40°.  45'.  50" 

und  man  sieht  also,  wie  nahe  wir  durch  die  obige  auf  einer  gani 
directen,  gar  kein  Probiren  irgend  einer  Art  in  Anspruch  »eh 
menden  Rechnum*  beruhende  Näherung  schon  den  wanren  W«- 
then  von  o  und  i  gekommen  sind;  ja  ich  glaube,  dass  im  vorlie- 
genden Falle  die  Abweichungen  von  respe  ctive  1°.  9'.  57"  unJ 
2°.  2r.  14"  von  den  wahren  Dementen  mehr  auf  Rechnung  der 
zum  Grunde  gelegten  Beobachtungen  kommen,  als  der  angewand- 
ten Methode  zur  Last  fallen,  weil  ich  durch  weitere  Fortsetiung 
der  Rechnung  gefunden  habe,  dass  die  beiden  aus  $.  12.  bekann- 
ten Gleichungen,  durch  welche  die  Bewegung  des  Comete»  iu 
einer  Parabel  bedingt  wird,  schon  sehr  nahe  erfüllt  werden,  wenn 
man  für  o  und  i  ijjre  beiden  durdi'  die  obige  Näherungsnietbode 
gefundenen  Werthe  setzt.  Ich  will  aber,  um  die  Ausdehnung, 
welche  diese  Abhandlung  schon  gewonnen  hat,  nicht  noch  ro^r 
zu  vergrössern ,  die  weitere  Rechnung  nicht  mittheilen,  weil  die- 
selbe bei  Anwendung  der  im  Obigen  entwickelten  Formeln  nicht 
der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegen  kann.*)  Das  AnschhV 
sen  an  eine  Parabel  würde  nun  gewisserraaassen  die  dritte  Nabe 


•)  Weil  am  Sphlu*i  zufällig  noch  nicht  gut  anders  zu  benutzen«*' 
Raum  vorhanden  war  «o  habe  ich  die  betreffende  Rechnung  im  Anbaus 
doch  noch  mitgethcilt. 
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runj»  *ein,  wo  man  dann  endlich  zur  Ellipse  als  einer  Art  vierter 
Näherung,  wenigstens  bei  den  Cometeri,  ühergehen  könnte.  Soll 
ich  öbrieens  schliesslich  mein  eignes  Urtbeil  über  die  von  mir  in  dieser 
Abhandlung  entwickelte  neue  Methode  zur  Berechnung  der  Come- 
teobahnen  aussprechen ,  welches  sich  keineswegs  allein  auf  das 
oben  berechnete  Beispiel,  sondern  auch  noch  auf  manche  andere, 
uamentlich  über  ältere  Co  nieten  angestellte  Rechnungen  gründet,  so 
glaube  ich,  dass  dieselbe,  insofern  man  vier  gute  und 
scharf  reducirte  Beobachtungen  zum  Grunde  zu  legen 
im  Stande  ist,  allerdings  den  Namen  einer  völlig  directen,  nicht 
du  geringste  Probiren  in  Anspruch  nehmenden  Methode,  welche 
mao  bisher  noch'  nicht  besass,  verdient,  und  bei  geschickter  An- 
wendung zu  brauchbaren  Resultaten  führen  kann ;  sind  aber  die 
Beobachtungen  weniger  gut,  so  kann,  wie  ich  aus  verschiedenen 
Rechnungen,  die  jedoch  noch  einer  genaueren  Revision  bedürfen, 
für  jetzt  schliessen  muss,  diese  Methode  auch  zu  von  der  Wahr- 
B«it  bedeutend  abweichenden  Resultaten  führen,  welchen  Fehler 
die  Methode  von  O Ibers,  wenigstens  in   demselben  Maasse, 
wohl  nicht  hat,  wodurch  dieselbe  enen  für  die  praktische  An  wen-  „ 
dung  so  brauchbar  wird.     Welches  aber  auch    der  praktische 
Werth  der  von  mir  in  dieser  Abhandlung  entwickelten  neuen  Me- 
thode zur  Berechnung  der  Coinetenbahnen  sein  mag,  so  scheint 
mir  das  analytisch -geometrische  Interesse  derselben  doch  jeden- 
gross  genug  zu  sein,  um  ihre  Mittheilung  an  diesem  Orte 
zu  rechtfertigen ,  und  der  Vorzug  vor  anderen  Methoden,  dass  sie 
direct  ist  und  des  Probirens  gar  nicht  bedarf,  wird  ihr  aus- 
serdem nie  streitig  gemacht  werden  können}  auch  glaube  ich,  dass 
die  Anwendung  derselben  eine  recht  gute  Uebung  für  Anfanger 
in  astronomischen  Rechnungen  darzubieten  geeignet  ist,  bevor  die- 
*lben  zur  Berechnung  von  (-ometenbahnen  nach  anderen,  schon 
ei«  grössere  Uebung  im  astronomischen  Rechnen  voraussetzen- 
den Methoden  ubergehen,  indem  die  in  Rede  stehende  Methode  in 
der  That  gar  keine  andere  Uebung  im  Rechnen  voraussetzt,  als 
die,  welche  jeder  gut  vorbereitete  Anfänger  aus  der  Lehre  von 
den  Logarithmen  und  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
mitbringt.    Zugleich  bietet  endlich  diese  Methode,  wie  es  mir 
scheint,  eine  gute  Anwendung  der  Lehren  der  analytischen  Geo- 
metrie auf  einen  praktischen  Gegenstand  dar,  und  dürfte  daher 
auch  in  dieser  Beziehung  für  Anfänger  instruetiv,  und  der  weiteren 
Ausbildung  derselben  in  der  analytischen  Geometrie  förderlich 
sein,  die  durch  Anwendungen  von  rein  theoretischem  Interesse 
natürlich  zwar  auch,  aber,  wie  es  mir  immer  geschienen  hat,  doch 
»»cht  ganz  so  vollständig  wie  durch  Anwendungen  auf  Mechanik, 
Astronomie  und  andere  zugleich  das  praktische  Interesse  in  An- 
bruch nehmende  Theile  der  Mathematik  und  der  Naturwissen- 
schaften erlangt  iverden  kann. 


16* 
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Anhang. 

ö  =  173°.  54'.  2"        i  =  38°.  24'.  36" 

^  =  162°.  v42'.  5"      ai'~W>.  56'.  11" 

ö  =  173.  54.  2        0  =  173.  54.  2 
£,—0^—11.  11.  57  V— ö=— 92.  57.  51 

log  cotft'=  10,4918254,,  logcot/V  =  10,4918254, 

log  sin  (Lt  -«i ')  =  9,9954987       log  si n  (at '  —  ö) = '  9,9994186» 

20,4873241«  log  tangw  =  10,4912440 

log  008(^—0)=  9,9916503  w  =  72°.  7'.  0" 

log  tangt>  =  10,4956738«  i=38.  24.  2t) 

t>  = - 720.  iTt  w  ;  +  w  =1157306 

t=    38.  24.  36 
t— 1?  =  110.    41.  49 


log  cos  ü  =  9,4832308 
log  tang  (Z,,  -ö) = 9,2966438» 

18,7798746« 
log  cos(i— v)  =  9,5482972« 
logtangw,  =9,2315774 

o»!  =  189».  AW.  22' 


log  cos  w  ^9,48725 12 

log  sin      —  ö)  =  9,2882942, 
log     =  0,0031320 
0,7786774-i 
log  sine»!  =9,2253635. 

logcos(i +tr)  =9,5448655. 

0,7702290-2 

log  r,  =  0,0084484 
r,  =  1,019644 


ö=173°.  54'.  2"        i  =  38°.  24'.  36" 

/>Ä=166°.  35'.  31     ca'=101<\  0'.  54" 
(5-173.  54.    2       5  =  173.  54.  2 
Lt~ö=— 7.  18.  31  aa'-ü=— 72.53.  8 


log  cot/?,  '=10,3917625. 
log  sin(Ls— «„')  —  9,9592882 

20,3510507« 
log  cos  (L^ü)=z  9,9964571 
log  fangt;  =10,3545936« 
r  =  -66<>.  9'.  19" 

i  =    38.  24.  36 
i-t>=  104.  33.  55 


log  cot/5,'  =  10,3917625« 

log  sin  fo'  —  ö)  =  9,9803302» 
logtangw>  =  10;372Ö92r 
u;=66o.  59/.  51*. 
i  =  38.   24.  36 
i  +  u>  =105.  24  27 
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logcostr—  9,6066601 
log  tang  (I*— ö)  =  9, 10807% 

18,7147366,, 
log  cos  (i— r) =9,4005084, 
log  tang  <Ot=z  9,3142282 

«,=  191°.  38'.  58" 


log  cos  w  =  9,5919226 
log  sin  (L*  -  ö) =9, 1045336» 
|ogÄÄ=0,0026650 

O,6091212~2„ 
logsin  «.  =  9,3051862, 

log  cos  (i + v>) =9,4243626,, 

0,7295488—2 

logra=0,9695724-l 

r,  =0,932336 


ö=173°.  54'.  2" 

Lt  =  170°.  29'.  20" 

€5=173.  54.  2 
L»— ö=-3.  24.  42 

log  cot  ft' =10,3569083* 
log  sin  (L,  ~<r3')  =  9,8581465 

"20,2150548b 
log  cos  (L,  -  5)  =  9,9992296 

log  tang  0=10,2158252* 

i 

c  =  -58o.  41'.  4" 

i=    38.  24.  36 
i-v—    97.  5.  40 

log  cos  r=  9,7157954 
log  tang  (Lj— 5)  =  8,7753577, 

18,491 1531„ 
log  cos  (i-v)  =  9,0916941, 
log  tang  «,  =  9,3994590 

«»  =  1940  5/.  0" 


t  =  38°.  24'.  36" 

o3'=124°.  19'.  22" 

'  5  =  173.  54.  2 
a8'-ö  =  -49.34.  40 

log  cotft'= 10,3569083« 

Jogsin  (g3'-cj)  =  9,8815484, 
log  tang  w=10,2384567 

tc=59°.  59*.  38" 

i=38.   24.  36 
*  +  ic=98.  -24.  14 


logcosto=9,6(KK)502 

log  sin  (Lj — 5)  =  8,7745872„ 
log  Rz  =0,0021840 

0,4758214-2, 
log  sin  «8=9,3862008, 

log  cos  (t  +  w)  =  9,1647990, 

0,5509998-2 

logrg =0,9248215-1 

r3  =0,841049 
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ö  =  173°.  54'.  2"        i=38°.  24'  36" 

Z,4=173°.  31.  14  '   <  =  140°.  39'.  21" 

5  =  173.   64.    2      5  =  173.    54.  2 
£,4— ö=-0.  22.  48  a4'-ö=-33.  14.  41 

logcot04'=  10,3778880«  log  cot/V  =  10,3778880« 

logsiii(Z,4—  «4')  =  9,7345257      logsinfo'— ö)  =  9,7389518» 

20,1124137,  log  taug  w  =  10, 1168398 

logcos(L4-5)=  9,9999904  m>=52°.  36'.  5?' 

log  tangr  =  10,1 1*24233,  i  =  38.   24.  36 

t>=  —  52°.  20'.  4"  i+tc=91.     1.  33 

t=    38.  24.36, 
i-t>=    90.  44.40 

■ 


log  cos©  =  9,7800777 

logtang(L4— ö)=  7,82100551! » 

17,6077432» 
log  cos  (i—v)  =  8, 1 136974« 
logtaoga>4=  M94Ö458- 
a>4=197°.  19'.  26" 


log  cos  tc =9,7833005 

logsin  (Ii4-5)  =7,821655«. 
logg4= 0,0017770 
0,6Ö67334~3* 
log  sin  o»4  —  9,4738842a 

log  cos  (i+ w)  =8,25-21)307, 

0,7268149-3 

logr4=:0,8799185-l 

r4 =0,758435 


Es  ist  also: 


coi  =  189°.  40'.  22"  /,  =  1,019644 

wj  =  191.  38.  58  r*= 0,932330 

w,  =  194.    5.    0  r3  =  0,841049 

«4  =  197.  19.   26  r4=0,7! 


Weil  5>90°,  i<ÖO°  ist  und  die  Winkel  uly  w4,  cüj,  co4  wach- 
sen, so  ist  nach  §.  10.  III.  der  Comet  rechtläufig,  und  o>  ist  die 
heliocentrische  Länge  des  aufsteigenden  Knotens,  wie  auch  01- 
bers  a.  a.  O.  findet. 
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co^lKK».  40*.  22" 
a)*  =  191.  38.  58 
(03  =  194..  5.  0 

=  -2«  26'.  2"  ^(a>2-a>3)  =  -l°.  13'.  I" 

=  +  *  24.38  ^(o3-c»1)=+2.  12.19 

- 

oi-wa^-l.  58.36  * («>, -a,a)=-0.  59.18 


log  sin-  =  8,3271153» 

'  log  Vn  =0,0042242 

0,3228911-2« 

logsin^  (o*,— Wl)= 8,5852334 

log  Vra =0,9847862—1 
0,6004472-2 

l°g«n](c°i -(^=8,2367590« 

log  Vr3  =0,9624108—1 
0,2743482-2» 

-0,021033 
+  0,039852 


mim  = -0,021033 


num  =  + 0,039852 


num  =  — 0,018808 


+  0,0~i88l9 
—0,018808 


+  0,000011 

Dies  ist  der  Betrag  der  nach  §.  12.111.  hier  gültigen  Gleichung 

 1  i  _r  1  


=0. 


0)4-^  = 


w2^191<>.  38'.  58" 
(»3  =  194.     5.  0 
oj4  =  197.   19.  26 

-3°.  14'.  26"  ^(033-0)4) 
+  5.  40.   28      l(fi»4—  »2) 


- 1°.  37'.  13" 
+  2.   50.  14 


Diaitized 


(^-^=-2.26.2  1.  13.  1 


log  Hin  ?  (w,-^)  =  8,4514088« 

log  Vr2  —  0,9847862—1 
0,4666226-2« 

log  sin  |  (a>4—  (oJ  =8,6945931 


num  =  - 0,029284 


l°g  V""3  =  0,9624108-1 
0,7321823-2 


num=  + 0,053974 


1 


logsin a*)  =8,3271153,, 

log  W4 =0,9399592-1 
0,3871561 -2„ 


num=— 0,02438" 


-0,029284 

-1-0,053974 
+0,024690 

—0,024387 
+  0,000303 

Dies  ist  der  Betrag  der  nach  §.  12.  III.  hier  gültigen  Glei- 
chung 

sin  \  (cos  -  eo4)    sin  £(w4— w«)  sinhi»a-Oj) 

-+— ^  +  — Vr=  =0. 


Vr4 


Vr4 


Es  wurde  keine  Schwierigkeit  haben,  durch  die  bekannten 
Methoden  6  und  t  nun  so  zu  oestimmen,  dass  die  beiden  Glei- 
chungen 

1  1-1 
sin-(co9—  o*)     sin-(ws—  w,)     sin  -  - 

+  -Atz  +  — ^tz  =0, 


Vr2 


sin  ?  (a*  ~  <»4)    sin  ^  ((o4  —  ©>2)    sin  ►  (cd  2—  w3) 

+   —  +   -T  =*> 


genau  erfüllt  werden,  wobei  ich  mich  aber  jetzt  nicht  länger  au£  | 
halten  will,  da  es  mir  zunächst  nur  darauf  ankam,  die  Methode  zu 
zeigen  und  möglichst  deutlich  zu  erläutern. 
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V. 

Heber  die  von  Asymptotenchorden 

umhüllten  Curven- 

* 

Von 

- 

Herrn  0.  Hermann, 

Hülfslehrer  am  Gymnasium  zu  Wetzlar. 

(VergL  Tbl.  XIV.  Nr.  XXVII.  S.382.  Thl.  XVI.  Nr.  XV.  S.  179.) 

> 


Im  Folgenden  werden  nochmals  diejenigen  Curven  betrachtet, 
welche  von  den  Asymptotenchorden  gegebener  Kegelschnitte  in 
dem  Falle  nmbüllt  werden,  dass  der  entsprechende  Pol  sich 
ebenfalls  in  einem  Kegelschnitte  bewegt.  Das  Frühere  soll  hier* 
wtt  theüs  vollständiger ,  tbeils  richtiger  dargestellt  werden ;  doch 
*  es  gewiss  möglich  sein ,  ausser  den  hier  betrachteten  Fällen 
antfere  abzuleiten. 


Es  ist  bereits  bekannt,  dass,  wenn  die  Directrix  eine  Para- 
bel ist,  die  Urahüllungscurve  mit  ihr  zusammenfällt.  Indem  daher 
dieser  Fall  ausgeschlossen  wird,  lässt  sich 

als  einfachster  Ausdruck  der  Directrix  ansehen,  so  dass  man  sie 
auf  zugeordnete  Durchmesser  bezieht.  Für  den  Pol  x't  y'  ist  dann 

(y-y)a  +  «*-*0a=Ä 
die  Asymptotenchorde  und 

j:—  x' 


dx' 


Theil  \VII.  17 
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deren  erste  Differentialgleichung.  —  Die  Gleichung  der  Bahn  sei 
allgemein 

co'  :tf*  +  2a'*  Y  -f  ß'x*  +  2yy  +  IMV  +  *'=(>, 
ihre  erste  Differentialgleichung  demnach 

Setzt  man 

x  —  x'=t,    y-y'z=u,    0—0'=  m,    y+«?x+y'  =  p , 

«'y  +      +  ö*  =  </; 

so  hat  man  durch  Identificirung  der  beiden  Ausdrücke  fär  den 
ersten  Differential quotienten: 

ßt^q  —  a'u-ß't 
u  p—u—a't 

oder 

j3'<*) —mtu—qu  +  ßpt=zO, 

und  daher 

1)  u2  +  /5<*  — &  =  0  Gleichung  der  Asymptotenchorde ; 

• 

2)  n*  +  /?/«a-f2a^ii— 2pw— 2^+ea  =  0   die  Bahngleichung,  wo 

in  co  für  x'  und      *  uod  y  gesetzt  sind . 

3)  gi-^Jh-J^Jj-p, 

Die  Elimination  Ton  t  und  u  aus  diesen  drei  Gleich  ungeo 
wird  die  der  Umhüllungscurve  geben. 

*      Es  ist 

])— 2):  mf*— 2<r'<«  +  2/ni  +  V:=Ä  +  co, 
X(  l>-3)) :  2c'p<*  +  w^ii  +  gu  -  ft><= a'Ä; 

woraus 

_  mf»+2y<—  (fl-fco)  _  a'fl  -f  ßpt—  Ict'ßP 
Dies  gibt  die  Gleichung 
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Substituirt  man  aber  die  ersten  der  vorstehenden  Wertbe  von 
v  in  Gleichung  1),  so  resuttirt 

+  ^Aßpcr— a)-?G>)<  +  (&+*)»^4p*Ä = 0 , 

«o  dass  man  die  beiden  Gleichungen 

I.   ^  +  4ßf»  +  4a2  +  Z><+£=0, 

II.    AP+SBP  +  2d+D=0 

bt.  D.  ist  die  erste  Ableitung  von  I.,  welche  deshalb  zwei 
gleiche  Wurzeln  haben  muss. 

Durch  Elimination  von  t  aus  IL  und  I.  oder  aus  II.  und  I. 
-<XIL: 

B/3+2(f»+3Z>/+£=0 

- 

ergibt  sich  sodann  als  allgemeine  Gleichung  der  gesuchten  Um- 
hüIJuogscurve : 

[(2B*-2AQ@D*-2CE)-(AE-BD)*]* 
=[  {AE—  BD)  QAD-2BC)  +  @B*-2AC)  (3BE-2CD)] 
X[(AE-BD).QB  E-WD)  +  (3/^-2CE)(3^D  -2ÄC;] , 

eine  complicirte  Form,  worin 

A«?**^»,   B.mq-'la'ßp,    Citf+ßfP-ä*Sl-  %  (Ä  +  a>) , 

Z>:2<r>a— ?(&+»),  £:(£+»)*-«4/>»& 

ist  Durch  andere  Eliminationsweisen  kann  man  die  Curve  auch 
m  verschiedenen  anderen  Formen  darstellen,  wovon  noch  folgende 
hervorgehoben  werden  soll.  Die  Substitution  des  zweiten  Werthes 
'on  k  io  Gleichung  1)  gibt 

III.  AP+2Bfi+C*+2D,t+E'=0, 

wo 

C:qHßt*  . 

IT» 
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ist.    Bildet  man 

L  +  HI.  -2t  X  II. :  C(* + %D+IY)t +  0 , 

so  folgt 

Die  Substitution  dieses  Werthes  in  II.  gibt  als  Gleichung  de/ 
Urahüllungscurve : 

A[  ST(D+D')*-C(E+E')  -(D  +  Z>')]3 


Hat  man  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  als  Bahn 
und  Directrix,  so  ist  «'  =  0,  ß  =  ß';  daher 

oder,  wenn  man  die  Centrale  beider  Kegelschnitte  zur  Ordinaten 
axe  wählt,  so  dass  ö'  verschwindet: 

q=ßx;  A=0;  JS=0;  C=C=q*+ßp*  =  ß((y+ff+ß**)\ 

Die  Gleichung  der  Urahüllungscurve  in  ihrer  suletzt  aufee 
stellten  Form  reducirt  sich  nun  auf: 

2C[  V"Z>a-  C{E+E')  -  D]  +  CD  =  0 , 
Quadrirt  und  reducirt: 

* 


•)  Die  Gleichung  vereinfacht  «ich  durch  die  frühere  Annahme 
o'=0,  indem,-  wo  möglich,  diejenigen  zugeordneten  Durchmesser  der 
DirectrU  zu  Coordinatcnaxen  gewählt  werden,  welche  gleichzeitig  zu- 
geordneten Durchmessern  der  Bahn  parallel  sind. 
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Yf r(Ä+(o)a~4/i*Ä— ^  Ä]  -  </2(ß  +  ö>)2 

(*H 4fc,*)(Ä+w)*=  4  (?H4fo>»)Ä , 

(  Ä  +  «)*  =  4  [(y +/)»  +  /fcr*] .  Ä 
=4(o>  +  /*-6')&, 

4)  Ä-o)-2V^-f'.VÄ  =  0. 


Aber 


AJso  ist 


die  gesuchte  Umhüllungscurve,  ein  Kegelschnitt. 


Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  auch  fofgendermassen.  Unter 
den  obigen  Bedingungen  wird  IL: 

ACP  +  Wt+Ez=zO, 
D  .  >TD*—CE 

Weil  beide  Wurzelwerthe  gleich  sein  müssen,  ist  nun 

D*-CE=0 
*e  Gleichung  der  UmhüUungscurve. 
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was  sich  auf  , 

+  a>)*-4(/fcr*-f    +y/)2)Ä  =0 

reducirt,  d.  b.  auf  das  bereits  vorhin  Entwickelte. 

Die  Gleichung  des  Umhüllung- Kegelschnitts  lässt  sieb  auch 
schreiben : 

woraus  erhellt,  dass  sein  Mittelpunkt  auf  der  Axe  der  y9  d.  h. 
ebenfalls  aui  der  Centralen  von  Bahn  und  Direetrix  in  der  Ent- 

fernung  (£— £')<^r  vora  Mittelpunkte  letzterer  Kegt,  und  das«  auch 
er  hinsichtlich  der  Lage  mit  jenen  beiden  übereinstimmt.*) 

Sind  Bahn  und  Direetrix  Ellipsen,  also  ß  positiv  (*'  —  ist 

immer  2*0),   so  bedingt  das  Vorzeichen  von  t*  die  Natur  des 

Umhüllungs*  Kegelschnitts.  Da  aber  t1  das  Product  aus  den  bei- 
den Segmenten  ist,  welche  die  Bahn  auf  der  Centralen  bestimmt, 
so  ist  derselbe  eine  Hyperbel,  wenn  beide  von  gleichem  Vorzei- 
chen sind  oder  t'  positiv  ist,  eine  Ellipse,  wenn  sie  ungleiche 
Vorzeichen  haben. 

Schneidet  daher  die  Bahn-Ellipse  die  Centrale  in  zwei  zu  ver- 
schiedenen Seiten  des  Mittelpunktes  der  Directrix-Ellipse  liegen- 
den Punkten,  so  ist  die  Umhüllnngscurve  eiue  Ellipse;  liegen  sie 
aber  auf  derselben  Seite,  eine  Hyperbel;  geht  endlich  die  Bahn 
durch  den  Mittelpunkt  der  Direetrix  selbst,  so  verschwindet  i' 
und  die  Umbüllungscurve  geht  in  die  Parabel 

1 

7)    fr1***  +  s Yy  +  «/*  ~  4  «*=0 

oder 

über,  welche  die  Centrale  zum  Durchmesser  und  da,  wo  sie  von 
*  *.  h  der  Eolfernung  d„  ^ 

senaxe  parallele  Linie  zur  Tangente  bat.  Da  der  Mittelpunkt  der 
Bahn  von  dem  der  Direetrix  in  der  Entfernung  y^-y*  liegt  uml 


')    Hier  iit 
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för  die  Ellipse  ^  negativ  ist,  so  ist  die  Richtung  dieser  Parabel 

derjenigen  entgegengesetzt ,  in  welcher  man  von  letzterem  Mittel- 
punkte zum  ersteren  gelangt. 

Hat  man  hingegen  zwei  Hyperbeln-,  also  3  negativ,  so  muss 
es  sich  offenbar  folgendermassen  verhalten:  Wenn  die  Bahn  zu 
beiden  Seiten  des  Directrix-  Mittelpunkts  die  Centrale  schneidet, 
80  ist  die  Umhülluugscurve  eine  Hyperbel;  schneidet  sie  dieselbe 
aber  auf  einer  Seite,  eine  Ellipse.  Für  e'~0  unterscheidet  sich 
die  resultirende  Parabel  nur  durch  die  entgegengesetzte  Richtung 
von  der  vorbin  betrachteten. 

Sind  beide  Kegelschnitte  concentrisch  oder  y'  =  0,  so  ist  die 
Umbüllungscurve 

» 

ein  gleichartiger  und  ähnlicher  (eben  falls  concen Irischer)  Kegelschnitt. 

In  gerade  Linien  und  Punkt  kann  die  Curve  nach  Gleichung  0) 
nut  dann  degeneriren,  wenn        y^)(f+f')2  verschwindet  mit  der 

Bedingung  also  entweder  för  s' — y'a=:0  oder  für  t'=— f, 

nenn  die  Bahn  nicht  durch  den  Mittelpunkt  der  Directrix  geht: 

1)         y^  =  0. 

Für  ein  positives  ß  ist  die  Bahn  der  Punkt,  dessen  x—Q, 
5=—/,  d.  n.  der  Mittelpunkt,   auf  den  sie  sich  reducirt  hat; 

dann  ist  aus  6)  y=  ^  »     die  deichung  der  Umhüllungscurve, 

d.  h.  man  erhält  die  Asymptotenchorde  der  Bahn-Ellipse  für  die- 
sen Punkt  als  Pol.  Reducirt  sich  auch  die  Bahn  auf  einen  Punkt, 

ihren  Mittelpunkt,  so  ist  e=0,  y=~tf  die  bezügliche  Gleichung, 

wie  es  auch  nach  dem  Früheren  sein  muss,  weil  die  Asymptoten- 
chorde eioes  Punktes  die  seine  Verbindungslinie  mit  dem  Pole 
halbirende  Senkrechte  ist 

Für  ein  negatives  ß  ist  die  Bahn  ein  System  zweier  Geraden, 
d.  h.  die  Bahn  •  Hyperbel  reducirt  sich  auf  ihre  denen  der  Direc- 
trix parallele  Asymptoten.  Für  f=0  reducirt  sich  auch  die  Di- 
rectrix-Hyperbel  aut  ihre  Asymptoten.   Auch  dann  ist  die  Um- 

Düllungscurve  dieselbe  Gerade  y=-^7-  ,  d.  h.  die  Asymptoten. 

chorde  des  Bahnnuttelpunktes  oder  des  Punktes,  in  welchem  die 
beiden  Geraden,  welche  die  Bahn  bilden,  sich  schneiden.  Sie 
ist  dann  identisch  mit  der  gemeinschaftlichen  Chorde  von  Bahn 
nnd  Directrix,  was  auch  schon  vorhin  bei  der  Ellipse  der  F;»1I 
>var;  dies  erhellt  auch  aus  Gleichung  4),  welche  sich  aufÄ — oi=0 
reducirt  Ist  f=0  oder  hat  man  zwei  Systeme  paralleler  Geraden, 
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so  ist  ;y=—  sY  die  Gerade,  auf  welche  sich  die  Umhüllungscurve 

reducirt.  —  Alles  dieses  zeigt  sich  leicht  bei  der  Ausfuhrung  der 
bezüglichen  Constructionen,  weil  hier  für  keinen  anderen  Punkt  der 
Bahn,  als  den  Mittelpunkt,  eine  Asymptotenchorde  möglich  ist. 

2)  £'=-£. 

Unter  dieser  Bedingung  geht  Gleichung  6)  über  in 

i.y+/)2-r  t, y  *'=o. 

I 

ist  also  ein  Punkt  für  ein  negatives      ein  Geradensystem  für  ein 

positives,  da  e'  —  /a  immer  negativ  ist.  Da  aber  £'  = —  £  und  i 
stets  negativ  ist,  so  hat  man  einen  Punkt  für  ein  negatives  B,  ein 
Geradensystem  für  ein  positives.  Die  Bedingung  *  neisst 

aber  nichts  Anderes,  als  dass  die  gemeinschaftliche  Chorde  von 
Bahn  und  Directrix  zugleich  Polare  des  Bahn -Mittelpunktes  Air 
die  gegebene  Directrix  ist  oder  die  Punkte  verbindet,  in  welchen 
die  von  jenem  an  letztere  gezogenen  Tangenten  dieselbe  berüh- 
ren.  Es  ist  nämlich  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Chorde 

ß    M  =  o  == y*  +  ßx*  +  £  -  (y *  +  jfcr*  +  2/y  —  £ ) = 0 
=2£-2/y=0=.v-p=0; 

die  Chordale  des  Poles  ^=0,  y'  =  —  y'  för  die  Directrix 

f/»  +  fc*  +  £=0  * 

findet  sieh,  wenn  man  in  der  allgemeinen  Polargleichung 

<y + az'  +  r)jr + w + /s*'  -i-  d>  + yy + dv  +  £  -  o 

a=0,  y=0,   <$  =  0,    *'=0,  —  ?  setzt,  ebenfalls 

=— y'y  +  £  =  0  oder  y—~,  =0. 

Tritt  daher  dieser  Fall  ein,  so  reducirt  sich  für  zwei  ähnliche 
Ellipsen  die  Umhüllungscurve  auf  ein  System  zweier  Geraden,  d.h. 
auf  die  beiden  Tangenten  an  die  Bahn  in  den  Durchscbtiittspunk- 
ten  derselben  mit  der  Directrix.  Ausser  diesen  schneiden  sieb 
dann  auch  alle  anderen  Asymptotenchorden  in  einem  und  demsel- 
ben Punkte,  dem  Bahn -Mittelpunkte,  so,  dass  jene  beiden  Gera- 
den die  Grenze  bilden ,  über  welche  hinaus  nach  dem  Mittelpunkte 
der  Directrix  zu  keine  Asymptotenchorde  fällt.  Für  zwei  ähnliche 
Hyperbeln  stellt  die  Umhüllungscurve  unmittelbar  diesen  Bahn- 
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Mittelpunkt  vor;  es  findet  also  derselbe  Satz  auch  hier  Statt; 
doch  gibt  es  keine  Grenze  für  die  Lage  der  sich  in  ihm  schnei- 
denden Asyniptotencborden.  (Vergl.  die  Berichtigung  am  Schlüsse 
iles  vorigen  Aufsatzes). 


Für  den  speciellen  Fall  zweier  Kreise  gilt  das  für  die  Ellipsen 
bereits  Gezeigte.   Es  ist  dann 

■ 

Gleichung  der  Bahn :      »:  (y—y0)*-\        Ä2 , 
der  Directrix:  Ä:ya-f  x»=r*; 

ilso 

Die  Gleichung  der  Umhfiliungscurve  wird 

*')     (ß*-?oV+  Ä*^+ryo*'  (ß^+r*)]^ 


■•der 


fürjta=Ä. 

In  dem  oben  betrachteten  Falle,  wo  die  gemeinschaftliche 
f'horde  zugleich  Polare  des  Bahnmittelpunktes  ist,  schneiden  sich 
die  beiden  Kreise  rechtwinklig,  so  dass  3f02=ß*-fr*  ist.  Die 
Gleichung  der  Umhfiliungscurve  6')  reducirt  sich  dann  auf 

oder 

(3f-3fo)2-r***=0, 
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d.  h.  auf  das  System  der  beiden  Geraden 

y  +  ra?  — ty„=0  und         ivr— yo  =  0, 
die  sich  auch  schreiben  lassen  : 

^-f  *=1  und     —  —  =  1; 

r  t 

d.  h.  auf  die  beiden  vorhin  erwähnten  Tangenten,  und  alle  Asym* 
ptotenchorden  schneiden  sich  im  Bahnmittelpunkte  y=.Vo» 

Berühren  sich  die  beiden  Kreise  von  Aussen  oder  Innen*),  : 
so  ist  y0=Ä±r,  und  die  Gleichung  der  Umhüllungscurve  wird 

R(R±2r)y*-r*x*  +  2R(R±r)y  +  T*(R±r)*  +  r*=0. 

Sind  diese  Kreise  concentrisch ,  so  folgt 

also  ebenfalls  ein  concentrischer  Kreis  vom  Radius         - ,  w« 
auch  eine  leichte  Construction  zeigt. 


Ist  die  Bahn  eine  Hyperbel,  die  Directrixein  System  zweier 

ihren  Asymptoten  paralleler  Geraden  p=JtxV^—ßt  so  hat  man  ß 
negativ,  e=0.    Es  resuitirt  dann  als  Umhüllungscurve. 

6")    (y  +      +  |(£'-y^  +^=^=0. 

Die  Natur  der  Curve  erhellt  aus  dem  Vorhergehenden  und  e» 
ist  aus  6")  ersichtlich,  dass  ihr  Mittelpunkt  auch  der  Halbirungfr 
punkt  der  Centralen  ist.  Ist  «'=0,  d.  h.  geht  die  Hyperbel  durch 
den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Geraden,  so  geht  Gleichung:  5*) 
in  x  =  0  über  oder  die  Curve  redticirt  sich  auf  die  Centrale  selbst, 
mit  welcher  dann  alle  Asym ptotenchorden  parallel  sind. 

Sind  sie  concentrisch,  d.*h.  betrachtet  man  die  Asymptoten 
einer  Bahn-Hyperbel  als  Directrix,  so  ist  y'=0,  also 


")  wobei  natürlich  im  letzteren  Falle  die  Dircetrix  innerhalb  der 
Hahn  liegt  und  daher  dann  R^r  gedacht  werden  niuss. 
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die  Urahüllungscurve,  eine  der  Bahn  in  der  halben  Entfernung 
roo  den  Asymptoten  parallele  Hyperbel. 


Im  Allgemeinen  kann  man,  «renn  die  Directrix  ein  System 
rweicr  Geraden  ist,  dasselbe  zu  Coordinateuaxen  nehmen ,  so  dass 
nan  bat 

Die  Gleichung  der  Asymptotenchorde  des  Poles  x',  «'  findet  sich, 
k  dieselbe  nichts  anderes  ist,  als  die  Verbindungslinie  der  bei- 
den Punkte,  worin  ein  sich  im  gegebenen  Pole  schneidendes  dem 
obigen  paralleles  Geradensystem  es  schneidet,  wenn  man  die 
Gleichong 

(*-*0(y-.y)=0 
des  letzteren  von  Ä=0  abzieht,  also: 

iereo  erste  Differentialgleichung 

du   u 

dt  ~  ~~  t 

ist  Hieraus,  so  wie  aus  der  allgemeinen  Gleichung  cd'  der  Bahn  und 
deren  erster  Differentialgleichung  zieht  man  analog  dem  Früheren 
Gleichung 

«nd  bat  folglich : 

1)   tu-Sl=0,  wo 

■ 

2)   tP  +  ßP+Wtu-Vpu— 2r/f  +  co=0 

*r 

2)  n*+/3'**— 2jto-2o*  +  2«'ä  +  co=0; 
Substituirt   man    j-  für  u  in  2),  so  resultirt 
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I.  0'^-2ofH^-^ß<+Ä«:=O, 
wo  S=2a'&  +  ö>  ist. 
Ferner  ist  2)  -  3) : 

20'<*— 3oi-pu  +  Ä=0; 

■ 

macht  man  hier  dieselbe  Substitution,  so  folgt 

IL  2ß't*-3q(*+St-pSl=zO, 

welche  Gleichung  die  erste  Ableitung  von  I.  ist,  so  dass  die« 
zwei  gleiche  Wurzeln  bat. 

Sodann  ist  (Xll.  -2x1.: 

Fortgesetzte  Elimination  zwischen  II.  und  letzterer  Gleichung 
führt  zur  Gleichung  der  Umhüllungscurve  in  folgender  Form: 

4)    Sl(PP'-R*)*  =  (PQ'-QR)(P'Q-Q<R)t 

wo 

/*=2Ä— 3p», 

Q'=pS— 6p  Sl, 

ist. 


Besondere  Fälle. 

Ist  die  Buhn  ein«;  Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  einer  der 
Geraden  des  Systems  der  Directrix  und  zwar  der  als  Abscissen- 
axe  angenommenen  parallel  ist,  so  hat  man 

/r=0,  A=-3o*,  />=2S-3p»,  Q=qSy  Q'=pS-SqSlt  Ä=-f? 

und 

Dies  gibt  die  Umhüllungscurve 

=  (9oÄ -pS)  (S*—p*S~ZpqSl) 
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oder 

+2/y-|>2dV+E')  (2a/j:y-a^a:a+2(a/-o//)ar+€'— /*) 
-3«y+a')(3r+Ä'*+JOasy]. 

Ist  überdies  noch  £'=(),  y=0,  so  ist  die  Abscissenaxe 
>elbst  Asymptote  und  die  Ordinatenaxe  geht  durch  den  Mittel- 
punkt der  Bahnhyperbel.  Die  vorstehende  Gleichung  reducirt 
sich  auf 


Ist  die  Bahn  eine  auf  das  System  der  Directrix  als  zugeord- 
nete Durchmesser  bezogene  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  ist 

^=0,  /=0,  8  =0,  P=ßX2<»-Sß'x*),  P-^im-ty, 

"wl  man  erhält  als  Gleichung  der  Umhüllungscurve: 

W»[2c*-3(y* + 

der,  da  yM- «>--«'  ist: 

a>*(a>-&/)*=        90V**)  9«y), 

3£'o)»=8I/S^arV» 

a.b. 

ist  die  Kahn  ein  Kreis  vom  Radius  r,  die  Directrix  ein  Sy- 
rern zweier  auf  einander  senkrechter  Diameter  desselben,  also 
^=1,      — r&t  so  heisst  die  Umhüllungscurve: 


Digitized  by 


254 

:  »  «  * 

oder  für  den  Radius  1 :  • 

Ist  die  Hahn  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  demselben  Ra 
dius,  so  ist  die  Umhüllungscurve : 

3   

y* — x* = r* + 3  V  r^x1  iß 

oder 

Unter  einer  anderen  Form  ergeben  sich  dieselben  Curven  au! 
folgende  Weise. 

Die  drei  Gleichungen  1),  2),  3)  werden  in  unserem  Falle: 
1')  tu=:xi,, 

3')  u(u-y)=ß't(t-a:). 
Substituirt  man  aus   1)   n=^  in  3),  so  resultirt: 


"f^f" 1f)=ß't(t-z), 
xy\x—t)  —  -  ß't*(t-x), 

3 


* 

Dies  in  2)  substituirt,  gibt: 

(y  +  ST Fj2*)Hß'(*+  )f^f)* +'=0, 
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oder  bei  Ausziehung  der  Kubikwurzel: 

6)   yr+/J'*a*  +  e'l=Ö; 

was  mau  auch,  von  der  Bahngleichung  cPy2  +6ajra=fi2^2  aus- 
gehend , 

schreiben  kann.  Für  den  Fall  des  Kreises  stellt  sieb  die  Curve 
'm  der  Form 

y\  +  a*=r;  **) 

dar.  Ohne  Schwierigkeit  lässt  sich  jedoch  die  zuletzt  gefundene 
Form  auf  die  erste  in  5)  zurückführen.  Man  hat  zu  diesem  Ende 
die  Gleichung  6)  bloss  zu  schreiben: 

yt  +  ^l  =  —  *'\ 

und  wieder  in  die  dritte  Potenz  zu  erheben  ,*  wodurch  man  natür- 
lich wieder  zu  der  Gleichung 

> 

»  »  

y2  +      +  e + 3  [y  V ß'yx*  +x  V  ß^x*]  =0 

gelangt,  von  welcher  man  ausgegangen  war.  Es  ist  aber 
und  da  jetzt  aus  Gleichung  6)  bekannt  ist,  dass 


*)  Die  Curve  steht  so  der  Hahn-Evolute  in  Affinität  und  wird  ihr 
identisch  für  a*Tb*  =.a%b% ,  ni.s.  Magnus  Sammlung  von  Aufgaben  etc. 
S.  404. 

*')  Es  Ut  klar,  dass  die  Diagonalen  der  Rechtecke,  welche  man 
dadurch  erhält,  du*  man  von  einem  Punkte  der  Kreisperipherie  Perpen- 
dikel auf  die  beiden  gegeneinander  senkrechten  Durchmesser  fallt,  d.  h. 
die  ia  Rede  stehenden  Asyniptotenchorden ,  gleich  dem  Radius  des  Krei- 
de« tind.  Dieselbe  Curve  wird  also  resultiren ,  wenn  man  eine  gerade 
Unit  von  der  Länge  des  Radin«  des  gegebenen  Kreises  so  bewegt,  da«s 
ihre  Endpunkte  auf  den  beiden  Durchmessern  bleiben.  Sie  ist  die  Hypo~ 
ejrioide,  in  welcher  der  Radius  des  erzeugenden  Kreises  =J.  von  dem 
de«  festen  ist ;  m.  s.  Magnus  S.  444. 

Aehnliche  Beziehungen  lassen  sich  anch  bei  der  allgemeinen  Cnrve 
«0  tn  den  rndii  vectores  der  Bahn  aufstellen. 
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-VT', 

80  hat  man  1 

i 

und  daher  wieder  die  frühere  Gleichung  5). 

3 

■ 

] 

Hat  man  eine  Parabel,  welche  auf  das  System  der  Directrii  J 
als  zugeordnete  Durchmesser  bezogen,  deren  Gleichung  also 

ist ,  so  ist 

«  =0,  /^=0,  y'=0,  £'=0,  »ztf+Wx,  p:y9  q:8',  Sza; 

J*=2c»  — 3ya   oder  4<5'x— y«, 
#  =      oder  <5'(y*  +  2d\r) , 
Q'=yo>~6d'Ä  oder  yfo*-^'*), 

- 

Die  Gleichung  der  Umhfillungscurve  ist  demnach 

i 

reducirt: 

eine  auf  dasselbe  System  der  Directrix  bezogene ,  der  Bahnpara- 
bei  entgegengesetzte  Parabel  mit  dem  Tierfachen  Parameter  der 
selben. 


Digitized  by  Google 


257 


Zorn  Schlüsse  soll  noch  die  Umhiillungscurve  der  Bahnpara 
kel,  zu  welcher  die  beide o  Geraden  des  Systems  der  Directrix  Tan- 
genten sind,    betrachtet  werden.   Bezeichnen  a  und  b  die  Seg- 
Benfe,  welche  die  Babnparabel  auf  den  beiden  Tangenten  bestimmt, 
\>  ist  ihre  Gleichung  bekanntlich 


r 


d 


der  Gleichung  /u  — xy=0  der  Asymptotenchorde  fol^'t 


wi  das*  also 


du  M 
df~"  t* 


ti*  _  q(y— u) 
(*  —  b(x—t) 


ist  Substitulrt  man  -j  fiir  u  in  letztere  Gleichung,  so  resultirt 
t\  —  bt'   x-t  ' 

a&u  a 

■ 

jlMe  Gleichung  der  Umbüllungscurve  ist  demnach 

Theil  WII.  18 
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v«(i^rs)«+v^i+V"s)i-i. 

Quadrirt: 

Hieraus  die  Kubikwurzel  gezogen: 


welche  Gleichung  sich  von  der  der  Bahoparabel  durch  die  Kubik- 
wurzeln statt  der  Quadratwurzeln  unterscheidet.  Pie  Curve  hat 
dieselben  beiden  Tangenten  und  Tangentialpunkte ,  was  übrigens 
schon  aus  der  allgemeinen  früher  dargethanen  und  bei  allen  obi- 
gen Fällen  ersichtlichen  Eigenschaft  der  Umhüll ungscurven  hervor- 
geht, dass  sie  durch  die  Durchschnittsnunkte  der  Bahn  mit  der 
f)irectrix  gehen,  resp.  in  denselben  Punkten  berühren. 
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VI. 

Heber  die  Nfeper'sehen  und  ©aus- 
sehen Gleichungen  in  der  sphärischen 

Trigonometrie« 

■i 

dem  Herausgeber. 


1 


Als  ich  die  in  dem  Aufsätze  TM.  XVI.  Nr.  XVI.  mitget  heilte 
einfache  Herleitung  der  drei  ersten  Systeme  von  Grundformeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  gefunden  hatte,  lag  der  Wunsch 
sehr  nahe,  eine  eben  so  leichte  Herleitung  des  vierten  und  fünf- 
ten  Svstems  von  Grundformeln  der  genannten  Wissenschaft,  näm- 
lich der  nach  Neper  und  Gauss  benannten  Gleichungen,  zu 
besitzen,  da  alle  bis  jetzt  —  wenigstens  mir  —  bekannten  Her- 
leitungen  dieser  Formeln  keineswegs  so  einfach  und  leicht  sind, 
wie  man  im  Interesse  des  mathematischen  Unterrichts  wünschen 
mochte,  und  mancherlei  zum  Theil  ziemlich  künstliche  Verwand- 
longen in  Anspruch  nehmen.  Meine  ersten  in  dieser  Beziehung 
angestellten  Versuche  hatten  jedoch  nicht  den  gewünschten  Erfolg, 
und  ich  legte  die  Sache  wieder  bei  Seite.  Eine  gelegentliche 
Unterhaltung  mit  einem  geschickten  Gymnasiallehrer  der  Mathe- 
matik, in  welcher  derselbe  meiner  früheren  Bemühungen  mit 
freundlicher  Anerkennung  gedachte,  und  bemerkte,  dass  auch  ihm, 
insbesondere  bei  dem  Privatunterrichte  von  Leuten,  die  sich  auf 
praktische  Staatsprüfungen  vorbereiteten,  —  da  ja  wenigstens  auf 
preußischen  Gymnasien  die  sphärische  Trigonometrie  nicht  mehr 
das  Glück  hat,  in  den  Kreis  des  mathematischen  Unterrichts  ge- 
zogen zu  werden,  —  die  Neper'scben  und  Gauss'schen  Gleichu» 

18' 
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gen  immer  Schwierigkeiten  gemacht  hätten,  ja  dass  er  sich,  um 
seinen  Schülern  völlig  verständlich  zu* werden  und  dieselben  tüch- 
tig zu  machen,  die  Prüfung  auch  in  der  sphärischen  Trigono- 
metrie mit  Glück  bestehen  zu  können,  bei  dem  Beweise  der  ge- 
dachten Gleichungen  oder  Analogieen  zu  einer  Art  Ton  Schema 
seine  Zuflucht  zu  nehmen  genothigt  gesehen  habe,  brachte  mir 
vor  einigen  Tagen  diesen  Gegenstand  wieder  in  Erinnerung,  und 
ich  war, —  wie  ich  wenigstens  hoffe,  —  so  glücklich,  diesmal  eine 
Beweisart  zu  finden,  die  ich  für  so  höchst  einfach  und  leicht  halte,  dass 
ich  mich  Jetzt  fast  wundere,  wie  dieselbe  bisher  mir  und  wahrschein- 
lich aucn  anderen  entgehen  konnte.  Diese  Beweisart  werde  ich 
nun  im  Folgenden  mittheilen  und  zugleich  den  Weg  andeuten,  den 
man  bei  deren  Entwicklung  bei  m  Unterrichte  nach  meiner  Mei- 
nung am  besten  einschlagen  dürfte. 


II. 


Wenn  man  bei  dem  Unterrichte  zn  dem  zweiten  Systeme  von 
Grundformeln  gelangt  ist,  so  führt  das  Bedürfniss,  diese  Formeln 
zur  logarithmischen  Rechnung  bequem  einzurichten,  sogleich  und 
ohne  die  geringsten  Schwierigkeiten  zu  den  allgemein  bekannten 
und  in  jedem  Lehrbuche  der  sphärischen  Trigonometrie  sich  fin- 
denden Formeln  für  die  goniometrischen  Functionen  der  halben 
Winkel  des  sphärischen  Dreiecks,  nämlich,  wenn  wie  gewöhnlich 

5  =  ^(a+A+c)  gesetzt  wird,  zu  den  Formeln: 


cos 


I  ^^iT *inssin(s — o) 
"2     ~Y  sin6sine 


i(s—b)t*'w(s  —  c) 

«»-*=w   Ä  ' 


1  A   \f  sin(*  —  A)sin(*  —  c) 

tang  7>  A  =V  — ^  T-f  -  \ —  * 

°  &        v       sin*sw(*— «) 

und  in  ähnlicher  Weise  für  die  übrigen  Winkel  des  Dreiecks. 

Nachdem  man  aber  diese  Formeln  gefunden  hat,  liegt  der 
Gedanke  nicht  fern,  auch  für  die  goniometrischen  Functionen  der 
halben  Summen  und  Differenzen  zweier  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks  bequeme  Formeln  zu  haben ,  und  weil  aus  dem  Cosinus 
und  Sinus  sich  immer  leicht  die  Tangente  oder  Cotangente  ergiebt, 
so  greifen  wir  natürlich  zunächst  nach  dem  Cosinus  und  Sinus 
der  halben  Summe  Und  der  halben  Differenz  zweier  Winkel  unse- 
res Dreiecks,  und  entwickeln  dieselben  wie  folgt. 

Bekanntlich  ist 
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1        1       I      i  ll 

^  (A  ±B) = cos  g  ^cos  g  B-Y  siu^Asxn^B , 
^  (A±B)  =  sin  *  ilcos  ^  i?  ±  cos  ^  Asin  ^  2? ; 


den  obigen  Formeln: 

K     8in6sinc      T  sinosinc 

aT  sinfr— 6)sinfc— c)  #  a/~  sin(t— a)sio(f— c) 
■  T        sin6sinc         lf  sinasinc 


siniT  ein  (*~ c)i/sin(s— cr)sin(<  -6) 
~  sine       lf  sioasin* 

SlOoCCOSC*—  ^  1 

n — i — 8,n2c 

SHl^CCOS^ 

I      1     w       1  * 
cos^csm^  —  2C)  i 

 j  j  sin  2  C 

sin  ^  ^  cos  ^  c 

fcos  ^(a+b)  j 

 1  «i"2C 

cos^c 

sin*(a+6)  j 
 1  sin  ^  C; 

8in2c 
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,  l  _  a/~ sin(s—  o)sin(f — c)  a/~ sinssin(r— 6) 
8ln2'  *   '~     T         sinosinc         *  sinasinc 

9  ,t  /  sin*sin(*— a)  a/~  sin(j— «)si  n  (t  — ■  c) 

*T      sinosinc       t  sinasinc 


sin  (3— b)  +  s\n(s — oU  /  shusin(>—  c) 
sine  f  sinasitio 

1  J  j  COS 

sin^ccos^  e 

|cos(# —  s  (a  f  6))sin  5  (a—  6)  . 

 j  j  cos  ^  C 

sin  ^  c  cos  ^  c 

I — cos<ic 

[sin  |<«-6)  , 

 j — -  cos  ^  C  . 

sin^c 


So  haben  wir  also  in  zwei  Zügen  die  vier  Gauss  sehen  Glei 
chungen : 

cos  5  (A  +  B )  cos  ^  c=cos  ^  (o  +  6)sin  g  C, 

1  111 

sin  ^  0<4  +  B )  cos  2  c=cos  ^(a — 6)cos  2  C , 

1  111 

cos  ^  ( 4  —     sin  ^^sin  2  (a  +  tysin  2  C . 

sin  ^  ( .4  —  2?)  sin  ^  c=sin  ^  (0 — 6)  cos  ^  C 

gefunden.  / 

Um  nun,  nach  der  schon  oben  semachten  Andeutung, 
Formeln  fÖr  die  Tangenten  der  halben  Summe  und  der 
Differenz  zweier  Winkel  zu  erhalten,  dividiren  wir  mit  der 
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der  vier  vorhergehenden  Gleichungen  in  die  zweite,  mit  der  drit 
teo  in  die  vierte.   Dies  giebt: 

1 

j  cos^  (a— 6)  j 

tingg(ii+Ä)=  j  cot  2  C, 

cosgfa-fo) 

1 

4  sin  j  (a— 6)  j 

taog  ^  (/!—/?)  =  1  cot  j  C 

sin  fcj(«+6) 

Der  Gedanke  liegt  endlich  nahe,  Aehnliches  auch  lör  die  Sei- 
ten des  Dreiecks  zu  leisten.  Deshalb  dividiren  wir  noch  mit  der 
ersten  Gleichung  in  die  dritte,  mit  der  zweiten  in  die  vierte. 
Wes  giebt: 

I  cos  ^(A-B)  x 

taug  ^  (a  +  6)  =  — j  tangjc, 

cos  2  (A+ß) 

%  sinj(J-Ä)  j 

taog«  (<*  —  6)=  *  tang^c. 

sini(^+Ä) 

Die  vier  vorhergehenden  Gleichungen  sind  die  Neper'scben 
Gleichungen,  und  so  ist  die  ganze  Sache  in  der  kürzesten  Weise 
vollständig  abgethan. 


III. 

Man  möge  mir  verzeihen,  wenn  ich  jetzt  behaupte,  dass  so- 
wohl die  G  ausstehen,  als  auch  die  Neiier'schen  Gleichungen, 
rtreng  genommen  und  in  gewissem  Sinne,  blosse  Identitäten  sind, 
*w  sich  auf  folgende  Art  nachweisen  lässt 

Die  Gaues'schen  Gleichungen  kann  man  nämlich  auf  folgende 
^  schreiben: 
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26.J 


Hebt  man  io  diesen  Gleichungen  auf,  was  sich  aufheben  lässt, 
so  werden  dieselben: 


sing — sin(s--c)  _ 


sine 


COß2c 


sin(i-6)+sin(j-q)  _  «*j(«-*> 


sine 


cos^c 


sms 


-f-sin(i — c)  2V  ' 


sine 


.  1  ' 
sinöC 


J 


sin 


/    l\     •  /      v    sin  c%(a—b) 


sine 


-     .  1 
sin^c 


d.  i. 


gle 
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Ich  glaube  hiernach  in  der  That  nicht  zu  viel  zu  behaupten, 
wenn  ich  behaupte,  (läse  sowohl  die  Gauss'schen,  als  auch  die 
Neper sehen  Gleichungen,  streng  genommen,  blosse  Identitäten 
sind,  was  freilich  vou  sehr  vielen,  meinetwegen  von  allen  mathe- 
matischen Gleichungen  gilt;  es  kommt  am  Ende  nur  auf  den  grös- 
seren oder  geringeren  Grad  der  Leichtigkeit  an,  mit  welchem 
dieselben  identisch  gemacht  werden  können.  Im  obigen  Falle  liegt 
aber  die  Identität  gewiss  sogleich  vor  Augen,  wenn  man  die  Sache 
nur  aus  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,  und  gleich  von  vorn  * 
herein  davon  ausgeht,  die  genannten  Gleichungen  auf  die  Form 
identischer  Gleichungen  zurückzuführen,  wie  ich  im  Vorhergehen- 
den gethan  habe.  Das  Vorhergehende  kann  natürlich  auch  als 
ein  neuer  Beweis  der  in.  Hede  stehenden  Gleichungen  gelten. 


IV 

- 

Ueherhaupt  führen  solche  Identificirungen  wie  die  vorherse- 
henden manchmal  zu  bemerkenswerthen  Resultaten,  und  man  sollte 
mehr  auf  dieselben  achten,  und  sie  öfter  in  Anwendung  bringen, 
wie  ich  jetzt  noch  an  ein  Paar  Beispielen  zeigen  will. 

Die  Identität  der  Gleichungen 

«w.  -aI/  fi'n(*-6)gin(*-c) _  .  ,  , .aTsinfr— a)s in (s-c) 
8,D(j-fl>V     sin,sin(,-"«-)  -=s»*'-^)V  Si„,8in(,_-6r 


=sin(i-c)\  -jjj^-— 


fallt  auf  Jer  Stelle  in  die  Augen,  weil  diese  Gleichungen  nichts 
weiter  sind  als  die  Gleichungen 


VsTn(*— a) sin(* — b)*\\\{s— c)=z  V* sin(i— a)sin(s— 6) sin(s — c) 
=  VsTnC« —a)  sin(*— b)  sin(*— c) . 

Die  in  Rede  stehenden  Gleidingen  führen  aber  mittelst  der  aus 
dem  Obigen  bekannten  Formeln  für  die  Tangenten  der  halben 
Winkel  auf  der  Stelle  zu  den  Gleichungen 

\  1  1 

sin(f  —  a)  tang  ^  ^=sin(* — 6)tang  j  B=  sin(i  —  c)  tang  j  C . 

Eben  so  leicht  erhellet  die  Identität  derk  folgenden  drei  Glei- 
chungen : 

.   a/~ sin(jr  —  a)sin(*  —  c)  a  /Vin(i—  a)sin(*— 6) 
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sin(i— 6)  =  8io* 


sin(#— c) 


aT sin(i — a)sin($ — b)  a/* sin(*— 6)sin(i— c) 
1       8*m5sin(f — c)        1      sin*siii(f — a)  9 

.  4/" sin(< — 6)8in(i  — c)  4/" sinfr— fl)sin(f— c) 
▼      siriÄsin(s— a)       1      sinisinf« — 6) 


Also  ist  nach  bekannten  Formeln: 

1  1  1 

sin(*— a)  =  siiutang^  JBtang  ^  C , 

sin(t— b)  =sin*tang  ^  Ctang  kj  <4  , 

sin(*— c)=8in*fangg-^4tang^  ß. 

In  diesen  Gleichungen  sind  aber  die  Neper'schen  Analogieen 
enthalten,  oder  aus  denselben  sind  diese  Atialogieen  sehr  leicht 
abzuleiten.   Denn  zuerst  ist 

tangl* 

■ 

tang^tang^/t  _  ^^^.^ 
tang^Ä         ~  8in(,~a> 

j  12  sin  jccos  j(o— 6) 

ri-ä^g)   5^  


sin(*-a) 


also  durch  Division: 


sin  ^  (,!-/?)  j  t 
 r-            =tang^(«i— 6)cotö^ 


Ferner  ist 


»ogle 


273 

ö  2       0  2  sin* 

folglich,  wenn  man  diese  Grossen  von  der  Einheit  subtrahirt  and 
zu  denselben  addirt: 

C082        ^      stn*^  sin(* — c) 
cos^cos|/T        ^  ' 


i 


1 2  sin  ty  c  cos  ^  (a+6) 

cos%  (A±B)  ]  

sin* 

cos^4cos|-Z?  i2cos^csin^-(a+6) 


suis 


also  durch  Division : 


1 

cos  j       B)  {  t 

 I  =  tang  0  (o + b)  cot  s  c 

cos^+B) 


Weil  nun  nach  dem  Vorhergehenden 


sin  ^-  (A -f B)      2  sin  ^  ccos  ^-  (a — b) 


cos    ilsiii  |  ß  8*n^  ^ 

cos.j(^-r-Ä)      2sin^cco«i  (a  +  6) 


und 


1  .  1  n  sin* 
cos  2  ^icos 


sinlj  (A—B)      2co8^csin^(a— 6) 


1   .  .   I  D  sin(*— a) 

cos^^sm^Ä 


cos  2  -^cos^  B  sins 
Thcil  XVII.  1» 
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ist;  so  erbält  man  durch  Division: 


cos  2  (<»+*> 


tang,(^)cot-Ä=-^.-^. 


Aber  nach  dem  Obigen: 

tang \  Ätang  tj  C=  ^[J"'^  • 

Also,  wenn  man  multipltcirt : 

!  j        cos  5  (a-6) 

tang  s- M+#)tang  «  C  =  r  

cosf(a+6) 

.  t 


tang  2  (4-#)tang  a  C  =  r  . 

sin£(a+o) 

So  ist  man  jetzt  wieder  zu  den  vier  Neper'snhen  Gleichungen 
gelangt. 


Digitized  by  Google 


■ 


275 


m 

Leichtfassliche    Konstruktion  einer 
Fläcbe    des   zweiten    CJrades,  von 
welcher  neun  Punkte  beliebig 

gegeben  sind. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  so  HeHigvnntadt. 


(Vgl.  die  Abhandlung  im  9ten  Theil,  S.  158—214.) 

Aufgabe  1. 

Wenn  von  einem  einfachen  Hyperboloid  irgend 
zwei  in  ihm  liegende,  einander  nicht  schneidende 
Gerade  A,  A*  und  irgend  drei  Punkte  er,  ß,  y  desselben 
gegeben  sind,  alle  äbrigeo,  in  ihm  liegenden  Geraden 
zu  finden^ 

Aufl  üsung. 

Durch  die  zwei  Geraden  A,  A%  und  die  drei  Punkte  «,  ß,  y 
lege  man  die  drei  Paar  Ebenen  Act  und  Aia,  Aß  und  Axßt  Ay 
und  Atf,  so  erhält  man  als  Durchschnitte  dieser  letzteren  drei 
neue  Gerade  a,  6,  c  oder  A\  A\t  A'%.  Legt  man  nun  durch  zwei 
dieser  neuen  Geraden,  z.  B.  durch  A'  und  A\f  und  durch  jeden 
Punkt  der  dritten  (A'±)  neue  Ebenenpaarc,  so  bilden  die  Durrh- 
schnitte  A2,  AZl  i44....  dieser  Ebenenpaare  die  eiue  Schaar  der 
Geraden  eines  einfachen  Hyperboloids,  zu  welcher  auch  die  ge- 
gebenen, A  und  Ay,  gehiiren ;  und  legt  man  wiederum  durch  A 
Qod  At  und  jeden  Punkt  einer  beliebigen  dritten,  zur  nämlichen 
Schaar  gehörigen  Geraden,  z.  B.  der  A$9  welche  durch  y  gehen 
mag,  andere  Ebnenpaare,  so  bilden  die  Durchschnitte  dieser  letz- 

19* 
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leren ,  nämlich  </,  e,  /  ...  oder  A'3t  A\t  A'5f..  die  andere  Schaar 
Gerader  desselben  Hyperboloids,  zu  der  auch  die  o,  b,  c  oder 
A\  A\,  A't  gehören. 

Beweis. 

Denn  die  drei  Geraden  A\  Ax't  A'%  werden  von  sammÜicbcn 
Geraden  A,  Alt  A^  A$t  A±....9  und  die  drei  Geraden  A,  Ais  A^ 
werden  von  sämmtlichen  Geraden  a,  6,  c,  d,  e .  /*...  geschnitten 
(Theü  IX.,  S.  189.  Anm.) 


Aufgabe  2. 

Wenn  von  einem  einfachen  Hyperboloid  irgend 
zwei  in  ihm  liegende,  einander  schneidende  Gerade 
//,  A'  und  ausserdem  vier  Punkte  er,  ß,  y,  Ö  desselben 
beliebig  gegeben  sind,  alle  anderen  in  ihm  liegenden 
Gera  den  zu  finden. 

Au  fl  ösung. 

Man  lege  durch  drei  der  gegebenen  Punkte  (Taf.II. Fig.  1.),  z.B.  durch 
"»  ß>  y,  eine  Ebene,  Vielehe  die  Geraden  A,  A'  in  den  Punkten 
B,  £  schneidet;  ferner  durch  den  vierten  gegebenen  Punkt  6  und 
durch  die  Gerade  A*  eine  Ebene,  welche  die  vorige  in  der  Ge- 
raden e  schneidet;  denke  sich  durch  die  fünf  Punkte  «,  ß,  y,  t, 
B  einen  Kegelschnitt  gelegt,  und  bestimme  mittels  des  mysti- 
schen Secksecks  denjenigen  Punkt  in  welchem  die  Gerade 
e  denselben  zum  zweitenmal  trifft.  Diesen  Punkt  Bx  verbinde 
man  jetzt  mit  dem  Punkte  d  durch  eine  Gerade  Ax  und  verfahre 
sodann  ganz  nach  der  vorigen  Aufgabe,  indem  man  die  Geraden 
A,  Ax  und  irgend  drei  der  Punkte  et,  ß,  y,  e  als  gegebeu  betrachtet. 

Beweis. 

Weil  die  Punkte  B,  Bx ,  a,  ß,  y,  f  einem  Kegelschnitte  an- 
gehören, so  bilden  die  Geraden  Ba,  Bß,  By,  Be  und  B^tt,  Biß, 
Biy,  B^  vier  entsprechende  Strahlenpaare  zweier  projektiv iseben 
ebenen  Strahlbüscbel  B>  Bly  und  daher  die  Ebenen  Aa,  Aß,  Ay, 
As  und  Aia,  Aiß,  ^i¥>  -^i*  v'er  entsprechende  Ebenenpaare 
zweier  projektivischeti  Ebenenbüschel  A,  Ax.  Also  liegen  (nach 
Theil  IX.,  S.  180.,  Anm.  rechts)  die  vier  Durchschnittslinien  die* 
ser  Ebenenpaare,  worunter  auch  A'  ist,  nebst  den  Geraden  A, 
At  in  einem  und  demselben  einfachen  Hyperboloid. 


Aufgabe  3. 

Wenn  von  einem  einfachen  Hyperboloid  eine  ein- 
zige in  ihm  liegende  Gerade  A  und  ausserdem  sechs 
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Punkte  ß,  yf  d,  f,  qp,  a  desselben  beliebig  gegeben  sind, 
alle  übrigen  in  ihm  liegenden  Geraden  und  insbeson- 
dere diejenigen  zu  finden,  in  welchen  die  durch  A  ge- 
legten Ebenen  die  Fläche  desselben  zum  zweitenmal 
schneiden. 


Auflösung. 

it)  Man  verbinde  (Taf.  II.  Fig. 2)  einen  der  gegebenen  Punkte,  z.B.  )\ 
mit  zwei  anderen,  z.  B.  s  und  <p,  durch  zwei  Gerade  E  und  F;  dann 
einen  der  drei  übrigen,  z.  B.  df  mit  den  zwei  letzten,  ß  und  o\ 
durch  zwei  Gerade  &  und  endlich  die  gegebene  Gerade  A 
mit  dem  Punkte  ß  durch  eine  Ebene,  welche  die  Geraden  E  und 
F'm  den  Punkten  eg  und  <p2  schneidet,  und  mit  dem  Punkte  c  durch 
eine  Ebene,  welche  die  Geraden  F  und  E  in  den  Punkten  g>, 
und  schneidet. 

b)  Durch  den  Punkt  f,  lege  man  jetzt  eine  Gerade,  welche 
die  Geraden  &  und  F  beide  zugleich  schneidet,  nämlich  die  er- 
stere  im  Punkte  ß',  die  letztere  in  <jp3;  und  verbinde  ß'  mit  f. 
93  mit  f2  durch  zwei  Gerade,  welche  einander  in  einem  Punkte 
0  treffen  werden. 

r)  Aehnlicher  Weise  lege  man  durch  den  Punkt  wx  eine 
Gerade,  welche  die  beiden  Geraden  Q  und  E  in  den  Punkten 
<r*  und  €3  schneidet;  und  verbinde  &  mit  g>,  «3  mit  <p2  durch  zwei 
Gerade,  welche  einander  in  einem  Punkte  s  treffen  werden. 

d)  Eine  durch  die  Punkte  b  und  *  zu  ziehende  Gerade  trifft 
die  F  im  Punkte  6,,  die  £  im  Punkte  st.  Man  lege  durch  den 
Punkt  bt  und  die  Gerade  J3  eine  Ebene,  und  durch  den  Punkt 
tx  und  die  Gerade  @  eine  zweite  Ebene.  Diese  beiden  Ebenen 
schneiden  einander  in  einer  Geraden  Al9  ausserdem  erstere  die 
Ebene  Aß  in  einer  Geraden  £„,  letztere  die  Ebene  Ad  in  einer 
Geraden  @0- 

e)  Man  betrachte  jetzt  die  Geraden  A  und  wie  in  der 
Aufgabe  1.,  als  in  einem  einlachen  Hyperboloid  liegend,  dem  auch 
die  drei  Punkte  y,  ß0,  <f0,  in  welchen  letzteren  die  Ebene  yttp  von 
JS>0  und  Qfo  geschnitten  wird,  angehören;  so  ist  dieses  das  ge- 
suchte. Legt  man  insbesondere  durch  den  Punkt  y  eine  Gerade 
31,  welche  den  beiden  Geraden  2b0  una*  begegnet,  so  wird 
die  Durchschnittslinie  je  zweier  durch  A  und  Ax  gelegten  Ebenen, 
welche  einen  Punkt  der  Linie  M  gemein  haben,  in  jenem  Hyper- 
boloid liegen. 

Reweis. 

Ausser  den  so  eben  bezeichneten  Punkten  ßi}  und  <?0  liegen 
auch  die  Punkte  J5,  Blt  in  denen  die  Geraden  A,  Ax  die  Ebene 
y£<p  schneiden,  sowie  sftmmtliche  anderen  Punkte  der  Konstruk- 
tion, mit  alleiniger  Ausnahme  der  Punkte  d,  ß,  <s  und  derer  der 
Linie  M,  in  der  Ebene  yetp. 
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a)  Auf  den  drei  Convergenten  ß'ti<p*t  ß'Btblt  ß'tb  liegen  4iie 
Eckenpaare  zweier  Dreiecke  *ift)»  u"d  «Ps^i©;  »1«°  schneiden 
sivb  die  entsprechenden  Seiten  derselben,  nämlich  und  tp^by9 
et(  und  <p^bf  c/?0  und  6^ ,  in  drei  Punkten  qpg,  fa,  x,  welche  in 
einerlei  gerader  Linie  liegen. 

b)  Auf  den  drei  Convergenten  <f<pttAy  &Bi$lt  &tp$  Uesen  die 
Eckenpaare  zweier  Dreiecke  (pi<t0f  und  s^$is;  also  schneiden  sicli 
ihre  entsprechenden  Seiten,  nämlich  <piC0  und  e3slt  q>i<p  und  f3s, 
q>0o  und  «x,  in  drei  Punkten  qp2,  y,  welche  in  einerlei  gerader 
Linie  liegen. 

c)  Aus  a)  und  6)  folgt,  dass  die  vier  Geraden  6*,  £29>2>  £ft>»- 
cp<sa  durch  einerlei  Punkt  x  (oder  y)  gehen. 

d)  Die  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  f2>  9>s  sind 
die  Durchschnitte  der  drei  Paar  Hauptgegenseiten  des  Sechsecks 
Böayysßo,  also  liegen  die  Punkte  B,  a0,  <p%  y,  c,  ß0  auf  einem 
und  demselben  Kegelschnitte.  Das  nämliche  gilt  «her  auch  von 
den  sechs  Punkten^,  o*0.  <p,  y,  «;  j30,  weil  die  Hauptgegenseiten 
des  Sechsecks  Bv<sQ<pyEß0  sich  paarweise  in  drei  Punkten  sl9  x, 
bi  schneiden,  die  in  gerader  Linie  liegen.  Durch  fünf  Punkte  ff©, 
g>,  y,  c,  /?0  geht  aber  nur  ein  einziger  Kegelschnitt;  also  liegen 
die  sieben  Punkte  B,  Bit  <p,  y,  e,  $0,  <r0  auf  einem  und  demsel- 
ben Kegelschnitte.  Es  sind  demnach  B,  ßt  die  Mittelpunkte 
zweier  projekti vischen  ebenen  Strahlbüschel,  deren. entsprechende 
Strahlen  nach  den  Punkten  q>,  v,  s,  ß0,  tf0....  gehen,  und  daher 
A,  Ax  die  Achsen  zweier  projektivischen  Ebenenbüschel ,  deren 
entsprechende  Ebenen  durch  dieselben  fünf  Punkte  gehen.  Be- 
denkt man  nun ,  dass  die  Geraden  Av ,  03  und  <3  vom  Punkte  d 
ausgehen,  und  dass  die  Ebenen  Aß0,  Atßq,  welche  sich  in  J&0 
schneiden,  mit  den  Ebenen  Aß,  Axß,  sowie  die  Ebenen  Aöq,  Ala()> 
die  sich  in  @0  schneiden,  mit  den  Ebenen  A<r,  Ato,  zusammen- 
fallen, so  wird  man  aus  dem  vorher  Bewiesenen  den  Schluss 
ziehen ,  dass  A,  AL  und  M  drei  zu  einerlei  Schaar  gehörige  Ge- 
rade eines  einfachen  Hyperboloids  sind,  das  auch  die'  Punkte 
ß»  y>  &>  «t  <JP.  <*  enthält. 

Anmerkung  1. 

Im  Grunde  handelt  es  sich  hier  um  die  Aufgabe:  Wenn 
von  einem  Ebenen  büs  ch  e  I  die  Achse  A  una  fünf  Ebe- 
nen desselben,  welche  nämlich  durch  fünf  im  Räume 
beliebig  gegebene P unkt e/J,y,o*,f,  <p  gehen, gegeben  sind; 
durch  einen  sechsten  gegebenen  Punkt  d  die  Achse 
At  eines  anderen  Ebenenbüschels  zu  ziehen,  das  mit 
dem  ersteren  in  Ansehung  der  nach  denselben  Punk- 
te n  ß, y,  ö,  £,  g>  gehenden  Ebenenpaare  proiecti  visch  sei. 
Eine  sehr  einfache,  wenn  auch  zur  organischen  Konstruktion  min- 
der geeignete  Analysis  dieser  Aufgabe  reducirt  deren  Auflösung 
auf  die  lolgende :  Du rch  ,vier  gegebene  in  einem  Punkte 
<J  convergirende  Gerade  6ß,  Oy,  6t,  dq>  einen  Kegel  des 
zweiten  Grades  zu  legen,  welcher  eines  gegebenen 
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Doppel  Verhältnisses  fähig  sei;  uod  diese  wieder  erledigt  sich 
durch  die  analoge  Aufgabe:  Durch  vier  in  einer  Ebene  ge- 
gebene Punkte  einen  Kegelschnitt  zu  legen,  der  ei- 
nesgegebenen Doppelv erbältnisses  fähig  sei. 

Der  partikulärste  Fall  und  der  Wortlaut  dieser  letzteren  sind 
alte  Bekannte  aus  Euklids  Elementen  III.  33.  Dort  nämlich 
schloss  mau:  Weil  alle  Peripherie  winke!  über  einerlei  Sehne  des 
Kreises  gleich  gross  sind,  und  deren  Grösse  nur  mit  der  des 
Kreises  selbst  sich  ändert,  so  ist  der  Kreis  durch  zwei  seiner 
Punkte  und  die  Grösse  des  zugehörigen  Peripheriewinkels  be- 
stimmt. Und  hier  schliesst  man  ganz  ähnlich:  Weil,  wenn  von 
vier  Punkten  «,  ß,  y,  Ö  eines  Kegelschnittes  nach  den  übrigen 
Puokten  B,  Blf  B%t  B3,  Z?4....  desselben  je  vier  Strahlen  o,  6, 
r,  d;  Oi,  bl9  clt  dj  ;  o*,  62,  c2,  d2;  a^,  b3,  c8,  d$;  o^,  64,  C4,  d4;... 
gezogen  werden,  die  Doppel  Verhältnisse 

* 

sinne  sinne?  sintf,  c.  s'ina.d, 
6\nöc '  n\obd  '  sinbiCx '  sin61e/1 

sämmtiich  einander  gleich  sind ,  und  die  Grösse  derselben 
nur  mit  dem  Kegelschnitte  selbst  sich  ändert,  so  ist  der  Kegel- 
schnitt durch  vier  seiner  Punkte  und  die  Grösse  des  zugehörigen 
Doppelverhältriisses  bestimmt.  Denkt  man  sich  einen  der  Punkte 
ß,  ßt  z.  B.  Bx*  mit  einem  der  Punkte  a,  ßt  y,  d,  z.  ß.  mit 
a,  identisch ,  so  fällt  der  Strahl  o4  in  die  Tangente  bei  er,  und 
die  Strahlen  64,  c4,  rf4  in  die  Geraden  aß,  cey,  ao ;  ist  also  ausser 
den  Punkten  a,  ß,  y,  6  irgend  ein  Doppelverhältoiss  durch  vier  be- 
liebige Strahlen  af,  b',  c1,  d'  eines  Punktes  B'  (oder  auch  durch 
vier  Punkte  einer  Geraden,  vier  Ebenen  eines  Ebenenbüscbels) 
gegeben,  so  hat  man  nur  zu  setzen: 

&{a\  b\  c',  d')=zB*(a4,  64,  C4,  d4), 

aus  den  drei  gegebenen  Elementenpaaren  b'  und  64  oder  aß,  c' 
und  c4  oder  ay,  d'  und  rf4  oder  ad  das  dem  a*  entsprechende 
Element  a4  zu  suchen  und  sofort  durch  die  Punkte  «,  ßt  y,  Ö 
einen  Kegelschnitt  zu  legen,  welcher  die  Gerade  a±  in  «  berührt; 
so  wird  dieser,  und  zwar  nur  dieser  Kegelschnitt  in  Ansehung 
der  Punkte  «,  ß,  y,  d  des  gegebenen  Doppufverhältoisses  fähig  sein. 

Beim  Kreise  sind  die  Strahlbüschel  ß,  ßt ,  B^  Ä,,  BA... 
...B*  projektiv"! sch  •  gleich  ,  das  System  je  zweier  also  schon 
durch  ein  Paar  entsprechende  Strahlen  bestimmt,  d.  h.  gibt  man 
pich  ausser  den  Punkten  a,  Bf  Bx  des  Kreises,  wodurch  zugleich 
die  Strahlen  a  und  ax  gegeben  sind,  ganz  beliebig  noch  die 
Strahlen  b,  c.  d...  des  Strahlbüschels  B,  so  sind  hierdurch,  we- 
gen der  Gleichheit  der  Winkel  ab,  ac,  ad...  und  a^,  OiCi,  a.d^.. , 
auch  die  Strahlen  V  <j,  dx...y  und  mittels  dieser  die  Punkte  ß, 
7,  d...  gegeben.  Während  also  im  Falle  des  Kegelschnitts,  wo 
das  System  jener  projektivischen  Strahlbüschel  ß,  Bx  durch 
drei  Paar  entsprechende  Strahlen  bestimmt  ist,  zur  Konstruktion 
desselben  vier  Strahlen  a't  b',  c\  d'  eines  Strahlbüschels  B'  und 
vier  Punkte  a.  0,  y,  d  des  Kegelschnittes  gegeben  sein  müssen, 
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wird  mau  zu  der  des  Kreises  nur  zwei  Strahlen  a\  b'  von  B 
d.  h.  einen  Winkel  B'  und  zwei  Punkte  a,  ß  des  Kreises  als 
gegeben  ansehen  dürfen,  und  man  erhält  den  Kreis,  ganz  ähnlich 
wie  den  Kegelschnitt,  indem  man  im  Punkte  a,  als  Scheitel,  an 
den  Strahl  aß  den  Winkel  a'b'  anlegt  uud  die  so  erhaltene  Gerade 
cr4  als  Tangente  des  Kreises  behandelt. 

Kehren  wir  nach  dieser  Erörterung;  zur  obigen  Aufgabe  zu- 
rück, so  bietet  sich  sofort  folgende  Auflösung  dar:  Man  schneide 
die  Strahlen  öß.  dy,  da,  dt,  ög>  durch  irgend  eine  Ebene  in  den 
Punkten  b,  c,  s,  e,  f,  und  lege  einmal  z.  B.  durch  vier  Punkte 
b,  c,  8,  e  einem  Kegelschnitt,  welcher  des  durch  die  Ebenen  Aß, 
Ay,  Ao,  As  gegebenen  Doppelverhältnisses  fabig  ist,  und  dann 
wieder  durch  die  Punkte  b,  c,  8,  f  einen  Kegelschnitt,  welcher 
des  durch  die  Ebenen  Aß,  Ay,  A<s,  Acp  gegebenen  Doppelverhalt- 
nisses "fähig  ist,  und  suche  den  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt 
Bi  dieser  Kegelschnitte,  so  ist  die  Gerade  d/?,  die  gesuchte 
Achse  At. 

Fallen  diese  beiden  Kegelschnitte  zusammen,  sc»  gibt  es  un- 
zählige Achsen  Ax  und  daher  auch  unzählige  einfache  Hyperbo- 
loide der  Art,  wie  sie  die  Aufgabe  3.  fordert.  Dann  aber  ist  das 
System  der  gegebenen  Elemente  A,  ß,  y,  d,  e,  <jp,  a  nicht  beliebig. 
Ist  dagegen  diese  letztere  Bedingung  erfüllt',  so  gibt  es  nur  ein 
einziges  Hyperboloid  der  verlangten  Art. 


Anmerkung  2. 

Das  so  eben  über  die  Bedeutung  von  Euklids  Elem.  III.  33. 
Gesagte  bestätigt  von  Neuem  die  Ansicht,  dass  die  Unterschei- 
dung einer  Geometrie  der  Alten  und  der  Neueren  nicht  stichhal- 
tig, dass  vielmehr  die  gesammte  geometrische  Erkenntnis»,  sowie 
alle  Erkenntniss,  ein  ununterbrochener  Fortschritt  vom  besondern 
Gebilde  zum  allgemeinen  Gesetz  ist.    Ihre  Gewissheit,  in  Bezti£ 
auf  ihren  Anfang  und  daher  auch  auf  ihren  Fortschritt,  beruht 
ausser  den  allgemeinen  Gesetzen  des  Denkens  und  den  mathe- 
matischen] Axiomen    auf  der  Einfachheit  ihrer  Elemente,  der 
zuerst  betrachteten  Gebilde,  sowie  auch  der  Physiker  vertraut, 
den  Grund  der  Erscheinungen  um  so  sicherer  zu  erfassen,  je 
mehr  er  glaubt,  beim  Fundamentalcxperiment  die  Faktoren  der- 
selben auf  ein  Miuitnum  zurückgeführt  zu  haben ;  und  er  würde 
sich  eines  ebenso  exakten  Wissens  wie  der  Geometer  rühmen 
dürfen,  wenn  er  gewiss  wäre,  an  seinen  Kiementen,  welche  die 
Natur  ihm  liefert,  einen  ebenso  unvermischjen  Stoff  zu  besitzen, 
als  dem  Geometer  die  seinigen  durch  die  innere  Intuition  gegeben 
werden.    Diese  Gewissheit  aber,  welche  uns  unser  An  lang, 
das  elementare  Verfahren,  gibt,  und  die  dem  Zweifel  gegenüber 
unerschütterlich  ist,  schreitet  zum  Bewusstsein  des  Principe 
der  Wissenschaft  selber  fort,  indem  beim  jedesmaligen  Rück- 
blick auf  den  zurückgelegten  Weg  —  also  nicht  etwa  bloss  vom 
Standpunkt  der  Neueren  ans  —  das  gefundene  Gesetz  sich  als 
den  Grund  der  früher  betrachteten  Formen  und  ihrer  Eigeiischal- 
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ten,  als  seiner  Besonderheiten,  zeigt,  während  es  zugleich  Aus- 
gangspunkt zur  Erkenntnis«  weiterer,-  allgemeinerer  Gesetze  wird. 
Tritt  nun  diese  Beschäftigung  mit  allgemeinen  geometrischen 
Principien  vorzugsweise  bei  den  Neueren  hervor,  so  ist  dieses 
nicht  als  eine  Manier  derselben ,  sondern  als  das  notbwendige 
Resultat  der  Wissenschaft  selbst  anzusehen,  und  nur  das  würde 
Tadel  verdienen,  wenn  man  bei  derartigen  freieren  Excursionen 
der  bleiernen  Gewichte,  welche  Euklid  der  Geometrie  an  die 
Füsse  gebunden  bat,  meinte  entbehren  zu  können. 

Aufgabe,  4. 

Durch  neun  im  Raum  beliebig  gegebene  Punkte 
D,  Dx,  c,  o,  3,  y,  ö,  e,  a>  eine  Fläche  des  zweiten  Grades 
zu  legen,  d.  h.  1)  aut  jedem  Strahle  g  eines  der  gegebenen 
Punkte,  z.  B.  D  oder  Dx,  denjenigen  Punkt  %  zu  finden,  in  wel- 
chem derselbe  die  Fläche  zum  zweitenmal  schneidet;  und  insbe- 
sondere 

2)  diejenige  Ebene  zu  finden ,  welche  die  Fläche  im  Punkte 
Z>,  oder  ü  berührt. 

* 

Erste  Auflosung. 

(Taf.  II.  Fig.  3.) 

a)  Man  bilde  aus  den  Punkten  D  und  Dx  und  aus  irgend 
zweien  der  übrigen,  z.  B.  a  und  a,  ein  Tetraeder,  dessen  Kanten 
Da  und  Da  mit  A  und  A  bezeichnet  werden  mögen;  und  lasse 
irgend  einen  der  fünf  übrigen  gegebenen  Punkte,  z.B. 
<p,  zunächst  ganz  ausser  Acht. 

6)  Man  konstruire  ein  einfaches  Hyperboloid  p,  in  welchem 
die  Gerade  A  und  die  6  Punkte  Dl9  0,  ß,  y,  d,  e  liegen,  d.  h. 
man  suche  die  durch  den  Punkt  I)[  gehende,  mit  A  zu  einerlei 
Schaar  gehörende  Gerade  Ax  und  ausserdem  irgend  eine  dritte 
Gerade  M  von  derselben  Schaar  des  Hyperboloids. 

c)  Man  konstruire  ein  zweites  einfaches  Hyperboloid  p',  in 
welchem  die  Gerade  A'  und  die  6  Punkte  Dx,  a,  p,  y,  6,-e  liegen, 
d.  h.  man  suche  die  durch  den  Punkt  Dx  gehende,  mit  A'  zu 
einerlei  Schaar  gehörende  Gerade  Ax  und  ausserdem  irgend  eine 
dritte  Gerade  M'  derselben  Schaar. 

d)  Die  unter  6)  und  c)  gefundenen   Geraden  Ax  und  Ax 
schneiden  die  der  Ecke  Dl  gegenüberliegende  Fläche  Daß  des 
Tetraeders  bezüglich  in  den  Punkten  Bx  und  Bx'.   Man  verbinde 
den  Punkt  Bx  mit  dem  Punkte  a  durch  eine  Gerade  A2'y  und 
den  Punkt  Bx'  mit  dem  Punkte  a  durch  eine  Gerade  A^. 

e)  Jetzt  endlich  lege  man  durch  die  Gerade  A  und  den  bis- 
her vernachlässigten  Punkt  qp  eine  Ebene,  welche  die  Gerade  M 
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im  Punkte  f  schneide;  und  verbinde  diesen  Punkt  f  mit  der  Gera- 
den Ax  durch  eine  Ebene,  welche  die  Ebene  Dac  in  einem 
Strahle  fx  des  Punktes  Bx  schneidet 

Dergleichen  lege  man  durch  A*  und  <p  eine  Ebene,  welche 
die  Gerade  AT  im  Punkte  f  schneide,  und  verbinde  f  mit  Ax' 
durch  eine  Ebene,  welche  die  Ebene  Dac  in  einem  Strahle  fi 
des  Punktes  Ä,'  schneidet. 

Nun  lege  man  durch  den  Dnrchschnittspunkt  <pt  der  beiden 
Strahlen  fx  und  fx  und  durch  die  Punkte  tp  und  Dx  eine  Ebene, 
welche  die  Ebene  Dac  in  der  Geraden  f%  und  die  Geraden  A^ 
A%  in  den  Punkten  fa,  W  schneidet. 

/)  Ist  nun  g  irgend  ein  Strahl  des  Punktes  Dt  auf  welchem 
ein  zehnter  Punkt  %  der  Fläche  gesucht  wird,  so  verfahre  mau 
in  Bezug  auf  den  Punkt  %  zunächst  ebenso  wie  unter  e)  in  Bezu<> 
auf  den  Punkt  <p,  d.  b.  man  lege  durch  A  und  gt  A'  und  g  zwei 
Ebenen,  welche  die  M,  M*  in  g,  g'  schneiden,  mittels  deren  so- 
fort die  Strahlen  gt  g  und  deren  Durcbschnittspunkt  %i  8*€n  er" 
geben. 

g)  Der  Strahl  «7,  schneide/^  imPunkte  g8  und  derStrahl^'den  Strahl 
fx  im  Punkte  g3'.  Man  verbinde  die  Punkte  fa  und  cfo'  mit  einan- 
der durch  eine  Gerade,  welche  die  Gerade  A2'  im  Punkte  ff* 
trifft,  diesen  Punkt  sodann  mit  %x  durch  eine  Gerade  oj,  welche 
die  A2  im  Punkte  &  trifft. 

Oder  aber:  man  verbinde  fa'  mit  gs,  wodurch  man  auf  ^  den« 
selben  Punkt  gs  erhält,  und  g^  mit  wodurch  man  auf  A2  den- 
selben Punkt  g.2'  "ta  vorher  erhält. 

Oder  endlich:  man  ziehe  die  Geraden  fs  g,'  und  ft,  so 
werden  diese  Geraden  Aj  und  A*  resp.  in  den  nämlichen  Punk- 
ten g2'  und  02  treffen. 

Und  wenn  dies«  so  ist,  so  wird  man  auch  statt  Alles  dessen 
sagen  können:  Man  beschreibe  ein  vollständiges  Viereck  f-  g'% 
g.^,  dessen  drei  Paar  Gegenseiten  A2  und    A2\  f2  und  efe» 
g2'  und  f2'  ga  resp.  durch  die  drei  Paar  Gegenecken  Bx  und  Älf 
o>!  und  &f        und  g3  des  von  den  Geraden  /i,  ^  ge- 

bildeten vollständigen  Vierseits  gehen. 

4 

p 

h)  Sofort  lege  man  durch  den  Punkt  Dx  und  die  Gerade  g2 
eine  Ebene,  so  schneidet  dieselbe  den  gegebenen  Strahl  g  in  dem 
gesuchten  Punkte  %■ 

t)  Um  nun  auch  diejenige  Ebene  zu  finden,  welche  die  Fläche 
im  Punkte  Dx  berührt,  so  verfahre  man  in  Bezug  auf  den  Strahl 
DDX  des  Punktes  D  ebenso,  wie  unter  /),  y)  und  h)  in  Bezug 
auf  den  Strahl  g.  Diejenige  Ebene,  welche  der  unter  h)  durch 
Dx  und  g2  gelegten  analog  ist,  wird  die  gesuchte  sein. 
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Beweis. 

o)  Es  seien  a,  t,  6,  c9  d,  e,  f9  ff,  in....  beliebige  und  beliebig 
Meie  Strahlen  des  Punktes  D,  von  denen  die  sieben  erstereh 
durch  die  gegebenen  Punkte  a,  c,  ß,  y,  ö,  b,  <p  gehen.  Mao 
denke  sich  einerseits  durch  die  Gerade  A  und  die  Strahlen  a, 

t,  6,  c,  rf,  €f  fy  ff,  m        Ebenen  gelegt,  welche  die  Gerade  M 

t»  den  Punkten  a,  8,  b,  c,  t>,  e,  f,  g,  m....  schneiden  und  selber 
mit  a,  0,  ß,  y,  d,  *,  9,  jl  ft....  bezeichnet  werden  mögen;  ande- 
rerseits durch  die  Gerade  A*  und  dieselben  Strahlen  die  Ebenen 
t'tyß'fy't  d\  *'»  o>'>  %'»  f*'—»  welche  die  Gerade  iÜ'  in  den 
Punkten  a',  8',  b't  if,  Cr  e',  f,  g',  m'....  schneiden;  sofort  durch 
die  Gerade  Ak  und  die  Punkte  &,  8,  b,  c,  Ö,  e,  f,  <$,  m...  die 
Ebeoen  Cj,  o.,  ft,  d.,  fj,  9,,  frh  •••»  welche  die  hbene  Z)aa 
indem  Strahlbüschel  mit  den  Strahlen  dj ,  «t ,  bi ,  cx ,  eu 
h'9x*mi>—  schneiden;  und  endlich  durch  die  Gerade  Ak  und 
die  Punkte  a',  s',  b',  d,  ö',  c',  f,  a',  m' ....  die  Ebenen  «/,  oy, 
Vi  h'»  V»  «i't  1±,  f*i'—>  welche  die  Ebene  Daö  in  dem 
Staübüschel  ^'  mit  den  Strahlen  V,  c'lf  <*,'»  e,',  /i', 

Ji',  mj'....  schneiden. 

« 

Demnach  ist 

y.  o\     9>»     f*—)s^(Ä,  8,  b,  c,  0,  c,  f,  3,  m...) 
^M«i,  «i,  ft,  yi»  V  «1»  9i»  %t>  f«i— ) 

==^  (aj,  f|1(  6|,  c„  dt,  e„  /„       fih ...); 


0',  /,  9'.  t*  ^'..0 

süf  (a#,  8',  b',  C,  ö',  e',  f,      m' ....) 


s4  V.  V,  A',  y,',  V,  V,  a^,  M 

SzBt'  (a/,  V,  6t',  ci',  d'i,  «1',  /J'f       fih '...); 

aUo  auch 

■ 

0,  P,  y,  d,  £,  o>,  x,  <*...) 

=-#i      *i»      ci,       ek9  fi*  g\f  »w, ....); 

und 

*  0'-,      <*',      9'.  tf.  **'•■•> 

=  j,',  V»  cj',  cii',  V.  /i'.  »1'») 

Die  Geraden  A,Al  und  M  und  die  Durchschnitte  der  Ebenen- 
paare c,  o.;  0,  tf.;  Ä,  ft;  y,  y,....  liegeo  in  einem  einfachen  Hy- 
P«rt>oloidf  welchea  mit  dein  der  Construktion,  nämlich  mit  p,  zu- 


! 
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sammenfällt,  indem  eine  solche  Fläche  durch  drei  Gerade  A,  Av. 
M  völlig  bestimmt  ist.  Es  enthält  also,  wie  dieses,  auch  die 
Punkte  tf,  ß,  y,  £,  s;  folglich  gehen  die  Durchschntttsliuien  der 
Ebenenpaare  c,  xs\\  ßy  ßY;  y,  yt;  6,  Sl;  s,  tx  und  die  Ebene  alf 
ß\t  Yi*  °i»  fi  selbst  durch  die  Punkte  <t,  ß,  y,  d,  t. 

Ebenso  zeigt  man  mittels  des  Hyperboloids  p',  dass  die  Ebe- 
nen «!#,  ßi,  yY',  V>  ti   durch  die  Punkte  a,  ß,  y,  ö,  s  gehen. 

Daher  müssen  nun  auch  die  Durchschnittspunkte  der  Strahlen- 
paare 6i,  Aj';  Ci,  Ci';  dx,  di';  ex' ,  welche  Punkte  in  dem  Fol- 
genden mit  /?],  yi,  di,  Ei  bezeichnet  werden,  mit  dem  Punkte  Ul 
und  den  gegebenen  Punkten  ß,  y,  6,  s  in  geraden  Linien  liegen. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  muss  noch  Folgendes  bemerkt  werden: 
Da  die  Strahlen  a  und  s  mit  den  Achsen  A  und  \A'  der  Ehenen- 
bü'schel  A  und  A'  zusammenfallen,  so  sind  die  Ebenen  a  und  c' 
im  Grunde  von  unbestimmter  Richtung,  desgleichen  also  auch  die 
Ebenen  at  und  <r/,  und  in  der  That  würde  eine  solche  Annahme 
der  Lage  dieser  Ebenen  das  Ergebniss  der  ferneren  Betrachtung 
nicht  andern.  Wir  können  aber,  wegen*  der  Analogie  der  Punkte 
ß,  y,  d,  s,  unter  at  diejenige  Ebene  des  Ebenenbüschels  Al9  wel- 
che nach  dem  Punkte  a  geht,  und  unter  <sx'  diejenige  Ebene  des 
Ebenenbüschels  Atl welche  nach  dem  Punkte  a  geht,  verstehen, 
und  dann  werden  zunächst  die  Punkte  a  und  8'  und  hierdurch  die 
Ebenen  a  undV  bestimmt. 

Da  endlich  bei  der  Construktion  der  Hyperboloide  p  und  p' 
auf  den  Punkt  <p  nicht  gerücksichtigt  wurde,  so  werden  zwar  die 
Ebenen  <p  und  g>',  nicht  aber  nothwendig  die  Ebenen  und  qpj' 
durch  diesen  Punkt  gehen;  im  Allgemeinen  also  ist  eine  Ebene, 
welche  den  Punkt  q>  mit  der  Durchschnittslinie  der  Ebenen  o?], 
und  tpi  oder,  was  einerlei  ist,  welche  den  Punkt  qp  mit  dem 
Punkte  Dx  und  dem  Durchschnittspunkte  <pt  der  Strahlen  fx 
und  fi  verbindet,  von  bestimmter  Lage.  Deshalb  ist  denn  auch 
die  Gerade  /2  auf  bestimmte  Weise  gegeben. 

b)  Sind  im  Allgemeinen  a3,  ö3,  b„  c3,  Ö3,  e3,  £3,  rtta ....  die 
Durchschnitte  des  Strahles  fx'  und  der  Strahlen  C|,  slt  bu  cl9  dx 
?\>  0\*  wi,...,  und  ö3",  83\  b3',  c3',  V,  e3',  g3',  «13'...  die 
Durchschnitte  des  Strahles  /i  und  ,  der  Strahlen  a\f  $i\  bi,  c't, 
iL't  e^,  (ji,  m|'...,  so  erhält  man  die  Dreieckspaare  B*  f2'a3  und 
Bx'f&'vBtU'H  un^  ßi%s3',  #if2'b2,  und  #,'f2b3',  £,f2'e3  und 
<3>  #ifV>s  «nd  #i'r2Ö'3,  BJ2'e3  und  Ä,V3,  B&&  und 
B\%&>  ^if'2ms  u"d  ^i'fim'j,....,  deren  Eckenpaare  auf  den  drei 
Convergenten  /*2,  /",,  /*,'  liegen;  also  liegen  die  Durchschnitte 

«a,  o^',  o;  s2,  82',  a;  b.2,  b2',  0, ;  yx ;  Ö2,  D2',  ^ ;  e2,  e2',  r, ; 

Sfa'>  Zi »  ^2»  ^V»  f*i .... 

ihrer  entsprechenden  Seitenpaare  drei  zu  drei  in  gerader  Linie, 
nämlich  in  den  Geraden 
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"t>  H>       e»>  d*t  *t>  9t»  "»» ■•• 

Man  kann  also  z.  ß.  die  Gerade  <j%  auf  jede  der  in  der  Construk- 
tion  unter  g)  angegebenen  Weisen  erhalten. 

Die  Gerade  A%  und  die  Gerade  fx'  sind  nun  in  Ansehung 
der  Punktenpaare  i 

4a*  ö2*  ^a»  ca»  Ö»»  Ca»  fa>  0a»  Hlj.... 

und 

<*s»  öji  ^s»  c8,  Ös,  es,  f8,  03,  rris.... 

perspektivisch,  denn  fa'  ist  ihr  Projektionspunkt;  die  Gerade  fx' 
und  der  Strahlbüschel  Bt  aber  sind  in  Ansehung  derselben  Punkte 
und  der  Strahlen 

fli»  in  bi,  clt  dt,  /,,  gl9  wij.... 
perspektivisch:  also  ist 

^(Oj.  8a,  b2,  f2,  Ö2>  ea»  fa>  3a»  Uta  ••••)  = 
Bx  (alt  $,,  6,,  c,,       fx      ^j,  t/1,  )  = 

^(«,     ß,  y,  °*  *>  9>»  #*••••); 

- 

uod  ebenso  ergibt  sich,  dass 

4%  («a'>  &a>  <a'>  V.  *a'>  fa»  0a1»  «%....)  = 

Cl',  <V»  V,  /i',  0,',  711,...)  = 

^'(«',  y,  6',      a>',  x',  «'...) 

ist.  Da  nun  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  (s*  Q^')  der  Geraden  A^ 
und  wechselsweise  die  den  Ebenenbüscheln  A  und  ^4'  ge- 
meinschaftliche Ebene  (act1)  entspricht,  so  bildet  die  Ebene  JJaa 
und  der  räumliche  Strahlbüschel  D  in  Ansehung  der  entsprechen- 
den Elementenpaare 

"a»  *a>  ^a>  ca»  ^a«  ^a»  /i>  .7a»  '"a  

und 

«r,  s,  6,  c,  d,  e,  /*,  tu..., 

und  daher  auch,  wenn  man  die  Ebenen,  welche  den  Punkt  Dx 
mit  den  Geraden 

«2»  H>       Cj,       e*,  f%,  g%>  mt.... 

verbinden,  mit 
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«t,  <*i,  ß*,  y*.  ^  «i,  <p-2.  f*2-- 

bezeichnet,  die  zwei  räumlichen  Strahlbflschcl  Dx  and  ö  in  An 
sehung  der  entsprechenden  Ebenen 

■ 

<h*     0«»  y*     ***  9»»  Z2» 

und  Strahlen 

O,  f,  6,  C,  rf,  C,       fft  m.... 

zwei  reciproke  Gebilde,  a 

Nun  aber  gehören  die  Dnrchschnittspunkte  der  sämmtlicben 
entsprechenden  Elementenpaare  zweier  recinroker  räumlicher 
Strahlbuschel,  wie  früher  gezeigt  worden  ist,  einer  und  derselben 
Fläche  des  zweiten  Grades  an,  welche  auch  deren  Mittelpunkte 
D,  Dx  enthält,  und  die  Punkte  er,  c,  ß,  y,  ö,  e,  <p  sind  die  Durch- 
schnitte der  entsprechenden  Elementenpaarc  a  und  a^t  s  und  c2, 
b  und  ß%,  c  und  ya,  d  und  da,  c  und  f2,  /"  und  <pa;  also  liefen 
auch  die  Durchschnitte  %,  ft...  aller  übrigen  entsprechenden  Ele- 
mentenpaare £  und  X2>  "*  und  mit  den  gegebenen  9  Punkten 
D,  Dlf  a,  <J,  ß,  y,  3,  f,  (p  in  einerlei  Fläche  des  zweiten  Grades. 

c)  Es  sei  p  derjenige  Strahl  von  D,  welcher  nach  dem  Punkte 
Di  geht,  so  fallen  die  Ebenen  it  und  n'  mit  DDxa  und  DDxc 
zusammen  und  es  ergibt  sich  nöthwendig  eine  Ebene  it%,  als 
Polare  des  Strahles  p.  Die  Polarebenen  der  in  dieser  Ebene  % 
liegenden  Strahlen  von  Dx  gehen  durch  den  Strahl  p  von  D  und, 
wie  im  9ten  Theile  des  Archivs  Seite  196—198  gezeigt  worden, 

feht  entweder  keine  dieser  Ebenen  durch  den  ihr  entsprechen- 
en  Strahl  —  in  diesem  Falle  kann  auch  keine  den  letzteren  in 
einem  anderen  Punkte  als  Dt  schneiden  d.  b.  die  Ebene  bat 
mit  der  Fläche  nur  den  einen  Punkt  Dx  gemein  —  oder  zwei 
jener  Ebenen  gehen  durch  die  entsprechenden  Strahlen  — ■  und 
dann  sind  diese  Strahlen  zwei  der  Ebene  «a  una>  der  Fläche  ge- 
meinschaftliche Gerade  d.  h.  die  Bertibrungsebene  eines  ein- 
fachen Hyperboloids  —  oder  nur  eine  geht  durch  den  entspre 
chenden  Strahl  —  und  dann  ist  die  Berührungsebene  eine« 
Kegels. 


Andere  Auflösung. 

er)  Man  bilde  wieder  das  Tetraeder  DDxaay  dessen  Kantet) 
Da,  Da,  Dx6f  Dta,  ad  der  Reihe  nach  mit  21,  Z',  A,  A',  ( A0  A0') 
bezeichnet  werden  mögen,  und  lasse  von  den  fön f  übrigen  gege- 
benen Punkten  ß,  y,  ö, Tf,  <p  irgend  einen,  z.  b.  q>,  zunächst  gan* 
ausser  Acht. 

b)  Man  bilde  nun  die  Ecken  Dlt  «,  a  des  Tetraeders,  ab 
Scheitel,  drei  Dreikante  Dx(ßy6),  a(ßyö),  o(ßyS),  deren  Kanten  nach 
irgend  dreien  der  vier  Punkte  ß,  y,  d,  e  z.  ß.  nach  ß,  y,  8,  gehen. 
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Die  Seitenflächen  Dxßy,  Dxßd,  Z),yd  des  ersteren  mögen  die  Kante 
crff  des  Tetraeders  in  den  Punkten  ü0,  yn,  ft>;  die  Kanten  aß,  ay,  ad 
des  zweiten  mögen  die  Gegen  fläche  UUX<S  von  <*  (im  Tetraeder) 
in  den  Punkten  ß„,  ytl,  dM,  und  die  Kanten  <sß,  <fy,  <sd  des  dritten 
die  Gegenfläche  DDxa  von  0  in  den  Punkten  ß'^Yu*  &'u  schneiden. 

■ 

Man  denke  sich  jetzt  aus  den  sechs  Punkten  öQ,  y0,  ß0i  ßM, 
y„  d,  das  windschiefe  Sechseck  6ofrfo*«^Q?*°o>  and  ebenso  aus 
den  sechs  Punkten  ö*0,  y0,  ß0,  ß'u1  Yu>  3/  das  windschiefe  Sechs- 
eck üoFeYoöJßoYuÖo  gebildet  und  verbinde  die  sechs  Seiten  eines 
jeden  von  beiden  mit  der  Ecke  D  des  Tetraeders  durch  sechs 
Ebenen.  In  den  so  um  den  Scheitel  D  entstehenden  zwei  Sechs- 
kanten werden  die  drei  Paar  Hauptgegenflächeu ,  nämlich  D8oßH 
and  />O0»  DßuYöf  und  Dß0y„,  />y<A  und  Dyu60;  D8jru  Und 
Dd'Jo,  Dß'rfQ  und  DM„  ZW'«  und  D/JQ  sich  in  drei  Gera- 
den <£,  2>,  £>;  <L\  2>'»  £>'  schneiden,  welche  in  einerlei  Ebene 
M,  M'  liegen.   Man  konstruire  diese  zwei  Ebenen. 

c)  Man  wiederhole  das  ganze  unter  6)  vorgeschriebene  Ver- 
fahren, indem  man  nichts  thut,  als  einen  der  drei  Punkte  ß,  y,  d, 
z.  ß.  ä,  mit  dem  Punkte  c  vertauscht.  (Es  wird  aber  dann  der 
Punkt  dA  unter  dem  Namen  c0  und  für  die  Punkte  ß0f  y0  werden 
zwei  andere  Punkte  unter  denselben  Namen  auftreten).  Aul  diese 
Weise  erhält  man  zwei  den  üf  und  M'  analoge  Ebenen  N  und  N'. 

d)  Hiermit  ist  auch  die  Durch schnittslinie  2f„  der  Ebenen  M 
und  iV,  und  die  Durchschnittslinie  Ü'„  der  Ebenen  M'  und  N'  ge- 
funden. Ist  nun  /  der  nach  dem  neunten  gegebenen  Punkte  g> 
gehende,  und  g  ein  beliebig  gegebener  anderer  Strahl  des  Punktes 
2),  dessen  zweiter  Durchschnitt  mit  der  Fläche  gesucht  wird, 
so  verbinde  man  den  Punkt  a  mit  zwei  beliebigen  Punkten  von 
/"und  g  durch  zwei  Gerade,  welche  die  Ebene  DDxc  in  den 
Punkten  <ptl  und  %„  schneiden,  und  den  Punkt  0  mit  denselben 
oder  auch  zwei  anderen  Punkten  von  f  und  g  durch  zwei  Gerade, 
welche  di«  Ebene  DDxa  in  den  Punkten  qyj  und  %a'  schneid eo 


Jetzt  lege  man  einerseits  durch  die  Gerade  7LU  und  die  Punkte 
V  «r  <P*>  Im  die  Ebenen  ßut  y  ,  ö„.  *„,  <pu,  fr,  welche 

die  Kante  A0  in  den  Punkten  b0,  c0,  00,  «„»  fn»  go>  und  ande- 
rerseits durch  die  Gerade  H'M  und  die  Punkte  ß'/r  yu,  d'„,  'u,  tp'u,  i u 
die  Ebenen  ß* Ä,  y'^,  d'„,  p'*,  y^,  w«lcbe  dieselbe  Kante  ^i'0 
in  den  Punkten  b'0,  Cn,  ö'o»  *'o»  fo»  3*0  schneiden  werden;  und 
verbinde  sofort  die  Punkte  bft,  C0,  &rt»  *o  bezüglich  mit  den  Ge- 
raden Dx§,  Dxy,  Dx9,  Dxt  durch  die  Ebenen  ßXt  yVt  ö\,  sowie 
die  Punkte  b'0,  Co»  &'o»  ^o  bezüglich  mit  denselben  Geraden 
durch  die  Ebenen  ß'x,  yx,  9X',  «V  Diess  vorausgesetzt,  so  werden 


«)  Jetzt  lege  man  durch  die  Gerade  Üx  und  die  Punkte  g, 
»o»  So  noch  die  Ebenen  tft>  <p„  j„  und  durch  die  Gerade  2V 


werden. 
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und  die  Punkte  a,  f0,  g'0  die  Ebenen  <p'lt  so  werden 
sich  die  drei  Ebenenpaare  cv  und  a\,  q>i  und  «p/,  ix  und  be- 
züglich in  drei  Strahlen  des  Punktes  i)l9  nämlich  7i\n,  $i  >  (B\* 
schneiden.  Nun  endlich  lege  man  durch  den  Strahl  ^t"  und  den 
neunten  gegebenen  Punkt  <p  eine  Ebene  qp2,  denke  sich  ein.  my- 
stisches Sechskant  —  d.  h.  dessen  Durchschnitte  der  Hauptge- 
genflächen in  einerlei  Ebene  liegen  —  dessen  Kanten  die  Strah- 
len #1,  Ä'i,  21*1,  (Bi"  und  die  Durcbschiiittslinie  der  Ebene 
q>2  und  einer  durch  (5/'  gehenden  Ebene  %%  sind,  und  konstruire 
diese  letztere  Ebene;  so  wird  dieselbe  den  Strahl  g  in  dem  ge- 
suchten zehnten  Punkte  %  der  gedachten  Fläche  des  zweiten 
Grades  schueiden  u.  s.  w. 


Beweis. 

«)  Es  seien  wieder 

■ 

a,  t,  6,  ff,  d,  e,  f,  g,  m.... 

beliebig  viele  Strahlen  des  Punktes  D,  von  denen  die  7  erstereo 
difrch  die  gegebenen  Punkte  «,  c,  ß,  y,  d,     9  geben;  es  seien 

a,  a,  ß,  y,  ö,  c,  a>,  p.... 

zugleich  die  Bezeichnungen  der  Ebenen,  welche  durch  die  Kante  Tl 
des  Tetraeders  und  die  Strahlen 

o,  *,  b,  c,  d,  e,  f,  g,  m... 

gehen,  sowie 

o',      f,  f,  *\  **,  <p',  i>  f*'».. 

» 

diejenigen  der  Ebenen,  welche  dieselben  Strahlen  mit  der  Kante 
21'  verbinden. 

Diese  zwei  Schaarcn  von  Ebenen  (Täf.  IL  Fig.  4.),  welche 
offenbar,  wenn  'wir  von  a  und  0'  absehen,  durch  die  Punkte 

- 

O  ßtt»  Yf"  4/»  £">  <P'r>  %t> 

und 

°>  6'«>  *»>  <Pu>  lu> 

- 

der  Konstruktion  geben  müssen,  mögen  die  Kanten  ^  und  A 
des  Tetraeders  bezüglich  in  den  Punkten 

a,  8  (d.  h.  tf),  6  b,  c,      r,  f,  3,  m... 

und  . 

a'  (d.  h.  «),  8',  b',  c',  ö',  e',  f ,  g',  m'... 
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schneiden;  und  es  seien  ßx,  y,,  6l9  e,  die  Durchschnittspunkte  der 
Strahlen  Dxß,  Dxyx ,  OxöXt  Dxtx  und  der  Gegenebene  Qao  von/),. 

Diess  vorausgesetzt ,  so  ist  das  ebene  Sechseck  ^0byoö/30c^o 
die  Projektion  des  windschiefen  &oß,tfu&»P»7»&09  UIM*  das  ebene 
Sechseck  o»«^^  die  des  windschiefen  dn0W'«/VA  ■« 
Bezug  auf  A>  als  Projektionspunkt. 

6)  Da  nun  jene  zwei  Sechsecke  einem  System  zweier  Geraden 
A  und  Aut  A'  und  A'0  eingeschrieben  sind,  so  sind  es  mystische, 
d.  h.  die  Durchschittspunkte  c.,  Ölf  bx;  c*Xt  \>'lt  b,'  der  drei  Paar 
Hauptgegenseiten  6ub  und  Öj5„,  /*0c  und  byM,  y0D  und  CÖ0;  d\,b' 
ond  Ö'/?u,  ßvc*  und  b'y0,  y0Ö'  und  c*(5L  liegen  in  einer  geraden  Li- 
nie M,  M\  welche  also  der  Durchschnitt  der  in  der  Konstruktion 
genannten  Ebene  Mf  jIV  mit  der  Ebene  J)xaö  sein  muss. 

Denkt  man  sich  nun  zwei  bewegliche,  durch  die  festen  Punkte 
b  und  c  gehende  Gerade,  deren  Durchschuittspunkt  t  die  Gerade 
M  durchlauft,  und  die  zwei  beweglichen  Punkte,  in  denen  jene 
zwei  Gerade  die  Kante  Au  schneiden,  fortwährend  mit  den  festen 
Puukten  ßx  und  yx  durch  zwei  neue  Gerade  verbunden,  so  erzeu- 
gen letztere  um  die  Mittelpunkte  ßx  und  yx  zwei  projektivische 
Strahl büschel ;  ihr  Durchschnittspunkt  %x  durchläuft  also  einen 
Kegelschnitt,  welcher  auch  die  Punkte  ßx  und  yx  enthalt;  uud  da, 
wenn  der  Punkt  i  nach  ö,,  auf  die  Kante  A  oder  A0  nickt,  der 
Punkt  t|  nach  o\,  o*  oder  auf  t  (den  Durchschnitt  von  ftl  und  A0) 
selber  zu  liegen  kommt,  so  gehören  auch  diese  letzteren  drei 
Punkte  zu  demselben  Kegelschnitt 

Wiederholt  man  diese  ganze  Betrachtung,  indem  man  nur 
den  festen  Punkt  C  mit  ö  und  yx  mit  6\  vertauscht,  demzufolge 
dann  auch  c,  für  $t  und  yx  tut  d,  zu  nehmen  ist,  so  erhält  man 
einen  zweiten  Kegelschnitt,  welcher  die  nämlichen  fünf  Punkte  o\ 
A»  7\>  &i  Ufl<*  ^en  Durchschnitt  von  M  und  AQt  wie  der  erstere 
enthält,  also  mit  diesem  identisch  ist.  Hieraus  folgt,  das*  wenn 
man  irgend  einen  Punkt  t  der  Geraden  itf  mit  den  Punkten  b,  c,  Ö 
durch  Gerade  verbindet  und  die  Punkte  b  ,  c0,  D?,  wo  letztere 
die  A0  sehneiden,  bezüglich  mit  A»ft>^i  durch  drei  neue  Gerade 
verbindet,  diese  letzteren  durch  einen  und  denselben  Punkt  ix 
gehen  müssen. 

Ein  Gleiches  lässt  sieb  von  der  Geraden  N,  dem  Durchschnitt 
der  Ebenen  N  und  DlaO,  und  wiederum  von  den  Geraden  M'  und 
N\  den  Durchschnitten  der  Ebenen  jtf'  und  iV'  mit  I)xao,  in  Be- 
zug auf  die  Punkte 

A,  ri,  «i,  b,  c,  e;  ft,  yx,  ölt  b',  d,  ö';  ßx,  yx,  *„  b',  C,  C 

« 

nachweisen. 

Ist  nun  also  B  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  M  und 
iV.  B  der  der  Geraden  M'  und  iV',  d.  b.  der  Durcbschnittspunkt 
der  Geraden  2t,„  2T„  mit  der  Ebene  Dxaot  so'  muss  derselbe  die 
Eigenschaften  der   Punkte  beider  Geraden  gemeinschaftlich  be- 
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sitzen»  d.  h.  alle  von  B  nach  den  Punkten  b»  c,  ö,  e  gehenden 
Geraden  schneiden  die  A0  in  solchen  vier  Punkten  b0,  <<,,  D0,  ert. 
dass  die  von  ihnen  nach  ßXt  y,,  d,,  c,  gehenden  Geraden  6|, 
Ci,  dg,  ex  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  Bx  vereinigen, 
und  alle  von  B  nach  b',  cf9  ö',  e'  gebenden  Geraden  schneiden 
die  A\  in  solchen  vier  Punkten  b'Q,  f  n,  Ö'p  dass  die  von 
ihnen  nach/3.,  yx ,  d, ,  ft  gehenden  Geraden  o'i,  c'i,  rf'i,  et'  sich 
in  einem  und  demselben  Punkte  Bx  vereinigen. 

Zieht  man  nun  noch  von  B  nach  den  Punkten  f,  g,  tn...  und 
von B' nach  f,o^,m'...  gerade  Linien,  welch  die^0  inf0, a0,m0..>die^['0in 
fQ,  tf0,ttl'0.:  schneiden,  und  verbindet  diese  Punkte  bezuglich  mit  By 
durch  die  Geraden  fXf  glt  mx...,  mit  B*x  durch  A,  o^j,  m/l...,  ver- 
steht man  ferner  unter  ö,  A'  die  Punkte  ff,  et  und  unter  &,  a'  die 
jenigen  Punkte  von  A9  Ä,  welche  bezuglich  mit  «  und  B,  ff  und 
B'  in  gerader  Linie  liegen,  so  dass  also  So  und  s'0  mit  ff;  0« 
und  a'„  mit  a  zusammenfallen,  und  einerseits  it  und  a1(  anderer- 
seits  s\  und  die  von  ff  und  o  nach  BXt  B\  gehenden  Gera- 
den sind;  bedenkt  man  endlich,  dass  die  Punkte 

Jh*  &\>  ßi>  Ti>  *!>  h*  <Pi*  Xi>  #4- 

den  Geraden 

3t, .  *'u  D,ß,  DiY,  St",  ©i".  *»V... 

* 

und  der  Durchschnitt  B'\  der  Geraden  tx  und  a\  (in  Taf.  II.  Fig 
3.  02  a'2)  der  Geraden  2t"i  angehören,  und  dass  die  Strahlen 

at*  *i»  ^»  cX9  dx,  ex,  fi,  gx,  inj... 

in  den  Ebenen 

<*.»  *i»  A»  n»  A»  fi»  9i»  Zi»  f*i  — 

des  Ebenenbüschels  \,  die  Strahlen 

n'i,  r'„  r/',,  e'„  /*„  o-'lf  mV-, 

in  den  Ebenen 

«^l»  ß't>  /i»  d'it  «'i,  o?lf  x'i»  f*'i- 
des  EbenenbQschels  yt  liegen,  so  überzeugt  man  sich,  dass 

A  y,  d,  «,  9,  r»~.)s 
A(*>  s,  b,  c,  0,  e,  f,  g,  m...)= 
^o(ä0>  a„,  b0,  c„,  ö0,  e0,  f0,  0„  m0...)~ 
#i  («i»  *i»  A»  clf  rfj,  el9      gi9  mx  ...)= 
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äifo.  *i»  ft.  7if  *i»  «i.  Vi.  fc>  f*i  • ). 

und 

Ä'(o',  a'.  /f,  y',  o\      9',  x',  fi'...)= 
^'(a',  a',  b',  C,  ö',  e',  p,  */,  m'...)== 
*4'(a'0,  s'0,  b'0,  c'o,  ö'0,  e',„  P,„  g\„  m'0.-.)  = 
B'i  (ß'i»       6/,  c'u  d\>  e'lt  flt  y'lt  m'x...)  = 
a'iK.-oV  fi,  y'i,      «V  <p\,  f*!'...) 

W,  und  dass  folglich  der  ganze  noch  übrige  Theil  des  Beweises 
auf  \\t. 6)  des  vorigen  zurückkommt  Denn  das»  nach  der  jetzig n 
Konstruktion  die  Geraden  2tlv  -A'i,  äj",  G>i"  und  der  Durch- 
schnitt der  Ebenen  92  und  X2  em  mystisches  Sechskant  bUden, 
folgt  einfach  daraus,  dass  in  Tuf.  II.  Für.  3.  die  Punkte  Bl9  B'}9  W\ 
ay,  o*,  %i  und  der  Durchschnitt  der  Geraden  /J,  ein  mjr- 
«tische«  Sechseck  bilden,  indem  die  Durchschnitte  fo,  gs,  fji  sei- 
ner drei  Paar  Hauptgegeuseiten  ^s  und  B\  B*\9  u°d  ^iVi» 
/?2  ß"j  und  /i  in  einer  Geraden  hegen ;  und  es  wurde  diese  neue 
Fassung  nur  aus  dem  Grunde  gewählt,  und  desshalb  auch  die 
Konstruktion  von  vier  mystischen  Sechskanten  um  D  der  an  und 
für  sich  einfachem  vot,  vier  ebenen  mystischen  Sechsecken  in  der 
Ebene  D,ac  vorgezogen,  weil  gezeigt  werden  sollte,  dass  die 
räumliche  Figur,  welche  aas  zwischen  zehn  Punkten 
einer  Fläche  des  zweiten  Grades  obwaltende  Gesetz 
ausdrückt,  zunächst,  so  zu  sagen,  als  eine  Verstrickung 
von  fünf  mystischen  Sechskanten  erscheint.  Ich  sage: 
zunächst,  weil  zu  hoffen  steht,  dass  diese  Figur  später  einer 
mehr  symmetrischen  Platz  machen  werde,  sowie  ja  auch  das  my- 
stische, die  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  bestimmende  Sechseck 
einer  weiteren,  besondern  Betrachtung  der  den  Kegelschnitt  er- 
zeugenden proj.  Strahlböschel  zu  verdanken  ist.  Ol)  aber  nicht 
vielleicht  der  Umstand,  dass  einer  der  neuen  gegebenen  Punkte 
beim  liau  des  Hauptgerüstes  keine  Rolle  spielt,  die  ausgespro- 
chene Hoffnung  schwächen  dürfte? 


Schlussbemerkungen. 

Ist  nicht  ein  Strahl  g  des  räumlichen  Strahlbüschels  D,  son- 
dern eine  Ebene  Xa  des  räumlichen  Strahlbüschels  Dx  gegeben, 
auf  welcher  ein  Punkt  %  der  fraglichen  Fläche  gesucht  wird ,  so 
ist  hiermit  in  Taf.  II.  Fig.  3.  die  Gerade  g2>  folglich  die  Punkte  Qgt 
und  mittels  der  Strahlen  /J,  /*.'  und  der  Punkte  f»,  f  a  die  Punkte 
fe»  03»;  die  Strahlen  glf  ff\  die  Ebenen  %l9  x\ ;  und  folg- 

lich der  Strahl  <y  gegeben! 

Ist  hingegen  eine  Ebene  von  D  oder  ein  Strahl  von  Dx  ge- 
geben, so  findet  mau  den  entsprechenden  Strahl  oder  Ebene,  in- 
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dem  man  von  zwei  der  Ebene  angehorigen  Strahlen  oder  von  zwei 
durch  den  Strahl  gehenden  Ebenen  die  entsprechenden  Elemente 
sucht  u.  s.  w.  Uebrigcns  genügt  es  im  letzteren  Falle  auch , 
wenn  man  zu  einem  gegebenen  Strahle  (B"j,  als  Durchschnitt  zweier 
Ebenen  Y] ,  angesehen,  den  entsprechenden  Strahl  g  sucht, 
sodann  für  irgend  eine  Ebene  tz,  welche  durch  (B"i  geht,  den 
entsprechenden  Strahl  t  bestimmt  und  g  mit  t  durch  eine  Ebene 
verbindet. 

Die  beiden  Hyperboloide  der  ersten  Konstruktion  haben  aus- 
ser den  acht  Punkten  D,  Z),,  a,  o,  ß,  y,  d,  £  noch  unzahlige  an- 
dere Punkte  gemein.  Es  sei  n  irgend  ein  Strahl  von  D,  welcher 
durch  einen  dieser  Punkte  v  geht;  so  werden  auch  in  den  proi. 
Ebenen  huscheln  A  und  At  (Taf.l! .  Fig  3.  oder  21  und  2t,  Taf.  1 1 .  Fig.  4.)  die 
entsprechenden  Ebenen  v  und  vl%  und  in  A*  und  A\  (2T  und  H\) 
die  entsprechenden  Ebenen  v'  und  v\ ,  und  folglich  auch  die  Ge- 
rade, in  denen  vx  und  v'i  sich  schneiden,  und  die  Ebene  vt 
durch  den  Punkt  v  gehen,  d.  h.  der  Punkt  v  gehurt,  gleich  den 
Punkten  />,  Dx>  or,  tf,  ß,  y,  d,  «,  zu  der  gesuchten  Fläche  de« 
zweiten  Grades. 

Denkt  man  sich  nun  sämmt liehe  Flächen  dieses  Grades  F, 
f*,  F" welche  durch  die  genannten  acht  Punkte  gehen,  so 
muss  sich,  weil,  wie  früher  gezeigt,  neun  Punkte  eine  solche 
Fläche  völlig  bestimmen ,  eine  jede  derselben  auf  die  hier  mitge- 
theilte  ^eise  koostruiren  lassen,  indem  man  sich  noch  irgend 
einen  neunten  Punkt  derselben  <p,  <p',         gibt.   Hieraus  folgt: 

Alle  Flächen  des  zweiten  Grades,  welche  acht 
Punkte  gemein  haben,  haben  unzählige  Punkte  ge- 
mein, welche  die  Durchschnittslinie  zweier  einfacher 
Hyperboloide  bilden. 

Und : 

Die  Durchschnittslinie  z we ier  Fläch en  des  zwei- 
ten Grades  ist  durch  acht  ihrer  Punkte  völlig  be- 
stimmt. 

Einer  dieser  Punkte  ist  offenbar  auch  B\  oder  (ss  a'a)  (Taf.  II.  Fig. 
3.);  denn  der  Strahl  von  Dly  w elcher  nach  diesem  Punkte  gebt, 
entspricht  als  Durchschnitt  der  Ebenen  as  und  c2  der  Ebene  DaO 
von  D,  welche  die  entsprechenden  Strahlen  a  und  s  verbindet 
Hieraus  ergibt  sich  die  Auflösung  der  Aufgabe: 

Wenn  von  der  Durchschnittslinie  zweier  Flächen 
des  zweiten  Grades  acht  Punkte  gegeben  sind,  auf 
jeder  Ebene,  welche  drei  dieser  Punkte  verbindet, 
einen  vierten  Punkt  jener  Linie  zu  finden. 

Geht  dagegen  eine  Ebene  nur  durch  zwei  bekannte  Punkte 
der  in  Rede  stehendeu  Linie,  so  denke  man  sich  dieselbe  ata 
eine  der  Ebenen  8,  y...,  z.  B.  ß,  des  Ebcnenbüschels  A  (oder  A' 
in  Taf.  II.  Fig.  3.),  konstruire  die  entsprechende  Ebene  ßt  in  At  .welche 
die  ß  in  der  Geraden  £.  schneide,  denke  sich  in  der  Ebene  ß 
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beliebig  viele  Strahlen  m,  n9  p...  von  i),  welche  der  SL  in  den 
Punkten  rn,  n,  p...  begegnen,  und  zu  den  El>cnen  ft',  v',  rc'...  des 
Ebenenbuschels  welche  durch  jene  Strahlen  geben,  die  ent- 
sprechenden pi',  V|',  JT|'...  in  ^4j'  gesucht,  welche  die  Ebene  ßt 
in  den  Strahlen  f»|,  uif  px ...  und  die  Gerade  SL  in  den  Punkten 
ffli>  ni»  Pi  •••  Schneiden  mögen.  Dies«  vorausgesetzt,  so  wird  der- 
jenige der  Strahlen  mx,  «,,/>,...  die  Ebene  ß  in  einem  neuen 
Punkte  jener  Durchschnittslinie  treffen,  welcher  seinem  entspre- 
chenden Strahle  m,  n,  p...  begegnet,  d.  h.  für  welchen  auf  den 
zusammenliegenden  proj.  Geraden  SL,  SL%  zwei  entsprechende 
Punkte,  wie  t  und  tlt  sich  vereinigen.  Solcher  Punkte  (tt|),  wel- 
che danu  selbst  die  gesuchten  Punkte  der  krummen  Linie  sind, 
gibt  es  entweder  zwei  der  einen  oder  keinen,  und  sie  werden 
auf  die  bekannte  Weise  mittels  dreier  Punktenpaare  m,  n,  p 
and  ftt|,  n,,  p,  und  eines  beliebigen  festen  Kreises  in  der  Ebene 
ß  gefunden.  Zu  demselben  Ergebniss  und  Verfahren  übrigens 
wurde  man  gelangen,  wenu  man  sich  die  Aufgabe  stellte:  diejeni- 
gen zwei  (eine  oder  keine)  Geraden  zu  linden,  welche  in  Einem 
zugleich  der  Geraden  SL  (des  Hyp.  p)  und  drei  zu  einerlei  Schaar 
des  Hyp.  p'  gehörigen  Geraden  begegnen. 

Liegen  von  den  neun  gegebenen  Punkten  einer  Fläche  des 
zweiten  Grades  viere  in  einerlei  Ebene ,  so  kann  man  diese  letzte- 
ren wie  die  Punkte  Z>,  a,  a,  B"x  betrachten  Dann  sind  die 
Ebenen  o*.  unmittelbar  gegeben,  und  die  hierdurch  bestimmten 
DorchschnitUlinien  dieser  Ebenen  mit  der  Ebene  Dats  sind  be- 
züglich zwei  Gerade  der  einfachen  Hyperboloide  p'  und  p,  wel- 
che die  Geraden  A'  und  A  schneiden.  Die  Konstruktion  dieser 
Hyperboloide  wird  also  viel  einfacher,  indem  sie  sich  auf  die 
frühere  Aufgabe  2  reducirt. 

Sind  in  den  reeiproken  Gebilden  D,  Dt  die  entsprechenden 
Elementenpaare 

a,  s,  6,  c,  d,  e,  f,  g,  m.... 

und 

«a»  o*>  fat  H*  &*>  H*  fe>  Pf- 
eif* für  allemal  bestimmt,  so  steht  es  allemal  frei,  festzu- 
setzen, dass  in  der  oben  gegebenen  Konstruktion  die 
Strahlen  a  und  s  mit  irgend  zwei  andern  des  Strahl- 
büschels D  vertauscht  werden,  und  gleichwol  densel- 
ben Strahlen  von  D  noch  dieselben  Ebenen  von  Dt 
entsprechen  sollen. 

Denn  bezeichnen  jetzt  inTaf.  II.  Fig.  3.  a  und  «irgend  zwei  andere 
Strahlen  von  Ü.  als  durch  welche  oben  die  Konstruktion  der  Hy- 
perboloide p  und  p'  sowie  der  Ebenen  ctj,  <ft,ß2...  bewirkt  wurde, 
und  heissen  auch  jetzt  ag,  <J2  die  denselben  in  Dx  entspre- 
chenden Ebenen,  welche  die  neue  Ebene  DaO  in  den  Geraden 
At  und  A\  schneiden  mögen,  denkt  man  sich  durch  den  Strahl 
a  oder  A  und  durch  alle  übrigen  Strahlen  s,  6,  c,  d,  f...  von  D  die 
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Ebenen  o,  ß,  y,  ö,  ep...,  und  durch  den  Strahl  t  oder  A'  und  durch 
die  Strahlen  a,  h,  cf  d,  /*...  die  Eheneo  er*,  0*,  y%  Ö'9  Jf1—  ffelest, 
bezeichnet  man  endlich  die  Punkte,  in  welchen  die  Geraden 
und  von  den  jenen  Strahlen  entsprechenden  Ebenen  ct§  <u 
ß*<  Yt*  °V"  geschnitten  «erden,  mit  83»  bg,  C+,  äg,  und 
a b c't,  f2   so  ist,  weil  D9 1\  in  Ansehung  der  Ele- 
menten paare  a,  s,  0,  v,  dt  f..  und  a,,  0*,  ß%,  yt9  V  qpj...  reeiprok 
»ind , 

A(<J,  ß,  y,  ö,  <p...)  =  Jt(«t,  b*.  Cg,  f*..) 

und 

^'(«',      f.  6\  y'...)^.«*'*  b'„       V*  f..-). 

Jetzt  denke  man  sich  ein  Hyperboloid  p  konstruirt,  tn  wel- 
chem die  Geraden  A  und  der  Punkt  Dt  und  irgend  drei- 
Durchschnittspunkte  y,  d  entsprechender  Elenteutenpaare  6,  c, 
rf  und  fo,  ya,  dj.»  liegen  (nach  Aufgabe  2),  und  es  sei  die 
durch  Di  gehende,  mit  A  zu  einerlei  Schaar  gehörende  Gerade 
von  p,  und  der  Punkt,  in  welchem  dieselbe  die  Ebene  Da6 
(und  die  A^)  schneidet.  Endlich  seien  oj ,  A  >  ?'i  >  <?i  >  9h ...  die 
durch  Ax  gehenden  Ebenen,  welche  die  Ebenen  0*,  8,  y,  6\ 
in  Geraden  schneiden,  die  im  Hyperboloid  p  liefen,  und  st  (oder 
^*')>  ^1»  Ci»  du  fi- »  die  Durchschnittslinien  dieser  Ebenen  ov 
ßt ...  mit  der  Ebene  Da*.   Diess  vorausgesetzt,  so  ist 

A(a,  ß,  7,  o\  9...)  =  i4i(<f„  A,  n.  '1» 

=^(«1.  ^1»  ^1»  ^t*  f\  •  •)* 

aber  auch 

A{9,  ß,  y,  d,  9...)  =4  (8«,  b»,      D2,  f2...), 

also 

l^(*t,  Ä|,  ti,  ilit  A...)  =  ^a(öa,  b.2,  Ca,  Öa,  fa...). 

Denkt  man  sich  also  jetzt  irgend  einen  der  Punkte  b.2',  Öa',  ft  •••> 
z.  B.  f*',  mit  den  Punkten  8»,  b»,  öa,  f2 ..  durch  Gerade  verbun- 
den, so  entsteht  um  den  Punkt  fg'  ein  Strahl büschel,  welcher 
mit  Mi  in  Ansehung  der  gedachten  Geraden  und  sXf  b\y  cit  — 

fnrojektivisch  und  zwar  perspectivisch  ist,  weil  der  gemeinschaft- 
iche  Strahl  zwei  entsprechende  vereinigt.  Es  liegen  also  die 
Durchschnittspunkte  83,  bj,  c3,  ö3,  fs  (<Pi)...  der  entsprechenden 
Strahlenpaare  in  einer  geraden  Linie  fx\  welche  die  Gerade  Af 
in  einem  Punkte  Bx  schneiden  wird. 

Sofort  sei  fs  der  Mittelpunkt  eines  Strahlbüschels ,  dcs*e" 
Strahlen  nach  den  Punkten  O«,',  b*',  «y,  fa'...  «eben  und  die 
Gerade  fx  in  den  Punkten  <y>  b*\  cf',  Öa',  f3'  (<p,)...  schueiden, 
und  es  sei  Bx  mit  diesen  letzteren  Punkten  durch  die  Geraden 
Q\\  V«  c\>  Ai\  fi  ...  verbunden,  so  ist,  wenn  man  sich  noch  die 
die  Punkte  />,  und  Bx'  verbindende  Gerade  Ax'  und  die  durch 
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A%'  und  die  Geraden  14 A, ',  <?,',  «*,\  gellenden  Ebenen 

«i%  ß\>  t\\  V»  9i'~  denkt: 

4'CV.  ft'»  tt'*  V.  V .«JsÄi'h',  6,',  ct',  c/t',  /*,'...) 

=4iW>  *V»  fc'...)=J'(a',  0',      o\  9'.  .). 

Hieraus  folgt,  dass 

yi'.  V.  9i'  ..)  =  ^V,  0',  y%  d',  9'...), 

also  die  Durchschnittslinien  der  entsprechenden  Ebenenpaare 
sammt  4'  und  A\  ein  einfaches  Hyperboloid  p'  bilden  u.  s.  w. 
u.  s.  w. 

Denkt  man  sich  also  mittels  dieser  neuen  zwei  Hyperboloide  p  und 
p'  die  den  »Strahlen  von  Ü  entsprechenden  Ebenen  von  Dx  kon- 
struirt,  so  müssen  dieselben  mit  den  bereits  gefundenen  zusam- 
menfallen, w.  z.  b.  w. 

Gleichwohl  gibt  es  unzählige  concen trische  räum- 
liche Strahlbüsch  el  £)t,  welche  mit  dem  Strahlbüschei 
reciprok  sind  und  deren  Systeme  von  Ebenen  ihre 
entprechend cn  Strahlen  er,  s,  o,  c,  d,  e,  /*...  in  den  näm- 
lichen Punkten  er,  0,  ß,  y,  6\  e,  <p...  schneiden. 

Denn  denken  wir  uns  zur  Konstruktion  der  Hyperboloide  p, 
p*  die  Geraden  A,  A'  und  die  Punkte  D, ,  ß,  y,  &  in  demselben 
8inne  wie  oben  gegeben ,  den  Punkt  c  jedoch  mit  <p  oder  irgend 
einem  anderen  Punkte  der  bereits  konstruirten  Fläche  des  zweiten 
Grades  vertauscht,  so  werden  an  die  Stelle  der  anfangs  erhalte- 
nen Hyperboloide  jetzt  noth wendig  andere  treten ,  wofern  nur  der 
neue  Punkt  nicht  der  Durchschmttslinie  der  anfänglichen  Hyper- 
boloide angehört.  Dann  werden  also  auch  die  Ebenen  tu  und  02, 
welche  den  Strahlen  a  und  1  entsprechen ,  andere  werden ,  und 
ihre  Durchschnittslinie  die  Ebene  Dao  in  einem  anderen  Punkte 
ßtM  oder  (s-a'i)  des  Kegelschnittes,  welchen  diese  Ebene 
mit  der  Flache  des  zweiten  Grades  gemein  hat,  treffen. 

Bezeichnet  man  nun  die  Ebenen  o*,  02,  welche  den  verschie- 
denen Annahmen  eines  Punktes  s  entsprechen,  mit  er,  alf  a%,  «3... 
und  0,  0|,  02»  0».—  »  und  die  unveränderlichen  Geraden  i^a,  Dla 
mit  2,       so  ist  wegen  des  gedachten  Kegelschnittes 

«i#  «%>  <*s     =  %  *»•••)• 

Es  werde  jetzt  der  Strahl  a  mit  irgend  einem  andern  Strahle 
6  von  D  vertauscht;  so  darf  man  festsetzen,  dass  die  durch  eine 
neue  Konstruktion  zu  erhaltenden  Ebenen  o^,  02,  ßt  oder  vielmehr 

«»  «1,  Oj,  «3... ;   0,  0t,  0»,  0j... ;   ß,  ßi,  ßz,  ft... 
mit  den  früheren  identisch  seien,  und  es  wird  auch  jetzt  wieder 
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sein,  wenn  &  die  Gerade  Z>x^  bezeichnet.   Und  so  überhaupt: 

Sind  im  Räume  irgend  zwei  reciproke  räumliche 
Strahlbüschel  D,  Dx  gegeben,  so  gibt  es  unzählige, 
mit  irgend  einem  von  beiden  con centrisc h e,  andere 
Str  ahl  büschel,  welche  mit  dem  anderen  reciprok  sind, 
und  von  denen  allemal  diejenigen  Ebenen,  die  einer- 
lei Strahle  des  anderen  entsprechen,  diesen  Strahl 
in  demselben  Punkte  als  die  Ebenen  des  ursprüngli- 
chen Strahlbüschels  schneiden;  und  zwar  sind  die 
verschiedenen  Ebenenbüschel,  welche  in  den  concen- 
tris  eben  räumlichen  Strah  I  b  Osch  ein  jedesmal  von  den, 
einerlei  Strahle  des  anderen  räumlichen  Strahlbü- 
scbels  entsprechenden  Ebenen  gebildet  werden,  in 
Ansehung  der  einerlei  S trahlbiischel  angehorigen 
Ebenen  projekti vif ch. 

Da  aber  die  Fläche  des  zweiten  Grades,  welche  von  den  erst- 
i;edachten  reciprok en  Strahlbüscheln  erzeugt  wird,  in  einem  Punkte 
Dx  nur  von  Einer  Ebene  berührt  werden  kann,  so  kann  auch 
demjenigen  Strahle'  von  Dt  welcher  beiden  Strahlbüscheln  gemein 
ist,  (p),  auch  nur  einerlei  Ebene  %  entsprechen  d.  h.  sänimtliche 
Ebenen  n,  7^,  «2,  tc3...  fallen  in  eine  zusammen.  Denken  wir 
uns  ferner,  dass  eine  der  Ebenen  vou  D,  welche  durch  den  Strahl 
o  gehen,  wie  es  beim  einfachen  Hyperboloid  und  dem  Kegel  der 
Fall  ist,  durch  deu  ihr  in  Z>4  entsprechenden,  in  liegenden, 
Strahl  gehe,  und  nun  wieder  denjenigen  Strahl  von  D,  welcher 
dieser  Ebene,  insofern  sie  zu  Dt  gerechnet  wird,  entspricht  und 
natürlich  in  dieser  Ebene  selber  liegt,  so  wird  auch  diesem 
Strahle  von  D  in  D*  und  den  damit  concentrischen  Strahlbüscheln 
nur  eine  einzige  Ebene,  nämlich  die  durch  ibu  selbst  und 
durch  p  gehende,  entsprechen  können.  Hieraus  sc h Hessen  wir 
ferner: 

Denkt  man  sich  die  unzähligen  concentrischen 
räumlichen  Strahlbusch el  wel che  mit  einem  und 
demselben  anderen  (D)  reciprok  sind,  und  deren  einer- 
lei Strahl  entsprechende  Ebenen  diesen  in  einerlei 
Punkte  schneiden,  so  gibt  es  in  D  allemal  entweder 
drei  oder  zwei  oder  einen  Strahl,  welchen  in  den  ver- 
schiedenen concentrischen  Strah Ibüscheln  immer  nur 
einerlei  Ebene  entspricht,  jenachdem  die  durch  jene 
Gebilde  erzeugte  Fläche  ein  einfaches  Hyperboloid  , 
oder  ein  Kegel  des  zweiten  Grades  oder  eine  vollkom- 
men krumme  Fläche  ist;  und  zwar  ist  der  eine  dieser 
Strahlen  alleraal  der  den  Strahlbüscheln  gemein- 
schaftliche, während  die  beiden  anderen  oder  der 
andere  auf  der  betreffenden  Berührungsebene  liegen. 

Die  zuletzt  erhaltenen  Resultate ,  deren  Entwickelun»  sich 
poch  ziemlich  eng  an  den  Begriff  der  Fläcb'e  des  zweiten  Grades 
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aritüthioss,  werden  sich  auf  eine  freiere,  von  diesem  Begriffe  un- 
abhängigere Weise  entwickeln  lassen,  sobald  die  geometrischen 
Verwandtschaften  der  hohe  reu  Art,  welche  von  Steiner  in 
seiner  „Entwicklung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gest"  — 
mittels  des  einfachen  Hyperboloids  —  und  von  dem  Verf.  im  7. 
Theite  des  Archivs  zunächst  nur  für  den  Fall  reeller  Hauptpunkte, 
Hauptlinien  u.  s.  w.  vorgetragen  sind,  eine  umfassendere,  auch 
imaginäre  Hauptpunkte  u.  s.  w.  zulassende  Darstellung  ge- 
funden haben.  Diese  Darstellung  wird  dann  auch  erst  den  rech* 
ten  Einblick  in  den  unerschöpflichen  Reichthum  der  Steineichen 
Geometrie  verschaffen,  welcher  darin  besteht,  dass  dieselbe  Ver- 
wandtschaften der  höheren  Art  immer  durch  Combination  von  Ge- 
bilden Her  vorhergehenden  niederen  erzeugt  und  so  ins  Unendli- 
che von  einfacheren  zu  verwickeiteren  Gebilden  fortschreitet. 

Unter  andern  wird  dann  .  auch  dem  Satze,  welcher  den  Kegel- 
schnitt, so  zu  sagen,  als  den  Durchschnitt  projektivischer  ebener 
Strahlbüschel  hinstellt,  der  analogere  zur  Seite  treten,  wonach 
zwei  räumliche  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte 
auf  einer  Fläche  des  zweiten  Grades  liegen,  in  An- 
sehung der  nach  einerlei  Punkte  der  Fläche  gehenden 
Strahlenpaare  geometrisch  verwandt  sind,  und  zwar 
dem  gemeinschaftlichen  Strahle  beider  Strahlbüschel, 
alsHauptstrahle,  weebs eisweise  die  Berührungsebene, 
als  Hauptebene,  entspricht 
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VIII. 

Beweis  des  pytftagorischen 
Lehrsatzes. 

Von  dem 

Kand.  der  Mathematik  Herrn  Bernh.  Möllmann 

zu  Osnabrück. 


Es  werden  bei  diesem  Beweise  folgende  Sätze  gebraucht: 

1)  Zwei  Dreiecke  sind  congruent,  wenn  eine  Seite,  ein  an- 
liegender und  der  gegenüberliegende  Winkel  in  dem  einen  Drei* 
eck  den  entsprechenden  Stücken  in  dem  anderen  einzeln  genom- 
men gleich  sind. 

2)  Ein  Dreieck  ist  halb  so  gross  als  ein  Parallelogramm, 
wenn  beide  gleiche  Grundlinien  und  gleiche  zugehörige  "Höhen 
haben. 

3)  Wird  von  zwei  geraden  Linien  AB,  CD  (Taf.  IV.  Fig.  1.) 
die  eine  CD  in  beliebig  viele  Abschnitte  CE,  EF9  FD  getbeilt: 
so  ist  das  Rechteck  aus  den  beiden  Linien  gleich  den  Rechtecken 
aus  der  ungeteilten  Linie  und  jedem  der  gemachten  Abschnitte. 

4)  Das  Quadrat  über  der  Summe  zweier  Linien  ist  gleich 
den  Quadraten  der  beiden  Linien  nebst  dem  doppelten  Rechtecke 
aus  beiden  Linien. 

5)  Das  Rechteck  aus  der  Summe  und  dem  Unterschiede 
zweier  Linien  ist  gleich  dem  Unterschiede  der  Quadrate,  welche 
die  beiden  Linien  zu  Seiten  haben. 

Beweis.  Es  sei  AB  (Tal.  IV.  Fig.  2.)  die  grossere  und 
BC  die  kleinere  Linie.   Man  beschreibe  über  AB  das  Quadrat 
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ARHD,  ziehe  durch  C  eine  Parallele  CG  mit  AD,  verlängere  AD 
und  CG  um  die  der  kleineren  Linie  BC  gleichen  Stucke  DE, 
FG  und  ziehe  EF:  so  ist  ACFE  das  Rechteck  aus  der  Summe 
und  dem  Unterschiede  der  beiden  Linien.  Macht  man  alsdann 
CJ=AC  und  zieht  durch  J  eine  Parallele  JK  mit  BC:  so  ist 

CJKB  =  DEFG,  GJKH=BCi. 

Nun  ist 

A  CFE = AB  HD  —B  CJK  —  GJKI1  +  DEFG 
=  ABU  Dt-  GJKH=ABi—BQi. 

Es  sei  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  ein  bei  B  rechtwinkliges 
Dreieck.  Haihirt  man  die  Winkel  ItAC  und  ACB  und  lallt  aus 
dem  Durchschnitt  O  der  halbireoden  Linien  auf  die  Seiten  des 
Dreiecks  die  Lothe  DO,  EO,  FO:  so  ist  (t) 

&AE  &CEOg2±CFO 
EO=DO  EO—FT) 
AE=AD,  CE=CF, 

folglich  DO—EO=FO,  DBFO  ein  Quadrat  und  AC=AD+CF 
oder  AB+BC—AC=2DBz=zWF=:'2DOt  mithin  das  Rechteck 
aus  AB-\-AC-\-BC  und  AB+BC—AC  deich  dem  Rechtecke  aus 
AB+AC+BC  und  2DO.  Nun  ist  aber  das  erstere  Rechteck 
(nach  5)  gleich  ßQi—AO  und  das  letztere  (nach  3) 

gleich  den  drei  Rechtecken  aus  AB  und  2DO,  BC  und  2FO, 
AC  und  2£0  oder  (nach  2)  gleich  dem  vierfachen  Dreieck  ABC 
mithin 

(AB  +  BC)n — 4  Ol  =  4A  ABC 

oder  gleicji  dem  doppelten  Rechteck  aus  AB  und  BC.  Nun  ist 
ferner  (nach  4)  {AB  +  B(J)i  gleich  den  Quadraten  über  AB  und 
BC,  nebst  dem  doppelten  Rechtecke  aus  AB  und  BC,  mithin 

AB*+  BCi=A&,  q.  e.  d. 


5Eur  Theilung  des  Dreiecks. 


Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schale  zu  Carleruhe. 


Die  folgenden  Aufgaben  Aber  <Äe  Theilung  eines  Dreiecks  durf- 
ten nicht  ohne  Interesse  sein,  selbst  in  den  Elementarunterricbt 
in  der  Geometrie  aufgenommen  werden  können.  Sie  mögen  vom 
Einfachen  zum  Zusammengesetzten  geordnet  erscheinen. 

(Die  Figuren  auf  Taf.  III*  sind  nach  den  Nummern  der  etmcloen 
Paragraphen  im  Folgenden  geordnet,  so  du»«  z.  B.  Fig.  2.  zu  §.  2.  ge- 
hört u.  s.  w.). 

§.  1. 

In  dem  Dreieck  ABC  ist 

AD=z-AC,    AE=~  AB; 

welcher  Theil  ist  ADE  vom  ganzen  Dreieck? 

Man  ziehe  CE,  so  ist  AEC=-ABC,  und  da  ADE=?-AEC 
SO  ist 

ADE  =  ^  ABC. 

/Co 


$.2. 

In  dem  Dreieck  ABC  ist 

* 

AD=^AC,   AE  =  -AB,  DF^~DE: 

HSV 
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welch«»  Verhältnis«  haben  die  drei  Stacke  ADE,  DFC,  CFEB 
mm  ganzen  Dreieck,  dessen  Fläche  =J  sei? 

ADE=™.\A  (J.  J.); 

- 

man  ziehe  nun  CE,  so  ist  AECzsz  -z/,  also 

V«    n    %/  ns 

Ferner  ist 

DFC=±DEC  =  *&=^A 
V  vtts 

und  nun  endlich 

CFEB=4-(™.r-       ~~  m) W  ^-"K"- ?Ö  ^ . 
\n   s         vns    J  ms 

Demnach  ist 

ADE—~  d,  FDC=Ur^n~~m^  4,  CFEB={vs~w)(n-m)  A . 
ns  vtu  vnt 

§.3. 

In  dem  Dreieck  ABC  ist 

i 

AD=™AC,  AE=\AB,  DE=^DE,  CG  =  ^BC; 

Helenes  Verhältnis«  haben  die  drei  Stücke  zum  Flächeninhalte  A 
des  ganzen  Dreiecks  ? 

Zunächst  ist 

ADE=^J(§.  1.). 


Mao  ziehe  DG  und  Z?/J,  so  ist 


n     c  es 


...   a         r — a   *— r 

—  (^fl*  —  m  r  -f-  itrc  — « nra)  ^ ' 
es 
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Dessgleichen  ist 

DFG  =  -  DGE  =  "(""»-"■"• +  '"'C-nTg)^  , 
v  tmcs 

QYp_^  (p — «) (mgj  —  mcr  -f- »rc — wro) ^ 


woraus  nun 

FDGC=FDG  +  DCG  und  BEFG=BEG  +  FEG 
leicht  berechnet  werden. 

j.  4. 

In  dem  Dreieck  ABC  ist 

AD=z~AC,  AE=z^AB,  CF=°  BC,  DG=^DF, 

DB=  j  DE ; 
welches  ist  das  Verh&ltniss  der  vier  Theile  zu  AI 

ACD  =  ^J,  CDF=™-aA. 
?i$  n  c 

Man  ziehe  EF,  so  ist 


also 


BEF=  —  .—  J9 
s  c 


uc         r  c 


woraus  DAT  gefunden  wird.    DGB  ist  sodann  -  --DEF,  wo- 

V  2 

durch  auch  DGH  gefunden  ist.   Endlich  ist  dann 

FGHEB  =zA — ADC~-  DCF-  DGB, 
so  dass  auch  dieser  Theil  berechnet  werden  kann! 


§.  5. 

In  dem  Dreieck  ABC  ist 

AD='^AC,  AE=TA6,  CF=°AC,  CG^-.tfC, 
n  s  c  u 
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FH^jFG,  DJ=&bE; 

man  frfigt  nach  dem  Verhältnisse  der  Theile  zum  Ganzen. 

Zunächst  werden  die  Stucke  ADE,  CFG  nach  $.  1.  gefun- 
den. Zieht  man  sie  vom  Ganzen  ab,  so  bleibt  DEBGF  als  be- 
kannt. Zieht  man  EG,  so  findet  man  eben  so  BEG;  eben  so 
AEF,  wenn  man  EF  zieht.    Zieht  man  ADE  von  AEF  ab,  so 

hat  man  DEF.   Zieht  man  FJ,  so  ist  DFJ=^DEF,   also  ist 

DJF  bekannt.  Zieht  man  JG,  so  findet  man  JGEB  nach  §.  3., 
also,  da  EGB  bekannt  ist ,  hat  man  auch  JGE.  Zieht  man  nun 
DJF  und  JGE  von  DEGF  ab,   so  bleibt  FJG.    Da  aber 

FJH^yFJG,  so  sind  endlich  auch  FJH  und  HJG  bekannt 
Nun  ist 

DJHF=  JFH  +  DJF,  JHGBE—  HJG  +  G JE  +  BEG , 

so  dass  jetzt  alle  Stücke  in  ihrem  Verhältnis«  zum  Ganzen  als 
bekannt  angenommen  werden  können.  Eine  nähere  Auseinander- 
setzung wird  hier  füglich  unterbleiben  können,  da  sie  Nichts  wei- 
ter enthielte,  als  die  Bildung  von  Formeln,  die  keineswegs  beson- 
dere Schwierigkeiten  darbietet. 


§.  6. 

■ 

Seien  bekannt  die  Verhältnisse  von  AE  zu  AB,  AD  zu  AC, 
CF  zu  AC,  CJ  zu  BC,  DU  zu  DE  und  man  stellt  dieselbe 
Frage,  wie  früher. 

Zunächst  linden  sich  die  «Stücke  ADE,  CFG  nach  §.  ].; 
J HEB  nach  {.  3.  und  sodann  auch  DHJGF  von  selbst. 


§.  7. 

Seien  bekannt  die  Verhältnisse  von  AD  zu  AC,  CF  zu  AC 
CG  zu  BC,  BL  zu  BC,  FH  zu  FG,  DJ  zu  DE,  JK  zu  JH; 
die  Frage  dieselbe  wie  oben. 

Die  Stücke  ADE,  CFG  ergeben  sieh  nach  §.  1.;  DJ  HF 
nach  §.  5.;  eben  so  findet  man  EJHGB  nach  $.  5.  Dies  letz- 
tere Stück  ist  aber  durch  KL  wieder  in  zwei  getbeilt,  die  zu  be- 
rechnen sind.  Man  ziehe  LE,  LJ,  LH,  so  findet  sich  LEB 
nach  6.  I.,  LJEB  nach  $.  3.,  also,  wenn  man  die  letztern  von 
einander  abzieht,  auch  LJE,  DJ  LCD  nach  §.  6.,  also  wenn 
man  DJ  HF  und  FGC  abzieht,  auch  JLGHJ.  Zieht  man  HB, 
so  findet  sich  HBG  nach  §.  2.,  also,  da  das  Verhältniss  von  GL 
zu  GB  bekannt  ist,   auch  HLG.   Zieht  man  das  Letztere  von 
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* 

HGLJ  ab,  so  bleibt  HU  als  bekannt.  Da  man  das  Verhältnis* 
von  HK  zu  HJ  kennt,  so  ergiebt  sieb  daraus  HKL  und  HJL. 
Nun  ist 

HGLR=HLG\HKL,  KLBEJ—  KJL  +  JLE  ■+  ELB , 
somit  sind  alle  Stücke  bekannt. 


}.8. 

Man  kennt  die  Verhältnisse  von  AC  zu  AB,  AD  zu  AC 
CF  zu  AC,  DL  zu  DE,  FH  zu  FG.  JG  zu  FC,  JK  zu  JX 

i4£/>  und  CFG  finden  sich  nach  $.1.,  JGBEL  nach  6.  6., 
und  daraus  auch  LDFJ.  Mao  ziehe  //£,  so  findet  sich  DLHF 
nach  §.  7.,  also  jetzt  auch  LIM.  Da  aber  das  Verhältniss  von 
7Ar  zu  ./L  bekannt,  so  ergiebt  sich  HKJ,  wodurch  s&mmtlicbe 
Stucke  bekannt  sind. 


§.  9. 

Es  ist  klar,  dass  man  in  ähnlicher  Weise  die  Aufgabe  immer  verwickel- 
ter machen  kann.  Wir  wollen  jedoch  bierin  nicht  fortfahren,  da  die 
Lösung  Nichts  weiter,  als  eine  Wiederholung  des  Früheren  ist; 
vielmehr  wollen  wir  ein  zusammengesetztes  specielles  Beispiel 
berechnen. 

Sei 

ab=\af,  mf=\af,  ac=\ad,  de=\df, 

FJ=\dF,  CH=\cE,  CG=\cB. 

hk=\hg,  jl=*jm, 

und  man  ziehe  die  Hilfslinien: 

FC,  FG,  FH,  MG,  MC,  MK,  MB,  ME, 
JB,  JG,  JK,  JC,  JH; 

so  erhält  man: 

abc=\\a^\a. 
cde=\.\a=z\a. 
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CHG=\ . |  CBE  =|  | 
FBG~.FBC=~J. 

■ 

feb=\fce  =  ^. 


GBM=X^BGF=1.\j=^ 
3 
2 

5 


BJF-1  2  ^-  2  A 
J       5  3     — 15^ 
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JBM  =JBF-JMF=  (f  •  ff  -  jjff)  "  3  ß  ' 

/28     I     l     l\.  14 
U0J=\m~V2~  1Ö~2V  60*' 

1  14  7 

*6'E=(l-|-|-i)^=ji^ 

■ 

„rw_/28     I     11      5\  3»* 

^"-Vöo  ~io~i6o_  v-iV'"-^4- 

Mr„_l   329  .129 
Ät»Ä-2  1440  ^-2880  ^ 

5     329      7     1\  336 

ÄÄW=3  V6ö-72-^8ö-6ö- m)J-miJ 

2  335  67 
5  '  "S88Ö   —  I44Ü 

* 

«T/-3-    335  ^_  67  . 
A/"/  ~  S  "2880       ÖöÖ  ^ ' 

■ 

BMLKG  =(^  +  ^)  +  lä))^  =  S^ 
KLJEH—  (fjgg  +  ^  +  c^)      SäSÖ  ^ 


Demnach  sind  die  sechs  Stücke: 

ABC=\j,  CVÜ—~J,  CDE=l*> 
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und  wirldich  ist  auch 


6  +  60  +  5  ^ 2^0  +  2880  +  20^— A' 


%  10. 

Eine  weitere  hieber  gehörige  Aufgabe  wäre  nun  die  umge- 
kehrte, von  der  wir  ein  spezielles  Beispiel  berechnen  wollen,'  da 
daran  sich  der  allgemeine  Gang  erkennen  lässt. 

- 

Der  Punkt  D  liegt  in  AC  so,  dass  AD—FAC.     Man  soll 

von  D  aus  das  Dreieck  ABC  in  fünf  Tb  eile  theilen,  die  sich  ver- 
Uten wie  2:3:5:6:8. 

Die  Theile  sind  also 

2.     3       5       0  8 
24^'  &J'  W' 


Mao  nable  E  so,  dass 


,_(a+g)il*_5 


AE=   ~~2  =  $AB, 

5 

«ad  ziehe  so  ist 

i 

Nimmt  man  nun  G  so,  dass  ;4G=  und  zieht  AG,  so  ist 

^     1         2  6 
^4/)u=j2^  =  ^  A,  GDE=z^A. 

Man  nehme  nun  //  so ,  dass 


•Ji* 
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+  55 
CH  =  K'*    g4/  =  ^  BC 

5 

und  ziehe  DH,  so  ist 

3  3 
Zieht  man  nun  DJ  so,  das«  CJ=^CH,  so  ist  DCJ=j^J9  also 

Djff^^J  and  mitbin  noch  DEBH—^A.  Demnach  ist 

:  DCJ:  DEBH:  GDE :  DJH=2iZ : 5 : 6 : 8. 

*  Eine  weitere  Verfolgung  diese«  Ciegenstandes  erscheint  als 
unnothig,  da  die  Art  der  Auflösung  ähnlicher  Aufgaben  aus  dem 
Gesagten  deutlich  erhellt. 
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Die  drei  Orundgleicluingen  der  kör- 
perlichen oder  sphärischen  Trigo- 
nometrie. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Franke 

zu  Hannover  * 


Bei  Lesung  des  Aursatzes  Thei!  XVI.  Seite  194. : 

„Neue  einfache  und  leichte  Herleitung  der  Grundformeln 
der  sphärischen  Trigonometrie" 

vom  Herrn  Herausgeber  des  Archivs  wurde  ich  an  die  Behandlung 
des  körperlichen  oder  sphärischen  Dreieckes  erinnert,  welche  in 
meinem  „Lehrbuch  der  .descriptiven  Geometrie".  Erstes  Heft, 
Seite  47.  ff.  sich  vorfindet  Diese  Behandlung  ist  aus  der  Ueber- 
zeugung  hervorgegangen,  dass  der  Anfänger  zur  klaren  Einsicht 
in  die  Natur  körperlicher  Gebilde  dann  gelangt,  wenn  ihm  die  ana- 
lytische Entwicklung  Schritt  für  Schritt  neben  der  graphischen 
Darstellung  vorgeführt  wird.  An  dem  eben  bemerkten  Orte  sind 
die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Dreiecke,  sowie  die  sechs  Con- 
struetionen  derselben  aus  irgend  drei  Stücken  mit  Hülfe  einer 
einzigen  Figur  entwickelt  worden,  während  gewöhnlich  dieCon- 
struetion  des  Dreieckes  aus  drei  Kantenwinkeln  eine  andere  Be- 
handlung verlangt,  als  die  aus  zwei  Kantenwinkeln  und  dem  ein- 
geschlossenen Flächenwinkel,  und  diese  wieder  eine  andere  Be- 
handlung beansprucht,  als  die  Construction  aus  zwei  Kantenwinkojn 
und  einem  gegenüber  liegenden  Flächenwinkel,  und  während  gc 
wöhnlich  die  Construction  des  Dreieckes  in  den  drei  übrigen  Fäl- 
len auf  die  Eigenschaft  des  Supplementär- Dreieckes  verweisen 
raus«.    Aus  derselben  einzigen  Figur  erlangt  man  aber  auch  die 
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drei  Grundgleichungen  der  körperlichen  oder  sphärischen  Trigo- 
nometrie, wie  folgende  Betrachtungen  bestätigen. 

Wird  das  körperliche  Dreieck  SMCN  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  von 
einer  Ebene  MCPf  winkelrecht  zur  Kante  SC*  welche  den  Ebe- 
nen der  Winkel  MSC=a  und  NSC=ß  gemeinschaftlich  ist,  ge- 
schnitten: so  wird  der  Winkel  MCN=C  der  Neigungswinkel  die- 
ser beiden  Ebenen,  oder  der  Gegenwinkel  von  y  sein,  den  die 
Kanten  MS  und  NS  bei  5  einschliessen.  Fuhrt  man  nun  durch 
C  zwei  Ebenen,  die  eine  zu  MS,  die  andere  zu  NS  winkelrecht, 
so  erhält  man  die  Winkel  B  und  A,  welche  von  den  Ebenen  der 
Winkel  er  und  y,  sowie  ß  und  y  eingeschlossen  werden.  Die 
Ebene  LBC,  welche  winkelrecht  zur  Kante  MS  steht,  und  die 
Ebene  MCN  aber  sind  zur  a  Ebene  MSC  winkelrecht,  daher  wird 
LC,  der  Durchschnitt  beider,  zu  dieser  a  Ebene,  folglich  zu  CS, 
CB  und  CM  winkelrecht  liegen.  Dieser  Durchschnitt  LC  be- 
gegnet in  L  dem  Durchschnitte  MN  der  y- Ebene  MSN  und  der 
C-Ebene  MCN ,  so  dass  Länge  und  Lage  der  LC  bestimmt  ist. 
Auch  ist  der  Durchschnitt  CB  in  der  «-Ebene  MSC  bestimmt, 
weil  er  durch  C  geht  und  zur  MS  winkelrecht  liegt.  Hierdurch 
ist  die  Länge  und  Lage  der  BL  gegeben,  da  BL  die  MN  und 
MS  in  den  bekannten  Punkten  L  und  B  schneidet  und  zur  MS 
winkclrecht  liegt.  Es  lässt  sich  daher  aus  der  //-Ebene  CBLAet 
Winkel  CBL  =  B  leicht  ermitteln. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  der  A- Ebene  CA K  den 
Winkel  CAK—Ay  da  diese  Ebene  und  die  C- Ebene  MCN  win- 
kelrecht zur  0-Ebene  CSN  stehen,  folglich  CK,  der  Durchschnitt 
derselben,  der  ß- Ebene,  und  somit  (Yen  Geraden  CS,  CAund 
CN  im  rechten  Winkel  begegnet,  und  da  CK  die  MN  in  einem 
Punkte  K  schneidet,  durch  welchen  die  Hypotenuse  AK  des  bei 
C  rechtwinklichen  Dreieckes  und  damit  die  Grosse  des  Winkels 
CAK=A  bestimmt  ist. 

Die  B- Ebene  und  A -Ebene  begegnen  sich  in  der  Geraden 
CF,  welche  die  y-Ebene  winkelrecht  schneidet,  weil  diese  Ebe- 
nen derselben  y-Ebene  unter  dem* rechten  Winkel  begegnen.  Es 
ist  daher  CF  eine  Gerade,  welche,  in  beiden  Dreiecken  CBL> 
und  CAK  von  dem  rechten  Winkel  aus  angelegt,  die  Hypote- 
nusen BL  und  AK  winkelrecht  schneidet. 

Eine  Aenderung  der  Lage  erleiden  die  Hülfslinien,  wenn  einer 
der  Kanten  winket  a,  ß,  oder  einer  der  Flächenwinkel  A,  /?  ein 
rechter  oder  ein  stumpfer  ist,  oder  wenn  beide  es  sind.  Diese 
Aenderung  ist  an  dem  oben  bezeichneten  Orte  näher  erörtert. 

Die  eben  erwähnte  Betrachtungsweise  der  Figur  ist  es,  a«* 
welcher  die  Eigenschaften,  die  Constriictionen  und  Grundgleichun- 
gen des  körperlichen  Dreieckes  mit  gleicher  Leichtigkeit  abgelei- 
tet werden  können.   Was  die  Grundgleichungen 

sincrsinl? = sinßsin  A , 
cosy  =  cosocos/3  -|-  sinosinßcosC. 
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cosC= —  coaAcoaB  -f-  siinfsinlfleosy 

anlangt,  so  erhält  man,  zur  Herstellung  der  ersten,  aus  den  bei 
F  rechtwinklichen  Dreiecken  BFC  und  AFC  für  die  CF: 

CF=*BC*ioCBF,  CF=AC.BinCAF, 

daher 

BC.8inBz=AC.s\nA. 

Weil  aber 

BC=SC.%ma  und  AC=SC.s\uß 

ist,  so  geht  letztere  Gleichung  über  in 

1.        sinosio/f^sin/SsinJ . 

Die  Dreiecke  MSN  und  MCN  geben  für  die  gemeinsame  IHN 
die  Werthe 

Wft=zM$+  NS%->%MS.NS.cosy 
=  5C+  NC-MC.NC.coaC, 

oder 

2MS.NS.cosy=  m-MC+m~NC+  WC.NCcosC, 

oder  wenn  die  Linien  MS  und  MC,  NS  und  iVC  in  den  Winkelo 
a  und  ß  und  in  der  »SC  ausgedrückt  werden, 

VSCaeca  seeßcosy =  i»C(secV—  tg2tr  +  sec2/3— tg'2£  +  2tgatg/3cosC), 
das  ist 

2secasecj3cosy=2  -|-  2tgatgj?cos6% 
und  wenn  man  mit  ^cosacosß  multiplicirt : 

II.         cosy=cos«cos]3  +  sinasin/3cosC. 

In  dieser  Gleichung  II.  erscheint  die  Projection  C  des  Win- 
kels y  durch  den  Winkel  y  selbst  und  durch  die  Winkel  a  und  ß 
ausgedrückt,  welche  die  Schenkel  MS  und  NS  von  y  mit  der 
zur  Ebene  MCN  winkelrechten  Geraden  CS  einschliesseo. 

An.  der  Spitze  C  bilden  die  drei  Geraden  KC,  FC  und  LC 
auch  ein  körperliches  Dreieck,  dessen  Ebenen  KCF  und  LCF 
zur  Ebene  KFL  winkelrecht  liegen.  Es  ist  daher  der  Winkel 
KFL  die  Projection  des  Winkels  KCL,  und  deshalb  wird  nach 
Gleichung  II.  statt  finden: 
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1.     cqbKCL-cosKCF.cosLCF+  s\nKtF.a\nLCF.cosK  FL. 

Aber  KC  ist  der  Durchschnitt  der  Ebenen  MCN  und  ACk 
welche  zur  a-Ebene  winkelrecht  liegen,  und  daher  ist  KC  zu  i\T 
winkelrecht.  Aus  demselben  Grunde  ist  LC  zu  MC  wiukelrcclit 
Man  hat  sonach  für  den  Winkel  KCL  die  Beziehung 

KCL  =  Ä—  MCK=  Ä—  2VCL , 

♦ 

das  ist 

MCK=zNCL, 
und  wenn  MC  nach  Jüt  verlängert  wird, 

MCL  =  MXCL, 

folglich 

KCL = iVCJW ,  =  2  R  -  Jlf  Cff , 

oder 

RCL=2R  —  C. 

Ferner  ist  in  dem  bei  C  rechtwinklichen  Dreiecke  KCA  der 
Winkel  KCF=A,  und  im  Dreiecke  LCB  der  Winkel  LCF=V 
Endlich  hat  man  für  den  Winkel  KFL  die  Beziehung 

KFL= BFA = 2ß  —  y . 

Werden  nun  die  eben  gefundenen  WTerthe  der  Winkel  KCL,  KCl 
LCF  und  KFL  in  die  Gleichung  1.  eingeführt,  so  entsteht 

cos  (2Ä— O =cos^cosfl  -f-  sin^sinÄcos(2Ä— y) 

oder 

III.     cosC= — cosi4cosZ?  +  sin4sinZ?cosy. 
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Ueber  die  auadratur  elliptischer 

Sectoren. 

Voo 

dem  Herausgeber. 


Wenn  auch  das  Integral 

dtp 


+ÄCOSqp)3 


allgemein  bekannt  ist,  so  will  ich  dasselbe  doch,  weil  man  es 
gewöhnlich  aus  einer  allgemeineren  Recursionsformel  abzuleiten 
pflegt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  a*>o»  ist,  hier  nach  einer 
besonderen  Methode  entwickeln. 

Bekanntlich  ist 

2tang.^  1-tang^a 

sino>=  j — ,  cos<p=  j — ; 

l  +  tang^g)*  l+tangja>» 

also,  wenn  wir 


setzen : 


*=tangcjy 
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Diffcrentiirt  man  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen,  so  erhalt 
man 


C°*^  ~     (1+**)»       Sar  ~ 2  (H^*)*"8*' 
folglich  vermöge  der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen : 


Ferner  ist 


«  +  o  cos  9=  I+i*  


also  nach  dem  Vorhergehenden 

 e<p  2(i  + 

(a  +  6cosg))4  ~  {a+6 +(0-6)*»}»  ' 

* 

wodurch  das  Differential  auf  der  linkeu  Seite  des  Gleichheitszei 
chens  rational  gemacht  ist. 


Aus  der  vorstehenden  Gleichung  erhält  man  durch  Integra 

tioo: 

y-»   dt?     _  fc2  r 
(a+6cos9>)*-  («+6)V  .    ^-6  ' 

und  da  mm  unter  der  Voraussetzung  a*>  b*  offenbar 

i 

a—b  _  (n—b)  (a+b)_  a*—b* 
«+6  -  (a-f  o)  (a+6)""^o+i)* 

positiv,  also  ree^       so  kann  man 

setzen ,  welche» 

(l+jr^S.r_  =  i/^+6     *  * 
•  i.?LZ*         V  a-l,  (!+«*)* 


also 
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tf  ti±0   [  P    du         a  +  b  P  u*Bu  i 

-M  a-b'y     (1+«*)*  +a-6y(l+^ 
_\[a  +  b  \  P  du        26  Pj^ut 

= •  i Arctan« » + ^y?FFw! 

siebt,  wo  es  nun  bloss  noch  auf  die  Entwickelung  des  Integrals 

J0  +  «2)2 

ankommt 

Es  ist  aber  nach  einer  allgemein  bekannten  Formel 

/u*du    _    r    udu        f\    p  udu 

New  man  nun 

r ,  also  udu — |cV; 

so  ist 

udu       1  />  6r 

«od  wenn  man 

1-f  »=to,  also  dp=8a> 

* 

»efct; 
also 

tir/x  J  1 
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Folglich  ist  nach  dem  Obigen 


=~2a  +  u«)+  ?  Arctangu, 


und  daher 


= V  •  t^-S"  +^3  Arctang«-  (a_6)'"1+j|I)} 
Nud  ist  aber  nach  dem  Obigen 


und 


,  .    */  it—6 


2(«-6)|cosJv  f^«»^' 
~2 ' a 


i  '  t 

(«+Ä)co8  29>H(fl-Ä)sini^ 


—  2  'rT^Älf  ä+6Vrt+öco*(p  ' 


also 
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ba+b     siny         a   i[ a+b  /       1     4/" a-6\ 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

f)  <f(a+blo&<p)* 

b  sinqp 
"""a^P*  a+bcoscp 

Wenn  a+o  positiv  ist,  kann  man  auch  setzen: 

1  2)  Jia+bcosy)* 

_b  sinqp 

+  («»-6*)V"^  Arctang(tangiV.\/"!Tl)- 

Hiervon  wollen  wir  nun  die  folgende  Anwendung  auf  die  Qua- 
dratur elliptischer  Sectoren  machen. 

Die  allgemeine  Polargleichuog  der  Ellipse  ist  bekanntlich*) 

1 

wo  A  und  B  positiv  sind,  und 

A>B 

wt  Der  Winkel  <p  wird  von  der  geraden  Linie  an,  welche  von 
den»  als  Pol  angenommenen  Brennpunkte  aus  nach  dem  diesem 
Krenn punkte  zunächst  liegenden  Scheitel  der  Ellipse  hin  gerichtet 
itt,  nach  einer  gewissen  Richtung  hin  von  0  bis  360°  gezählt 

Bezeichnet  nun  S  den  Flächeninhalt  des  dem  Winkel  <p  und 
«lern  Vector  r  entsprechenden  Sectors  der  Ellipse,  so  ist  bekanntlich 


1   /<p  ^ 


•)  M.  t.  den  Aufratz  Nr.  II.  io  diesem  Theile. 
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also  nach  dem  Vorhergehenden 

d(p 


(^+/icosqp)* 

■ 

Weil  nun  nach  dem  Obigen  im  vorliegenden  Falle,  wo 
und  A\B  positiv  ist, 

■ 


J  (A  +Z*cosqp)* 


sinqp 


AP—B* '  A+ßcos<p 
2A 


Arctang(tang^.\/  ^) 


(A*—B*)  V 
ist,  so  ist,  wenn  jetzt 

Arctang  (tang  \  <p . 
den  kleinsten  positiven  Bogen  bezeichnet,  dessen  Tangente 


ist: 

» 

Dass  man  in  dieser  Formel  för 


A        A    1    i/  ^-/*\ 

Arctang  ^tang^-tp«  Y  Jff/j / 


immer,  nie  vorher  bestimmt  worden  ist,  den  kleinsten  positiven 
Bogen  setzen  muss,  dessen  Tangeute 
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ist,  wird  ans  der  Natur  der  bestimmten  Integrale  auf  der  Stelle 
erbelJen,  und  bedarf  hier  einer  weiteren  Erläuterung  n'u ' 


Es  ist  aber  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

■ 

tang 2Arctang  (tang  \  <p.  \[^%) 


\     1-  tang^      (il  +  Ä)cas jv»-(^-»rfnj9« 


sinyV^»— Ii* 
B-\  Acus(p 


\ sin2Arctang  (unggy .  \  Xf~g) \ 

4 

 (4*-fi»)8in<pg   jsingV^-ff*)  * 

-U*— B^Jsinc^+^+ilcosijp)«  -  I    A+Bw<p   \  ' 

* 

Weil  A,  B  positiv  sind  und  A*>  B  ist,  so  ist  A  +  Bcosy  stets 
positiv.  Wenn 

0<<p<lSO° 

Ut,  so  ist  offenbar 


0  <  Ärctang  (tang  j  <p  \fj^)  <  \*> 

also 

0  <,  2Ajrctang(tang|?.^^|[^<  w, 

folglich 

sio  iArctang  (tangtytp.  ^ 
eben  so  wie  sing)  positiv;  wenn  dagegen 
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ist,  so  ist  offenbar 


also 


g*<Arctang  (tanggp.  V^^/f)***' 
*  <  2ArctaDg  (tang^.  ^^lI^<  2*, 


folglich 

sin2Arc tang^tang^ <p  V  2Tß) 

* 

eben  so  wie  sin?  negativ.  Weil  also  A+Bcos<p  positiv  ist,  und 

sin 2  Arctaog  (tang ^  <p  ^^T[j) 

mit  sing>  stets  gleiches  Vorzeichen  hat,  so  ist  nach  dem  Obigen 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

sin  fcArctang  (tang \(p .  Vl^l) 

_sinyVi4»— B* 
J+/>cos<p  * 

also,  wenn  man  dies  mit  der  Formel 

tang2Arctang  (tang  tj  q>  \[^~ß) 


»  • 


_  sing  V* Ii* 
ß  +  Acosq> 

verbindet,  ebenfalls  in  völliger  Allgemeinheit: 

cos2Arctang^tangtj<p.  ^JZjTJ^) 
B-{-Acostp 


Weil 


A+ßcoscp 


1 

A  f  Bcot>(p 


ist,  so  ist 
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1— Ar 


Wglich 

f  .         B  +  Acosy     A -(A*-B*)r 


A  +  Bvo*<p  B 


ist 


1  _     l— cos?  (A+B)r—\ 

and  folglich 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt ,  jenachdem « 

0<?  <180°  oder  180°<9<  360« 
i*t  Also  ist  mit  derselben  Bedingung  wegen  des  Vorzeichens: 

Setzt  man  nun,  indem  man  immer  Sl  zwischen  0  und  *r,  und 
das  obere  oder  untere  Vorzeichen  nimmt,  jenachdem  ^ 

0<<p<180°  oder  180°<9<360° 

ist: 

ist  nach  dem  Obigen 


 sin?  «in2fl 

Th«|  XVII. 


.4  +  #cosp  —  V  A*-  B* 
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und  folglich  nach  dem  Obigen: 

.4Ä-tyÄsin2Ä  . 
g      ^  £  ^IW  —  Zfsm  cosi2 

oder 

ßN      o    ^       2^s'n2^  — /fein  &  cos  .ß 

b>   * = im  - b)(a  +m  =  i(^-Ä)(^+Ä);r • 

Auch  ist  nach  «lern  O lugen 

cos  2  &=  - — — ß  —  . 


t    Weil  für 


bekanntlich*) 


ist,  so  ist 


also 


Ist  nun 

a— r 


positiv,  so  ist  entweder 

0<2Ä<i»  oder  |7t<2Ä<27t, 

d.  i.  entweder 

  —  .  m. 

")    M.  «.  den  Aufsatz  Nr.  II.  in  diesem  Theile. 
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1  3 

0  <  Sl  <  j      oiler  jTt  <  Ä  <  «. 

Jeoachdem  nun 

0<9<180°  oder  180° < 9  <360ü 

ist,  ist  nach  dem  Obigen 

'  1  1 

0<Ä<7«  oder 

j  Wenn  also 

a— r  a-r 


.-«*  ~  v« 

positiv  ist,  so  roiiss  mau 


|  0<2Ä<^  »  oder  |jr<2£<2* 

f 

nehmen,  jenachdem 

0<9<180°  oder  I80°<g><360° 

ist 

Wenn  ferner 

» 

o—  r  a — r 

wgativ  ist,  so  ist  entweder 

1  3 

2*<'2Ä<tt  oder  *<2Jl<£«r, 


i   1        .     1   3 


«I  L  entweder 

[                  jrt<Ä<^-7r  oder  ^11  <&<j-7r. 
Jeoachdem  nun 

0<<p<l«Oü  oder  ]80°<<p<360° 
ist,  ist  nach  dem  Obigen 

1  j 

Wenn  also 

a — r  a — r 

o  Vi— V* ~~  Vo*^T* 


! 
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negativ  ist,  so  muss  man 

1  3 
^t<2Ä<jr  oder  n  <fc2tt  < 

nehmen,  jenachdem 

0<«p<lM>°  oder  I80°<<p<3ri0« 

ist.- 

Bei  Beachtung  dieser  Kegeln  lässt  die  Form«*! 

a — r  u —  r 


cos2&  = 


a  y  1— «*     V  aa— 62 


keine  Zweideutigkeit  zu ,  wie  man  zu  nehmen  hat ,  wenn  man 
K2Sl  mittelst  derselben  bestimmt. 

Setzt  man  nun 

2Ä=Arccos^g==Arcco8^gf, 

also 

_    1  u — r      1  a — r 

7)        fl=2  Arccos  =ä  Ar<xos  y^pi 

so  lassen  die  vorhergehenden  Regeln  nie  einen  Zweifel,  wie 

(1  f  Q  f 

Are  cos  -  — :==  =  Arccos 


genommen  werden  muss.   Wenn  nämlich 


a — r 


positiv  ist,  so  muss  man 

0<Arcco8vSp<^  oder  aff<Arcco8^päi<2*'1 

nehmen,  jenachdem 

0<g><l80<>  oder  180* < <p < 360° 
ist.    Wenn  dagegen 

a — r 


»ogle 
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negativ  ist,  so  muss  man 

» 

1  O — T  U — T  3 

2«<Arcco8^=-<«  oder  n  <  Arccos  2* 

nehmen,  jenacbdera 

0  <  <p  <  180«  oder  .180°  <  <p  <  360° 

!  ist 

■ 

Die«  vorausgesetzt/  tet  nun  nach  dem  Obigen 

a—r 


A  Are  cos  — .  — ZfsinArc  cos 


•der 

<i, — r 


A  Are  cos— t         —  B  sin  Are  cos 


Aber 

*2 


P  <*1  p'  a    a  b 


also 


f  «v  «  '  « 


«0  ^a6{Arccosa-^^--siii  Arccos^^  V  I  -f*. 
oder 

"der  auch,  wenn  wir 

t»  =  V"  fl2 — 62 
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10)    S  =  ~      >  Are  cos  —  sin  Are  cos  ;  • 

Wenn  ^4,  B  gegeben  sind,  scheinen  die  beiden  Formeln 
Ä= Are  lang  $  +  \  ^ ^  ^tfZjBp  > 


oder 


•)  Man  könnte  sich  anch  die  Aufgabe  «teilen,  r  xn  finden,  wenn  S 
gegeben  ist,  was  gewisser m aasen  mit  dem  "Kepterschen  Probleme 
zusammenhängt,  aber  immer  nur  durch  Näherung  bewerkstelligt  werden 

kann,  weil  die  obige  Gleichung  transcendent  ist.    Ist  aber  ~    ein  sehr 

kleiner  Bruch,  so  ist  das  Glied  ^sinArccos^^  immer  sehr  klein,  «n4 
wenn  man  nun  die  obige  Gleichung  unter  der  Form 


a—r    e  .   k  a—r 

=  Are  cos  sin  Arccos  

ab  e      a  e 

schreibt,  so  sieht  man,  das«  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
rungsweise 


.  a—r 
^=  Are  co«  — 

uUo  näherungsweise 
folglich 


-fco 


ist.  Hat  man  aber  auf  diese  Weise  einen  ersten  Näherungswcrtb  ge- 
funden, so  wird  es  immer  auch  leicht  sein,  r  so  zu  bestimmen,  dass  die 
Gleichung 


2s  a—r    e  .  .       0— r 

— r  =  Are  cos  »in  Arccos  

ab  e     a  e 

genau  erfüllt  wird,  was  hier  keiner  weiteren  Erläuterung  bedarf. 

Der  Bogen  — ^  ist  hier  natürlich  in  Theilen  des  der  Einheit  gleicht n 

Halbmessers  ausgedruckt.  Will' man  diesen  Bogen,  von  welchem  der 
Cosinus  zu  nehmen  ist,  gleich  in  Secunden  ausgedrückt  haben,  so  Bin*" 
man  den  obigen  Ausdruck  von  r  auf  folgende  Art  schreiben: 


r=a  —  e 
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i 
l 


11)    Ä=Arctang^  4A  /  ^-p^J 


\(A-ß)(A  +  B)\l 

immer  die  bequemsten  zu  sein.  Man  hat  in  diesen  Formeln  Sl 
stets  zwischen  0  und  n,  und  jenachdem 

0<o><180°  oder  180° < <p  < 360° 
ist,  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen. 
Setzt  man 

w  «erden  die  obigen  Formeln : 

Are  tang  )  ±  ' 


13) 


Auch  ist 


S  =  (MW  \A&  —  \  B  sin 2Ä| 


\.     B  «*in^ 


Berechnet  man  nun  den  Hülfewinkel  u  mittelst  der  Formel 

B  sin2ß 
15)   costt=^  -2ß  • 


was  immer  möglich  ist,  so  ist 


1ASls\n\u* 


16)        Ä^fa-B)"(il  +  Ä)l' 
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17)  S=2ASl(MN)\s\n^u*; 

und  stellt  man  daher  die  zur  Berechnung  von  S  erforderlichen 
Formeln  för  deo  Fall,  wo  die  Grössen  A,  B  unmittelbar  als  ge- 
geben angesehen  werden,  wie  dies  immer  der  Fall  ist,B  wenn 
man  die  Polargleichung  der  Ellipse  benatzt,  aus  dem  Obigen  in 
der  Kürze  zusammen,  so  erhalt  man: 

„    i     „    i  . 

|Ä=Arctang  \±^j^:\  • 

tß  sin  2.» 
 -  * 
A     2Ä  ' 
IÄ(»iV)l8iiij«». 

I 

In  diesen  Formeln  wird  &  immer  zwischen  0  und  n,  und,  je- 
nachdem  0<o><180°  oder  180°<9<360°  ist,  das  obere  oder 
untere  Zeichen  genommen. 

• 

Vielleicht  werde  ich  späterhin  noch  auf  diesen  Gegenstand 
zurückkommen,  in  Bezug  auf  die  Ausdehnung  jles  Lambert  sehen 
Satzes  von  der  Parabel*)  auf  die  Ellipse. 


W) 


')    M.  f.   Thcil  XVI.  Nr.  XXXIX. 
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XII. 

lieber  Asymptoten,  Hrfimmnnp- Ver- 
hältnisse und  Singularitäten  bei  Flä- 
chen des  zweiten  und  dritten  Grades. 

Von  .dem 

Herrn  Dr.  Beer, 

Privat -Doccnten  an  der  Universität  zu  Bonn. 


I. 

Flächen  des  zweiten  Grades. 

\)  Wenn  wir  die  allgemeine  ganze  Function  de«  wten  Grades 
mit  drei  Veränderlichen  durch  rH,  sowie  die  allgemeine  ganze 
und  homogene  Function  desselben  Grades  und  mit  denselben 
Veränderlichen  durch  Kn  bezeichnen,  so  erhalten  wir4ür  die  all- 
gemeine Gleichung  der  Flächen  des  zweiten  Grades  die  folgende: 

1.  Ft=sKi+tt\=0. 

In  dieser  Gleichung  (treten  unmittelbar  zwei  Flächen  in  Evidenz, 
nämlich  diejenigen,  deren  Gleichungen 

tfa=0  und  Fl 

sind.  Jene  gehört  einer  Kegelfläche  des  zweiten  Grades  an, 
deren  Singularität  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  aulnimmt. 
Die  zweite  Gleichung  stellt  eine  Ebene  dar.  Die  Beziehungen 
zwischen  den  beiden  so  eben  erwähnten  Oertern  und  der  Fläche 
f%  ist  nun  folgende.  Legen  wir  durch  einen  Punkt  P  der  Fläche 
F%  eine  gerade  Linie  nach  beliebig  angenommener,  aber  ftxirter 
Richtung,    so  trifft  sie  den  Kegel  J5f2  in  zwei  Punkten,   die  wir 
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Qi  und  Qt  nennen  wollen.  Ebenso  wird  die  Ebene  Fx  von  einer 
durch  P  nach  einer  zweiten  beliebigen,  aber  festen  Richtung  ge- 
zogenen Geraden  in  einem  Punkte  K  geschnitten.  Welchen  Punkt 
der  Fläche  wir  nun  auch  an  die  Stelle  von  P  treten  lassen  mögen, 
immer  behält  der  Quotient  des  Productes  der  Distanzen  PQk  und 
J*Qi  und  der  Distanz  PK  ein  und  denselbeu  Werth,  so  däss 
man  hat: 

- 

~***PR^*  =  constans  * 

Die  Distanzen  müssen  hierbei  immer  nach  derselben  Seite  hin 
gerechnet  werden,  so  dass  also  das  Product  PQt.PQ%  negativ 
wird,  wenn  Q*  und  Q2  auf.  entgegengesetzten  Seiten  von  P  lie- 
fen, sowie  PK  das  eine  oder  das  audere  Vorzeichen  annimmt, 
jonachdem  P  sich  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  der  Ebene 
Fx  befindet.  Die  Richtigkeit  des  Obigen  leuchtet  aus  dem  Um- 
stände ein,  dass,  wenn  in  und  l\  an  die  Stelle  der  Variabein 
die  entsprechenden  Coordinatenwerthe  des  Punktes  P  gesetzt  wer- 
den, Ä9  und  F,  die  Werthe  x. PQ{. PQ*  l.PR  annehmen, 
wo  x  und  X  Constanten  bedeuten.  Der  Gleichung  I.  zufolge  ist 
aber  für  einen  jeden  Punkt  der  Fläche  Fa 


K, 
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was  denn  zu  der  angegebenen  Beziehung  der  drei  in  Rede  ste- 
henden Oerter  führt,  die  wir  als  Grund eigenschaflt  der  Flächen 
des  zweiten  Grades  hinstellen  können. 

Eine  Seite  des  Kegels  K%  schneidet  ersichtlich  die  Fläche 
t\  nur  in  einem  Punkte,  ihrem  Durchschnitte  mit  der  Ebene  F,. 
Hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Seiten  des  Kegels  mit  den 
Asymptoten  der  Fläche  parallel  laufen ;  wir  wollen  daher  jenen 
einen  asymptotischen  Kegel  nennen.  Der  asymptotische 
Kegel  schneidet  die  Fläche  F2  in  einer  ebenen  Curve,  dem  Kegel- 
schnitte nämlich,  welchen  die  Ebene  Fx  aus  K2  herausschneidet; 
und  zwei  Flächen  zweiten  Grade»  mit  demselben  asymptotischen 
Kegel  schneiden  sich  in  ebenen  Curve n. 

Wird  das  Coordinaten  -  System  verschoben,  wobei  sich  die 
Richtungen  der  Axen  nicht  ändern,  so  tritt  an  die  Stelle  der 
Gleichung  I.  die  folgende: 

I'.  A's-fVF'^O. 

In  ihr  kommt  fiu  zweiter  asymptotischer  Kegel  zum  Vor- 
schein ,  der  dem  ersten  gleich  und  ähnlich  ist.  Wir  entnehmen 
hieraus,  dass,  wenn  der  Kegel  K%  verschoben  wird,  die  Fläche 
F2  von  ihm  immer  in  Kegelschnitten  getroffen  wird.  Die  Ebene 
dieser  Kegelschnitte  aber,  und  somit  ihre  Gestalt,  ändert  sich  mit 
jeder  neuen  Lage  des  Kegels. 
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Der  asymptotische  Kegel  kann  dem  Obigen  gemäss  als  At- 
tribut einer  Mäche  zweiten  Grades  betrachtet  werden  und  liefert 
uns  folglich  in  seiner  Natur  einen  tauglichen  Eintheilungsgrund 
für  jene  Flächen,  bei  dessen  Annahme  jedoch  begreiflicherweise 
die  Discussioh  eines  Kegels  zweiten  Grades,  welche  sehr  einfach 
ist,  vorausgesetzt  werden  muss.  Jenachdem  A'4  einen  eigentli- 
chen Conus  oder  das  System  zweier  Ebenen  darstellt,  gehört  b\ 
einer  von  zwei  zunächst  sich  darbietenden  Abtheilungen  an.  Die 
Flächen  der  ersten  Abtheilung  werden  von  ihrem  asymptotischen 
Kegel  Im  Allgemeinen  in  Curven  des  zweiten  Grades  geschnitten. 
Sie  zerfalien  weiter  in  zwei  Gruppen,  von  denen  der  einen  ein 
reeller,  der  andern  ein  imaginärer  asymptotischer  Conus  zukommt; 
jene  begreift  die  Hyperboloide  mit  dem  reellen  Conus  als 
Grenze,  diese  die  Ellipsoide  mit  dem  ellipsoidischen  Punkte 
als  Gr  e  uze.  Drehen  wir  das  Coordinatensystem  so,  dass  seine 
Ebenen  in  die  Hauptscbnitte  des  asymptotischen  Kegels  fallen, 
so  nimmt  die  Gleichung  der  Flächen  der  ersten  Abtheilung  diese 
Gestalt  an: 

A.  Jx*+%*+C:Hf**\=<>> 
wo  A,  ££  und  C  von  Null  verschieden  sind. 

Die  Flächen,  welche  die  zweite  Abtheilung  ausmachen, 
werden  von  ihren  asymptotischen  Ebenen  immer  in  geraden  Li- 
nien geschnitten.  Legen  wir  die  z-Axe  so,  dass  sie  jenen  zwei 
Ebenen  {gemein  wird,  so  kann  die  Gleichung  der  hierher  gehtiri- 
tren  Flächen  durch  eine  Drehung  des  Systemes  um  die  z-Axe  in 
die  folgende  umgeformt  werden: 

wo  mindestens  einer  der  beiden  Coeflicienteu  A  und  B  von  Null 
verschieden  ist. 

Die  untergeordneten  Gruppen  heben  sich  auch  in  dieser  Ab- 
theilung  durch  die  Natur  der  asymptotischen  Fläche  hervor.  Be- 
steht diese  nämlich  aus  zwei  reellen  Ebenen,  die  sich  schneiden, 
so  ist  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Die 
Grenze  der  hyperbolischen  Paraboloide  in  Bezug  auf  eine  Varia- 
tion des  Coefficienten  fi  ist  das  System  zweier  reeller  sich  schnei- 
dender Ebenen.  Wenn  die  asymptotische  Fläche  aus  zwei  in 
einer  reellen  Geraden  sich  schneidenden  imaginären  Ebenen  be 
steht,  so  entsprechen  ihr  elliptische  Paraboloide,  deren 
Grenze  für  die  angegebene  Variation  die  reelle  gerade  Linie  ist. 
In  dem  Uebergangsfalle  endlich ,  wenn  die  asymptotischen  Ebe- 
nen reell  sind  und  zusammenfallen,  ergeben  sich  parabolische 
Cy  lind  er,  deren  Grenze  zwei  zusammenfallende  reelle  Ebenen 
ausmachen. 

'    Wir  wollen  uns  jetzt  die  Frage  stellen,    ob  sich  nicht  der 
asymptotische  Kegel  so  verschieben  lasse,   dass  seine  sämmtli- 
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eben  Seiten  Asymptoten  der  Fläche  werden,  oder,  was  dasselbe 
besagt,   ob  in  der  Gleichung  der  Fläche  die  Function  Ft  durch 
eine  Verröckung  des  Coordinaten-Anfangspunktes  auf  eine  Con- 
stante  gebracht  werden  küune,  da  denn  die  Ebene  f\  unendlich 
weit  wegrücken  würde.   Ein  Blick  auf  die  Gleichung  A.  zeigt, 
dass  es  für  die  Flächen  der  ersten  Abtbeilung  immer  einen  und 
nur  einen  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Punkt  von  solcher 
Beschaffenheit  gebe,  dass  der  asymptotische  Kegel,  wenn  seine 
Spitze  in  denselben  fallt,  die  Fläche  im  Unendlichen  berührt. 
Jener  Kegel  gebt  also   in  dieser  besonderen  Lage   in  einen 
Asymptoten-Kegel  über,  und  der  fragliche  Punkt,  seine  Spitxe, 
ist  nichts  Anderes  als  der  Mittelpunkt  der  Fläche.   Den  übri- 
gen, durch  die  Gleichung  B.  dargestellten  Flächen  geht  im  All- 
gemeinen ein  solcher  Mittelpunkt  ab.    Suchen  wir  ihn  für  das 
hyperbolische  Paraboloid,    so  erhalten  wir  ihn  bestimmt  als  den 
Durchschnitt  einer  gewissen  mit  dem  Durchschnitt  der  asympto- 
tischen Ebenen  parallelen  Geraden  (der  sogenannten  Axe  der 
Fläche)  und  einer  auf  dieser  senkrechten  Ebene,  die  im  Allge- 
meinen unendlich  weit  entfernt  liegt;  der  Mittelpunkt  der  Flüche 
liegt  also  im  Unendlichen.    Die  letzterwähnte  Ebene  wird  nur  in 
dem  besonderen  Falle,  wenn  die  Ebene  Fi  der  Singularität  der 
asymptotischen  Fläche  parallel  wird,  unbestimmt,  und  alsdann  ist 
ein  jeder  Punkt  der  Axe  ein  Centrum;   die  Fläche  aber  geht  in 
diesem  Falle  in  einen  hyperbolischen  Cylinder  über.  Der 
Mittelpunkt  der  elliptischen  Paraboloide  bestiitfmt  sich  ebenfalls 
als  der  Durchschnitt  der  in  eine  gewisse  Lage  gerückten  Singu- 
larität der  asymptotischen  Ebenen   (sie  heisst  in  dieser  Lage 
wiederum  die  Axe  der  Fläche)   und  einer  auf  ihr  senkrechten 
Ebene,  die  im  Allgemeinen  unendlich  weit  abliegt.  Verschwindet 
aber  in  F*  der  Coefficient  von  z,   kommt  also  uie  Ebene  Ft  mit 
der  Singularität  der  asymptotischen  Ebenen  parallel  zu  liegen ,  so 
wird  die  Axe  der  Fläche  Centrallinie;  die  Fläche  ist  ein  ellipti- 
scher Cylinder.  Bei  dem  parabolischen  Cylinder  endlicherhal- 
ten wir  als  Oerter  des  Mittelpunktes  eine  bestimmte  mit  den 
asymptotischen  Ebenen  parallele  Ebene  (die  Axial-Ebene,  welche 
die  Fläche  in  der  Scheitellinie  schneidet),  eine  auf  dieser  senk- 
rechte und  mit  der  Scheitellinie  parallele  Ebene  und  eine  auf  der 
Scbeitellinie  senkrechte,  übrigens  aber  unbestimmte  Ebene.  Die 
Fläche  besitzt  mithin  eine  Centrallinie;  diese  ist  mit  der  Scheitel- 
linie parallel  und  liegt  in  der  Axial -Ebene  unendlich  weit  weg. 
Nur  wenn  der  parabolische  Cylinder  in  zwei  parallele  Ebenen 
ausartet,  —  was  eintritt,  wenn  die  Ebene  F,  den  asymptotischen 
Ebenen  parallel  läuft  —  wird  auch  der  zweite  der  erwähnten  Oer- 
ter unbestimmt,  während  der  erste  in  eine  von  den  beiden  Thei- 
len  der  Fläche  gleichweit  abstehende  Ebene  fibergeht;  diese  ist 
eine  Central  Ebene. 

2)  Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  irgend 
einen  Punkt  P  der  durch  die  Gleichung  1.  der  vorigen  Nummer 
dargestellten  Fläche  zweiten  Grades,  so  geht  jene  über  in: 

IL  ^  +  ^  =  0. 

Es  tritt  hier  der  mit  seiner  Singularität  durch  P  gehende  asyra- 
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ptotiscbe  Kegel  Afx  in  Evident  und  ausserdem  die  ebenfalls  durch 
P  gebende  Ebene  A\.  Ziehen  wir  in  letzterer  eine  gerade  Linie 
durch  P,  so  schneidet  diese  die  Fläche  in  zwei  zusammenfallen- 
den Punkten,  ihren  Durchschnitten  mit  dem  Kegel  K2;  sie  be- 
rührt also  die  Fläche  und  somit  ist 

■ 

•He  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  P.  Diese  Ebene 
Kt  schneidet  die  Fläche  in  zwei  geraden  Linien ,  den  auf  ihr  ge- 
legenen Seiten  des  Kegels.  Drehen  wir  das  Coordinaten  -  System 
bis  seine  Ebenen  in  die  Hauptschnitte  des  letzteren  fallen,  so 
treten  in  der  Function  nur  mehr  die  Quadrate  der  Veränder- 
lichen auf.   Es  sei  für  diese  Lage  der  Coordinaten-Azen 

K.2=ax2-{-by2-\-cz2  und  fi  Kt  ==  ctx  -+  ßy  -f- yz . 

Projiciren  wir  alsdann  den  Durchschnitt  der  Ebene  Kv  und  des 
Kegels  i(a  auf  die  ay-Ebene,  so  finden  wir  für  die  Gleichung  die- 
ser Projection  die  folgende: 

x2(ay2+ca2)  +ya(6y2+c^)  -f  2.coftry  =  0 . 

Die  durch  diese  Gleichung  dargestellten  beiden  geraden  Linien 
«od  nun  reell  oder  sie  fallen  zusammen  oder  sie  sind  imaginär, 
jenachdem  der  Ausdruck 

M ==  —  { aby2  -f  acß2  +  bca*  \ 

bezüglich  grosser  als  Null  ist  oder  verschwindet  oder  negativ  wird. 
Versetzen"  wir  aber  den  Coordinaten-Anfanjjspunkt  in  einen  ande- 
ren Punkt  /*  der  Fläcbe,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das 
alte  System  x*%  y',  z'  sind,  so  wird  die  Gleichung  der  Fläche  in 
Bezug  auf  das  neue  System: 

|  +  fi  ^ '  =  K2  +  fikt  +  2ax'  +  <2by' + 2a'= 0 . 

Projiciren  wir  jetzt  wiederum  den  Durchschnitt  der  Tangential- 
Ebene  in  Pt  und  der  Fläche  auf  die  neue  xy- Ebene,  so  erhalten 
wir  fax  die  Gleichung  dieser  Projection : 

0= x2 1  a(y+2«')a  +  c(«+2ox')*}  +y*  { b(y+2ci')2+c(ß+2by')2 1 

j  +2c(«  +  2«:O0H%')*y, 

und  die  Natur  dieser  beiden  Geraden  hängt  ab  von  dem  Vorzei- 
chen des  Ausdruckes 

i 

M'  =  -  { aö(y-f2c:')2  +  ac(ß+2by')2+  bc  («  f  <2ax')2  I 

=—  |  abyHacß*+bc«*+  Aabc{ax*\by*+cz'2Ux'+ßy'+yz')\. 

Da  nun  aber  der  Punkt  P1  auf  der  Fläche  liegt  und  somit  seioe 
Coordinaten-Werthe  x\  tf,  z'  die  alte  Gleichung  der  Fläche  be- 
friedigen, so  folgt,  dass  M'~]tt  sei.   Zu  einem  analogen  Resul- 
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täte  wären  wir  gelangt,  wenn  wir  eine  der  beiden  anderen  Coor- 
dinaten-Ebenen  zur  Projections-Ebene  genommen  hätten.  Wir  er- 
sehen hieraus,  dass  eine  Fläche  zweiten  Grades  von  einer  jede» 
ihrer  Tangential- Ebenen  entweder  immer  in  zwei  imaginären  oder 
Zwei  zusammenfallenden  oder  zwei  reellen  Geraden  geschnitten  wird. 

Mit  Bezugnahme  auf  eine  frühere  Abhandlung  erwähne  ich 
hier,  dass  der  Kegel,  welcher  sich  durch  die  mit  einem  siogulä- 
ren  Punkte  versehene  Durchschnitts*  Curve  zweier  Flächen  zwei- 
ten Grades  legen  lässt,  den  Durchschnitt  der  asymptotischen 
Kegel  beider  Flächen  aufnimmt,  wie  sich  leicht  aus  der  Combi- 
nation  der  auf  die  Form  II.  gebrachten  Gleichungen  der  Flächen 
ergibt. 

3)    In  dem  Punkte  P  eines  centrischen  Kegelschnitts  werde 


Curve,  dessen  Richtung  mit  derjenigen  der  Tancente  in  P  paral- 
lel ist,  sei  r,  und  die  Länge  des  aus  dem  Mittelpunkte  auf  die 
Tangenten  gefällten  Perpendikels  sei  p;  alsdann  hat  man: 


In  einer  ganz  analogen  Gleichung  lindet  das  Krümmungs- 
Gesetz  bei  Flächen  zweiten  Grades  mit  einem  Mittelpunkte  seinen 
Ausdruck.  Es  sei  P  ein  Punkt  einer  solchen  Fläche,  T  seine 
Tangential-Ebene.  Durch  den  Mittelpunkt  O  und  den  Punkt  P 
lege  man  eine  Ebene  E.  Sie  schneide  die  Fläche  in  dem  Kegel- 
schnitte K.  Ein  Durchmesser  des  letzteren  ist  OP,  der  diesem 
zugeordnete,  welcher  dem  Durchschnitte  t  der  Ebenen  E  und  T 
parallel  ist,  habe  die  Länge  r.  Alsdann  ist,  wenn  wir  die  Länge 
des  aus  O  auf  l  gefällten  Perpendikels  mit  n  und  den  Krümmungs- 
halbmesser des  Schnittes  tK  im  Punkte  P  mit  p'  bezeichnen: 


Bedeutet  aber  p  den  Krümmungshalbmesser  des  durch  die 
Tangente  t  gehenden  Normalschnittes  der  Fläche  und  9»  den  Ton 
den  Ebenen  E  und  T  eingeschlossenen  Winkel,  so  hat  man  be- 
kanntlich- 


Und  wenn  p  die  Länge  eines  Perpendikels  ist,  welches  aus  dem 
Mittelpunkte  der  Fläche  auf  die  Tangential-Ebene  T  gefällt  wird, 
so  ist: 


P 


Qsh\<pz=zg'. 


p~1t  8W(p, 

Aus  den  drei  aufgestellten  Gleichungen  folgt  nun: 
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Das  in  dieser  Gleichung  ausgesprochene  Theorem  überträgt 
sich  unmittelbar  auch  auf  diejenigen  Flächen  zweiten  Grades, 
welche  mit  einer  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Centrai-Linie 
oder  einer  solchen  Centrai-Ebene  versehen  sind.  Bei  diesen  Flä- 
chen tritt  an  die  Stelle  des  Perpendikels  p  die  Entfernung  der 
Tangential-Ebene  vom  Centrai-Orte.  Die  Gleichung  A|.  muss  fer- 
ner auch  noch  für  die  nicht  centrischeu  Flächen  zweiten  Grades 
i|ire  Gültigkeit  behalten,  insofern  diese  als  centrische  Flächen  mit 
unendlich  weit  liegenden  Central-Oertern  anzusehen  sind.  Da  je- 
doch bei  diesen  Flächen  die  Grössen  r  und  p  unendlich  werden, 
so  bedarf  die  Gleichung  A. ,  wenn  sie  anwendbar  werden  soll, 
einer  Uniformung,  die  wir  in  folgender  Weise  bewerkstelligen. 

Wird  die  Gleichung  eines  ceotrischen  Kegelschnittes  auf  ein 
Coonlinaten-System  bezogen,  dessen  Ordinalen- Axe  jenen  berührt, 
wahrend  die  Abscissen-Axe  mit  demjenigen  Durchmesser  zusam- 
menfällt, welcher  im  Berührungspunkte  auslauft,  so  erhält  sie  die 
Form : 

ff  u 

und  der  Krümmungshalbmesser  des  Berührungspunktes  bestimmt 
sich  durch  die  Gleichung 

 X 

^     as'itup      2  sin? ' 

wenn  tp  den  Winkel  der  Coordinaten-Axen  bedeutet.  Denken  wir 
uns  nun,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  auf  der  Ab- 
srissenaxe  fortrücke,  während  sich  gleichzeitig  seine  Axen  in  der 
Art  verändern,  dass  a  sich  der  Null,  ic  der  endlichen  Grösse  / 
nähert,  immer  aber  die  Curve  von  der  Ordinaten-Axe  im  Anfangs- 
Punkte  berührt  wird,  so  nähert  sich  gleichzeitig  jene  einer  Para- 
bel, deren  Gleichung 

ist.  An  der  Grenze ,  wenn  der  Mittelpunkt  ins  Unendliche  ge- 
rückt ist.  geht  der  Kegelschnitt  in  die  Parabel  über.  Der  Krüm- 
mungshalbmesser der  letzteren  im  Coordinaten-Anfangspunkte  fin- 
det sich  folglich  durch  folgende  Gleichung  bestimmt : 

/ 

^  2s\n(p' 

Bezeichnen  wir  aber  die  Länge  irgend  einer  mit  der  Ordinaten- 
Axe  parallelen  Sehne  der  Parabel  durch  "2r  und  ihre  Entfernung 
vom  Anfangspunkte  durch  p>  so  ist  ersichtlich 


sin? 


folglich 
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Eine  der  so  eben  angestellten  ganz  analoge  Grenzbetracbtung 
führt  uns  bei  den  nicht  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  auf 
die  Gleichung  A2.  als  den  Ausdruck  ihres  Krümrnungs- Gesetzes, 
wenn  wir  unter  q  den  Krümmungshalbmesser  irgend  eines  Nor- 
malschnittes in  einem  Punkte  P,  unter  p  die  Entfernung  diese« 
Punktes  von  einem  beliebigen  Schnitte,  dessen  Ebene  mit  der 
Tangential -Ebene  in  T  parallel  ist,  und  unter  r  den  Halbmesser 
dieses  Schnittes  verstehen,  welcher  dem  Normalschnitte  parallel 
lauft. 

Aus  den  Gleichungen  A.  ersehen  wir,  dass  die  Krümmungs- 
halbmesser der  Normalschnitte  eines  Punktes  den  Quadraten  der 
den  Tangenten  jener  Schnitte  parallelen  Halbmesser  des  Kegel- 
schnittes proportional  sind,  in  welchem  die  Fläche  von  einer  mit 
der  Tangential  -  Ebene  des  Punktes  parallelen  Ebene  geschnitten 
wird.  Aus  diesem  Satze  fliessen  fast  unmittelbar  die  bekannten 
Theoreme  über  die  einfacheren  Krümmungs-Verhältnisse  der  Flä- 
chen, insbesondere  das  Euler'sche  über  die  Beziehung  des  Krüm- 
mungshalbmessers irgend  eines  Normal- Schnittes  zu  dem  grössten 
und  kleinsten  Krümmungshalbmesser  desselben  Punktes.  Jene 
lassen  sich  nämlich  auf  die  bei  Flächen  des  zweiten  Grades  zurück- 
führen. 

Die  krummen  Flächen  des  zweiten  Grades  werden  von  Ebe- 
nen ,  die  ihren  Tangential-Ebenen  parallel  sind .  entweder  in  lau- 
ter Ellipsen  oder  in  lauter  Hyperbeln  oder  in  lauter  Parabeln  oder 
endlich  immer  in  zwei  parallelen  Geraden  geschnitten.  Im  ersten 
Falle  sind  die  Haupt- Krümmungshalbmesser  (der  grösste  und 
kleinste),  deren  zugehörige  Tangenten  mit  den  Halbaxen  eines 
der  erwähnten  Parallel-Schnitte  gleich  laufen,  beide  mit  demsel- 
ben Vorzeichen  versehen  und  von  endlicher  Grösse.  Dasselbe 
gilt  von  irgend  zwei  Krümmungshalbmessern.  Die  Fläche  ist  mit- 
hin in  Bezug  auf  eine  Seite  ihrer  Tangential  Ebene  immer  convex- 
convex  oder  concav-concav,  also  doppelt  und  in  gleichem  Sinne 
gekrümmt.  Es  gehören  hierher  die  Ellipsoide  und  die  elliptischen 
Hyperboloide  und  Paraboloide.  Bestehen  die  mit  den  Tangential- 
Ebenen  der  Fläche  parallelen  Schnitte  aus  Hyperbeln,  so  erlan- 
gen die  Haupt- Krümmungshalbmesser  endliche  Grössen  und  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen;  die  Fläche  ist  convex- coneav.  Den 
Uebergang  von  den  convexen  zu  den  coneaven  Normalschnitten 
bilden  die  durch  die  beiden  Geraden  gehenden,  welche  in  diesem 
Falle  immer  der  Fläche  und  ihrer  Tangential-Ebene  gemein  sind, 
und  deren  Krümmung  unendlich  klein  ist.  Hierher  gehören  das 
hy  perbolische  Hyperboloid  und  Paraboloid.  Bei  den  cylindrischen 
Flächen  zweiten  Grades  besteben  die  Schnitte,  welche  den  Tan- 
gential-Ebenen parallel  sind,   aus  zwei  mit  der  Berührungslinie 

Starallelett  Geraden.  Wir  ersehen  hieraus ,  dass  die  Krümmung  in 
edem  Punkte  der  Berührungslinie  dieselbe  und  in  gleichem  Sinne 
gekehrt  ist.  In  einem  bestimmten  Punkte  nimmt  der  Krümmungs- 
halbmesser von  dem  auf  der  ßerührungslinic  senkrechten  Normal- 
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schnitte  an  stetig  an  Grosse  zu  und  wird  in  dem  durch  jene  ge- 
benden Schnitt  unendlich  gross.  Die  einzige  Fläche  zweiten  Gra- 
des, welche  von  Ebenen,  die  ihren.  Tangential-Ebenen  parallel 
sind,  in  Parabeln  geschnitten  wird,  ist  der  Conus.  Wenn  nun 
auch  für  diese  centrische  Fläche  die  Gleichung  At  und  die  aus 
ihr  gezogenen  Consequenzen  ihre  Gültigkeit  behalten,  so  muss 
man  doch,  um  die  absolute  Krümmung  in  einem  ihrer  Punkte  zu 
erhalten,  sich  auf  die  einfache  directe  Bestimmung  einlassen ,  de- 
ren wir  uns  aber  hier  überheben  wollen.  Das  V  erhältniss  der 
verschiedenen  Krümmungshalbmesser  in  einem  bestimmten  Punkte 
des  Kegels  stellt  sich  ersichtlich  als  dasselbe  heraus  wie  bei 
einem  Cylinder  zweiten  Grades,  welcher  letztere  sich  von  einem 
Kegel  dadurch  unterscheidet,  dass  die  kleinsten  Hauptkrümmungs- 
halbmesser in  den  verschiedenen  Puukten  einer  Seite  dieselbe 
Grosse  behalten,  während  sie  beim  Kei^el  von  der  Spitze  an  ge- 
rechnet zunehmen  und  zwar  wie  die  Entfernungen  der  Punkte  von 
der  Spitze. 

Bezeichnen  wir  den  grossten  und  kleinsten  Krümmungshalb- 
messer eines  Punktes  mit  0,  und  p«,   so  ist  das  Product  —  .  — 

aus  der  kleinsten  und  grOssten  Krümmung,  das  von  Gauss  soge- 
nannte Krümmu ngsuiaass  der  Fläche  in  jenem  Punkte.  Es 
wird  dasselbe  nur  bei  convex-convexen  oder  concav-concaven  Flä- 
chen positiv  und  von  JNull  verschieden,  unter  den  Flächen  zwei- 
ten Grades  mithin  beim  Ellipsoide,  dem  elliptischen  Hynerbsloide 
und  Paraboloide.  Von  den  geradlinigen  Flächen  zweiten  Grade» 
besitzen  die  windschiefen  (bei  denen  sich  zwei  aufeinander  fol- 
gende Geraden  derselben  Erzeugung  nicht  schneiden),  welche  zu- 
gleich coueav-convex  sind,  ein  Krümmungsmaass,  das  kleiner  als 
Null  ist,  während  dasselbe  sich  bei  den  abwickelbaren  (bei  denen 
sich  zwei  auf  einander  folgende  Generatricen  schneiden  resp. 
mit  einander  parallel  sind),  welche  plan-concav  oder  plau-couvex 
genannt  werden  können,  verschwindet.  Windschiefe  Flächen  zwei- 
ten Grades  sind '  das  hyperbolische  Hyperboloid  und  Paraboloid, 
developpable  der  Cylinder  und  der  Conus.  Ueber  das  Krüm- 
mungsmaass werden  wir  jetzt  einige  Bemerkungen  folgen  lassen, 
die  sich  nur  auf  die  cen Irischen  Flächen  zweiten  Grades,  und 
unter  ihnen  den  Kegel  ebenfalls  ausgeschlossen,  beziehen,  die 
sich  aber  leicht  auch  aul  die  übrigen  Flächen  zweiten  Grades, 
nach  gehörig  angebrachter  Modifikation  übertragen  lassen. 

Indem  wir  die  soeben  angegebene  Bedeutung  von  gt  und  (*, 
beibehalten,  bezeichnen  wir  die  Halbaxen  des  Diametral-Schnitte*. 
welcher  mit  der  Tangential  •  Ebene  des  Punktes  P  parallel  ist, 
auf  den  sich  pt  und  p2  beziehen,  durch  o  und  ß.  Alsdann  haben 
wir  für  das  Krümmungsmaass  der  Flache  im  Punkte  P: 

1    1_  p* 

wenn  p  die  senkrechte  Entfernung  des  Punktes  vom  Diametral 
Tfaeil  XVII.  *3 
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schnitte  oder  de«  Mittelpunktes  von  der  Tancrential-Ebene  bedeu- 
tet. Für  die  verschiedenen  Punkte  ein  und  derselben  Fläche  be- 
hält aber  aßp  denselben  Werth.  Das  Krümmunpniaass  ist  somit 
der  vierten  Potenz  von  p,  der  Entfernung  des  Mittelpunktes  von 
der  Tangential  ebene  proportional. 

Der  Ort  der  Punkte  eiues  EHipsoides,  deren  Berührungs-Ebe 
nen  von  dem  Centruin  gleichvveit  entfernt  sind,  ist  bekanntlich 
die  sogenannte  Polodie,  eine  in  der  Theorie  der  Rotation  zur 
Sprache  kommende  Curve.  Dem  Obigen  gemäss  ist  also  die  Po- 
lodie die  Curve  gleichen  Krümmungsmaasscs  lür  ein  EHipsoid. 
Die  Polodien  dieser  Fläche  zerfallen  in  zwei  Gruppen,  dereo 
Uebergang  die  zwei  Ellipsen  bilden,  in  denen  die  beiden  dem 
EHipsoide  umschriebenen  Kotations-Cylindcr  dieses  berühren.  Für 
die  eben  erwähnten  Ellipsen ,  die  durch  die  Endpunkte  der  mitt- 
leren Axe  der  Fläche  gehen,  ist  p  der  Hälfte  dieser  Axe  gleich 
Den  Polodien  der  einen  Gruppe  entsprechen  Werthe  von  p,  die 
zwischen  der  mittleren  und  kleinsten  Halbaxe,  denen  der  zweiten 
solche,  die  zwischen  der  mittleren  und  grossten  Halbaxe  der 
Fläche  liegen.  Das  Krümmungsmaass  nimmt  von  dem  jenen  El- 
lipsen entsprechenden  mittleren  Werthe  nach  der  einen  und  ande- 
ren Richtung  von  einer  Polodie  zur  nächst  folgenden  stetig  be- 
züglich zu  oder  ab  bis  zu  einem  Minimum  und  Maximum,  von 
denen  jenes  in  den  Scheiteln  der  kleinsten,  dieses  in  den  End- 
puni^en  der  grossten  Axe  des  EHipsoides  erreicht  wird. 
• 

Die  beiden  anderen  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  be- 
sitzen ebenfalls  ihre  Polodien,  die  auch  hier  Curven  gleichen 
Krümmungsmaasses  sind.  Bei  dem  einscbaligen  Hyperboloide 
zerfallen  sie  wiederum  in  zwei  Gruppen,  die  durch  die  beiden 
Ellipsen  von  einander  geschieden  werden,  in  welchen  die  Fläche 
von  zwei  Kreis- Cy lindern  berührt  wird.  Diese  Ellipsen  gehen 
durch  die  Scheitel  der  kleinereu  reellen  Axe.  Indem  wir  von  des- 
selben ausgehen ,  nimmt  das  Krümmungsmaass  in  der  einen  Gruppe 
vou  einer  Polodie  zur  anderen  an  absoluter  Grösse  zu,  und  er- 
reicht im  Scheitel  der  grösseren  reellen  Axe  ein  Maximum,  wäh- 
rend es  für  die  andere  Gruppe  jener  Curven  in's  Unbegrenzte 
abnimmt.  Das  letztere  tritt  auch  bei  der  einzigen  Gruppe  von 
Polodien  der  Schale  eines  elliptischen  Hyperboloides  ein,  wenn 
wir  von  deren  Scheitel  ausgehen,  wo  für  das  Krümmungsmaass 
ein  Maximum  vorhanden  ist. 

Um  ein  EHipsoid  wollen  wir  uns  diejenige  Fläche  construirt 
denken,  die  der  Ort  der  Fusspunkte  aller  Perpendikel  ist,  welche 
aus  dem  Mittelpunkte  auf  die  Bcrührungs-Ebenen  des  EHipsoides 
herabgelassen  werden  können;  diese  Fläche  heisst  bekanntlich 
E I  a  s  t i  c  i  t  h  t  s  -  F I  ä  c  h  e  und  wird  in  der  Lehre  vom  Lichte  näher 
betrachtet.  Einem  jeden  Punkte  Pdes  EHipsoides  (als  Berührungs- 
punkt) entspricht  alsdann  ein  Punkt  P1  der  Elasticitäts- Fläche 
(als  russpunkt),  und  es  leuchtet  ein,  dass  einer  Polodie  für  eine 
gewisse  Distanz  p  auf  der  Eiasticitäts  •  Fläche  eine  Curve  zuge- 
ordnet ist ,  die  der  Durchschnitt  jener  Fläche  mit  einer  Kugel  vom 
Radius  p  ist. 
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Durch  den  Mittelpunkt  O  den  Ellipsoides  E  legen  wir  eine 
Rhene  mit  der  Tangenttal  •  Ebene  in  P  parallel.  Die  Richtungen 
der  Ajen  der  Ellipse,  in  welcher  E  von  dieser  Ebene  geschnit- 
ten wird,  geben  uns  die  Richtung  der  grössten  und  Kleinsten 
Krümmung  im  Punkte  P  an.  Wir  erhalten  sie  nie  folgt.  Durch 
die  Normale  des  Schnittes  und  die  Normalen  der  Kreisschnitte 
von  E  legen  wir  zwei  Ebenen  und  halbiren  hierauf  die  von  diesen 

Sebildeten  Flächenwinkel.  Die  Halbirungs-  Ebenen  enthalten  als- 
aon  die  Axen  des  Schnittes  und  zwei  durch  P  mit  ihnen  paral- 
lel gezogene  Tangenten  geben  die  Richtung  der  grössteu  und 
kleinsten  Krümmung  in  P  an.  Die  Normalen  aller  derjenigen 
Diametralschnitte,  welche  eine  Axe  gleich  haben,  bilden  in  ihrer 
stetigen  Aufeinanderfolge  einen  Kegel  des  zweiten  Grades,  des- 
sen Focallinien  die  Normalen  der  kreisschnitte  von  E  sind,  und 
die  Tangential-  und  Normal-Ebenen  einer  Kegelseite  enthalten  die 
Axen  de«  dieser  Seite  entsprechenden  Diametralschnittes.  Für 
die  Diamerralschoitte  Ins  Gesammt  erhalten  wir  zwei  Serien  sol- 
cher Kegel,  die  einander  senkrecht  durchsetzen.  Es  sei  nun  K 
einer  jener  Kegel,  C  sein  Durchschnitt  mit  der  Elasticitäts- Fläche 
uod  P*  und  /*j  zwei  nächst  auf  einander  folgende  Punkte  dieser 
Curve.  Der  Curve  O  entspreche  auf  dem  ElTtpsoide  die  Linie  C, 
insbesondere  den  Punkten  P'  und  P\  der  ersten  Linie  die  Punkte 
P  und  Px  der  zweiten.  Da  nun  das  Element  POP'l  des  Kegels 
mit  der  einen  Axe  des  dem  Punkte  /'  entsprechenden  Diametral- 
schuittes  einen  unendlich  kleinen  Winkel  bildet,  so  folgt,  dass 
da«  Element  PPk  der  Curve  C  mit  dem  einen  Hauptschnitte 
des  Punktes  P  ebenfalls  einen  unendlich  -  kleinen  Winkel 
etascbliesst.  Hieraus  ersehen  wir,  dass  die  in  der  Tan- 
genfLil-Ebene  von  E  im  Punkte  P  durch  diesen  gezogene  Tan- 
gente und  Normale  der  Curve  C  die  Richtung  der  grössten  und 
kleinsten  Krümmung  angiebt.  Der  Diameter,  welcher  die  Rich- 
tung der  Normale  hat,  ist  nach  dem  Mitgetheilteu  für  alle  Punkte 
der  Curve  C  von  gleicher  Grösse,  während  derjenige,  welcher 
die  Richtung  der  Tangente  hat,  von  einem  Punkte  zum  andern 
grösser  oder  kleiner  wird.  Den  beiden  Serien  der  Kegel  K  ent- 
sprechend erhalten  wir  auf  E  zwei  Gruppen  von  Curven  C,  die 
weh  (ähnlich  wie  coofocale  sphärische  Ellipsen  um  ihre  Brenn- 
punkte) um  je  zwei  Kreispunkte  herumziehen.  Eine  Curve  des 
einen  Systemes  schneidet  keine  zweite  zu  demselben  gehörige, 
dahingegen  alle  des  anderen  Systemes.  Die  beiden  Curven,  welche 
denselben  Punkt  der  Fläche  durchsetzen ,  stehen  in  diesem  Punkte 
aufeinander  senkrecht,  und  ihre  Tangenten  geben  die  Richtungen 
der  beiden  Hauptschnitte  an.  Die  Curveu  C  sind  die  sogenannten 
Krummungslinien  des  Ellipsoides,  die  Aufeinanderfolge  der 
Punkte,  deren  Normalen  sich  schneiden.  Wie  die  auf  der  Elasti- 
citäts-FlSche  beßndlichen  Curven  C,  so  liegen  auch  die  entspre- 
chenden Curven  C  aof  Kegeln  zweiten  Grades ,  deren  Hauptschnitte 
mit  denen  des  Ellipsoides  zusammenfallen.  Dies  ergieht  sich  leicht 
aus  den  Gleichungen  der  Krummungslinien,  wie  sie  das  gewöhn- 
lich angewandte  Verfahren  hei  der  Betrachtung  der  Krümmung* 
V  erhältnisse  von  Flächen  liefert.  Auf  unserem  rein  algebraischen 
Wege  gelangen  wir  zu  obigem  Resultate,  wie  folgt. 


KS* 
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Es  sei  AT=0  die  Gleichung  eines  der  confocalen  Kegel,  des- 
sen Durchschnitte  mit  der  Fläche  E'  die  Curve  O  sei.  Die  Dia 
metralschnitte,  welche  den  Punkten  der  Curve  C  auf  E  (weicht 
Linie  der  erst  erwähnten  entspricht)  zugehören,  stehen  auf  den 
Seiten  von  K  senkrecht,  umhüllen  somit  den  Supplementke^el  5 
des  letzteren,  indem  sie  ihn  längs  der  gleichen  Axen  der  Durch- 
schnittscurven  berühren.    Man  habe  nun 

i)   K=Ax*  +  By2+Cz2=0, 
und  es  seien  die  Gleichungen  einer  Seite  des  Kegels  K 

9     er     ß      a      y      p  y 

Die  Gleichung  der  Beruhrungs- Ebene  des  Supplementkegels,  welche 
auf  jener  Seite  senkrecht  steht,  ist  alsdann : 

3)   ax  +  ßy  +  y2  =  0. 

Für  die  Plan  Coordinaten  er,  ß,  y  sämmtlicher  Beröbrungs  Ebenen 
des  Supplement-  Kemels  ergiebt  sich  aber  durch  Elimination  voo 
x,  y,  z  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  folgende  Beziehung: 

Ä=  AcP  +  Bfl2  +  Cy2=0, 

welches  also  die  Gleichung  des  Supplement -Kegels  in  Plan- 
Coordinaten  ist.  Die  Punkte  der  Curve  C  auf  £  liegen  dob 
in  den  Endpunkten  der  Durchmesser  des  Ellipsoides,  welche  de* 
Bcrührungs-Ebenen  von  5  zugeordnet  siud.   Wenn  aber 

die  Gleichung  des  Ellipsoides  ist,  so  wird  der  der  Ebene  aafil 
zugeordnete  Diameter  dargestellt  durch  diese  Gleichungen: 

y  a  ß_     z  a  y      £  _ö  y 

x     fß'a'    x     c'a*    y  c'ß* 

Der  Ort  sämmtlicher  Durchmesser,  die  den  Berfihrungs-Ebeaen 
von  <S  zugeordnet  sind ,  wird  durch  eine  Gleichung  repräseatirt 
die  sich  durch  Elimination  von  a,  ß,  y  aus  den  drei  letzten  Glei- 
chungen und  der  des  Kegels  S  ergiebt.  Man  findet  fär  sie: 

10   A'==  Aa*x*  +  Bö  V  +  CcV = 0 , 

woraus  wir  ersehen ,  dass  jener  Ort  ein  Kegel  zweiten  Grades  ist, 
dessen  Hauptschnitte  mit  denen  des  Ellipsoides  zusammenfallen 
DieCurvenC,  die  Krümmungslinien  des  Ellipsoides,  sind  hiernach 
als  die  Durchschnitte  der  letzten  Fläche  mit  zwei  Gruppen  roo 
Kesseln  K'  zu  betrachten,  deren  Verhältniss  zu  den  Kegeln  K eine 
Collation  der  Gleichungeu  1)  und  i')  'ergibt.  Von  den  beider 
Systemen  der  Krümmungslinien  gehört  das  eine  den  Krümmung- 
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Maximis,  das  andere  den  Krümmungs-Minimis  an.  In  allen  Punk- 
ten einer  Curve  C  des  ersten  Systemes  z.  B.  findet  das  Maxi- 
mum der  Krümmung  in  der  Richtung  der  Normal-Ebene  der  Curve 
statt,  und  verhalt  sich  umgekehrt  wie  die  Entfernung  der  Tangen- 
tialebene vom  Mittelpunkte,  oder  wie  die  Radien  der  JCIasticitäts- 
Fläche,  welche  in  den  entsprechenden  Punkten  der  Curve  C  aus- 
laufen. 

Aehnliche  Resultate,  wie  wir  für  das  Ellipsoid  gefunden  ha- 
ben, ergeben  sich  für  das  Hyperboloid,  die  zweite  centrische 
Fläche,  welch»  wir  hier  zunächst  im  Auge  hatten. 


II 


Flächen  des  dritten  Grades. 

3)  Die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  dritten  Grades  hat 
in  der  von  uns  angenommenen  Bezeichnungsart  die  Form : 

I.  *\  =  K>  +  ^=0 

und  drückt  die  Grundeigenschalt  dieser  Flächen  aus,  dass  näm- 
lich das  Verhältniss  des  Productes  der  nach  beliebiger,  aber 
fester  Richtung  gerechneten  drei  Entfernungen  eines  Punktes  der 
Fläche  von  einem  Kegel  dritten  Grades  (A«)  und  des  Productes 
der  nach  ebenfalls  beliebiger,  aber  fester  Richtung  genommenen 
zwei  Entfernungen  desselben  Punktes  von  einer  Fläche  zweiten 
Grades  (F\)  ein  constantes  ist. 

Eine  Seite  des  Kegels  K3  schneidet  die  Fläche  nur  in  zwei 
in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Punkten,  ihren  Durchschnitten 
■dt  F%i  und  ist  sohin  einer  Asymptote  der  Fläche  parallel.  Wir 
nennen  daher  K9  einen  asymptotischen  Kegel.  Verschiebt 
man  das  Coordinaten- System,  d.  h.  verrückt  man  den  Anfangs- 
punkt ohne  die  Axeorichtuugen  zu  ändern,  so  tritt  an  die  Stelle 
aer  Gleichung  I.  die  folgende: 

Der  zum  Vorschein  kommende  Kegel  ist  dem  ersterwähnten  gleich 
und  ähnlich  liegend.  Verschiebt  man  also  den  asymptotischen 
Kegel,  ho  schneidet  er  die  Fläche  immer  in  einer  Curve,  durch 
die  eine  Fläche  zweiten  Grades  gelegt  werden  kann. 

Bringen  wir  auch  den  asymptotischen  Kegel  der  Fläche  F% 
In  Evidenz,  so  erhalten  wir: 

Fs  =  A:3  +  ».Äi  +  vFI=0. 

Die  Ke  gel  Af3  und  K2  schneiden  sich  in  sechs  geraden  Linien, 
A'k*  paarweise  imaginär  werden,  sowie  theil weise  oder  sämmtlich 
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zusammenfallen  können.  Jede  von  ihnen  trifft  die  Fläche  im  Ali- 
cemeinen nur  in  einem  Punkte»  ihrem  Durchschnitte  mit  der 
Ebene  F%t  und  ist  folglich  eine  Asymptote  der  Fläche.  Die  sechs 
Durchschnitte  liegen  auf  einem  Kegelschnitte.  Wenn  die  Spitze 
des  asymptotischen  Kegels  auf  die  Flache  gerückt  wird ,  so  kirn- 
neu  in  besonderen  Fällen  die  sechs  Durchschnitte  der  Kegel  A 
und  A'2  theilweise  oder  sämmtlich  ganz  in  die  Flache  lallen. 

Analog  wie  bei  Flächen  zweiten  Grades  können  wir  uns  auch 
hier  die  Frage  stellen,  ob  sich  der  asymptotische  Kegel  so  ver- 
schieben lasse,  dass  die  seiner  neuen  Lage  entsprechende  Ebene 
I\  in's  Unendliche  falle.  Alsdann  hätten  die  secns  Durchschnitte 
der  Kegel  K3  und  Kx  im  Allgemeinen  keinen  in  endlicher  Ent- 
fernung gelegenen  Punkt  mit  der  Fläche  gemein  und  gingen  so* 
nach  in  osculirende  Asymptoten  (die  die  Fläche  in  einem  unend- 
lich weiten  Wendungspunlcte  berühren)  über.  Gleichzeitig  fiele 
der  Mittelpunkt  der  dem  neuen  asymptotischen  Kegel  zugeordne- 
ten Fläche  Fm  in  die  Spitze  jenes,  sodass  also  die  zwei  Punkte, 
in  denen  die  Fläche  von  einer  Kegelseite  getroffen  wird ,  von  der 
Spitze  nach  entgegengesetzten  Richtungen  gleichweit  entfernt 
lägen.  Jene  Punkte,  in  welche  die  Spitze  des  asymptotischen 
Kegels  zu  liegen  kommt,  entsprechen,  wie  wir  später  sehen  nei- 
den, den  Cardinalpunkten  ebener  Curven,  welchen  Namen 
wir  ihnen  denn  auch  beilegen  wollen. 

Es  sei  nun: 

Ks==  Ax*+Bg*+  CzH  Dxgi+  Ex*i+  Fy*z + Gx*y+Hy*x+JxzHKr> 

i 

ja  Af2 = ax2  -f  by2  +  c:a  +  dxy  +  «**  +  fff* » 

vFx  ==  ctx  +  ßy  +  yz -f  ö . 

Wenn  wir  dann  die  Coordinaten  eines  Cardinalpunkte*  der 
Fläche  Ff  mit  17,  £  bezeichnen,  so  bat  man,  wie  sich  a«* 
einer  einfachen  Entwicklung  ergiebt: 

F2'  =ZA.p+H.ti*+J.p+i2(,\$ri+2E&+ 
F2"  =  G.£H3ÄV+/C.£H2//.£ij+/^ 

Ff  SS  £.?+F.t?H3C.^+/).5i;+i2jr.|£+2Ä.i?C4  e.Hf.ti+2c.t+y=A 

Die  Cardinalpunkte  einer  Fläche  dritten  Grades  werden  uns  hier 
nach  geliefert  als  die  Durchschnitte  dreier  Flächen  zweiteo  Gra- 
des F%*9  F%"  und  F2"'.  Je  nach  der  Beschaffenheit  der  Durch 
schnitte  dieser  Flächen  können  wir  nun  die  Flächen  dritten  Gra- 
des in  Hauptgruppen  eintheilen.  In  dem  allgemeinsten  FaJIe. 
wenn  die  Gleichungen  F2'=0  etc.  von  einander  unabhängig  swh 
existireu  acht  Cardinalpunkte.  Diese  können  theilvveise  oder  säromt 
lieh  ins  Unendliche  rücken,  sowie  auch  paarweise  imaginär  werdet) 
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Die  Gleichung  einer  Fläche  dritten  Grades  in  Bezug  auf  ein 
Coordinaten- System,  dessen  Aien  durch  einen  Cardinalpunkt 
gehen,  hat  die  Form; 

Dadurch,  dass  wir  dem  constanten  Gliede  immer  andere  Werthe 
beilegen,  erhalten  wir  immer  andere  Flächen,  deren  zugehörige 
Fliehen  zweiten  Grades  einander  ähnlich  sind.  In  dem  besonde- 
ren Falle,  wenn  v  verschwindet,  geht  die  Fläche  zweiten  Grades 
in  einen  Kegel  über.  Jede  Seite  dieses  Kegels  schneidet  die 
Flache  in  drei  mit  dem  Cardinalpunkte  zusammenfallenden  Punk- 
ten, diejenigen  jedoch  ausgenommen,  welche  den  Kegeln  K$  und 
llj  gemein  sind^  denn  diese  fallen  ganz  in  die  Fläche.  Der  Car- 
dinalpunkt ist  hiernach  ein  mehrfacher  Punkt  der  Fläche  und  K.Ä 
der  Berührungs-Kegel  für  denselben.  Die  Cardinalpunkte  sind  also 
solche  Punkte,  die  dadurch,  dass  man  das  constante  Glied  in  der 
Gleichung  der  Fläche  ändert,  in  mehrfache  Punkte  übergehen 
können,  ßei  diesem  Uebergange  fallen  die  osculirenden  Asym- 
ptoten ganz  in  die  Fläche. 

Bei  einer  Verschiebung  des  asymptotischen  Kegels  rückt, 
wie  wir  gesehen  haben,  sein  Durchschnitt  mit  der  Fläche  dritten 
Grades  von  der  Fläche 

auf  eine  neue  desselben  Grades 

frsei  nun: 

10  hat  man,  wenn  die  Coordinaten  der  Spitze  des  asym- 

ptotischen Kegels  in  seiner  neuen  Lage  sind: 

c,=J.£+k.r}+ZC.S+ct  d'=i2G.t+2H.ii+D&+d, 

e'=2E.£+Z>.i7+2,/.£+e,  f=zD.$+2F.ti+2K.t+f.. 

Die  Natur  des  asymptotischen  Kegels  K%'  und  somit  der  allge- 
meine Charakter  der  Fläche  F2'  hängt  nun,  wie  aus  der  Theorie 
der  Flächen  zweiten  Grades  bekannt  ist,  von  der  gegenseitigen 
Beziehung  und  dem  Werthe  folgender  Ausdrücke  ab: 

1)  fiW,   ffrnV.  ffm*% 

2)  U~d*--\<tb\  ti'==t'*-ia'c\  f%m==f*—lb'c'; 

3)  fs=a'f^'e^c'd*-4a'b'c'-~d'er. 

» 
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Denken  wir  uns  aber  |,  r\  und  £  als  lanfende  Coordroaten ,  so 
stellen  die  Gleichungen 

10  /i'=o,  /r=o,  aw=o 

drei  Ebenen  dar  und  die  Gleichungen: 

drei  coniscbe  Flächen  des  zweiten  Grades.  Die  erste  von  diesen 
wird  von  den  Ebenen  jx'  und  fttt  längs  ihrer  Durchschnitte  mit 
der  Ebene  d'—Q  berührt.  Aehnliches  gilt  von  den  beiden  ande- 
ren Flächen.  Je  zwei  derselben  besitzen  als  geiueinschaltlicbe 
Tangential  Ebene  eine  der  Ebenen  1% 

*  • 

Es  stellt  endlich  die  Gleichung 

•  eine  Fläche  des  dritten  Grades  dar.    Auf  ihr  liegen  nur  solche 

Punkte ,  für  deren  Courdinatenwerthe  wenigstens  zwei  der  Functio- 
nen f^y  A"'  gleichzeitig  grösser  als  Null  oder  gleichzeitig 
kleiner  uls  Null  oder  endlich  gleichzeitig  der  Null  gleich  sind. 
Letzteres  findet  für  die  den  drei  Flächen  f.z'  etc.  gemeinsamen 
Punkte  Statt,  die  in 's  Gesammt  auf  /J  liegen. 

* 

1°.  Wenn  nun  erstlich  die  Spitze  des  asymptotischen  Kegel« 
A3  auf  die  eben  erwähnte  Fläche  zu  liegeu  kommt,  so  verschwiu- 
dct  /i  und  in  Folge  dessen  geht  der  asymptotische  Kegel  in 
zwei  Ebenen  über,  und  die  Fläche  Fa'  ermangelt  eiues  in  eodli 
eher  Entfernung  gelegenen  Mittelpunktes.  Fällt  die  Spitze  von 
A'3  hierbei  in  einen  der  von  den  Flächen  2')  begrenzten  Räume, 
für  dessen  Punkte  wenigstens  zwei  der  Functionen  f%  etc.  posi- 
tiv werden,  so  besteht  A,'  aus  zwei  sich  schneidenden  Ebenen, 
und  /  V  ist  somit  ein  hyperbolisches  Paraholoid.  Werden  aber 
für  die  Lage  von  A3  wenigstens  zwei  jener  Functionen  kleiner  als 
Null,  so  ist  Aa'  das  System  zweier  imaginärer  Ebenen,  die  sich 
in  reeller  Geraden  schneiden:  FJ  gehört  zu  den  elliptischen  Fa- 
raboloiden.  Und  wenn  endlich  die  Spitze  von  Kz  in  einen  Punkt 
fällt,  welcher  den  Flächen  /i  gemeinsam  ist,  so  geht  in  diesem 
Uebergangsfalle  A2'  in  zwei  zusammenfallende  reelle  Ebenen  über, 
während  F2*  eiu  parabolischer  Cyiiuder  wird. 

2°.  Fällt  aber  zweitens  die  Spitze  des  asymptotischen  Kegel* 
ausserhalb  der  Flüche  /  ■>  so  kommt  der  einer  solchen  Lage  zu- 
gehörigen Fläche  / .,'  immer  ein  Centrum  zu,  indem  A2'  ein  eigeot* 
licher  Conus  wird.  Dieser  wird  imaginär  und  somit  7'V  ein  El* 
lipsoid,  wenn  die  Spitze  von  A,  in  solche  Punkte  des  Raumes 
für  welchen  fo,  f2"  und  fam  gleichzeitig  negativ  werden,  fällt, 
deren  Coordinatenwerthe  bei  den  Functionen  ft',  fxn9  fxm  einer- 
seits und  f3  andrerseits  entgegengesetzte  Vorzeichen  hervorrufen. 
Man  überzeugt  sich  aber  leicht  davon,  dass  für  die  Punkte  des 
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erwähnten,  von  den  Flächen  f%  begrenzten  Raumes  die  Functio- 
nen ft  entweder  gleichzeitig  positiv  oder  gleichzeitig  negativ  wer- 
den. In  allen  übrigen  Fallen  wird  der  Kecel  K2'  reell  und  die 
Fläche  Fa'  ein  Hyperboloid. 

Da  wir  uns  hier  nur  die  Gewährung  eines  allgemeinen  Ueber- 
blickes  der  Eigenschaften  von  Flächen  dritten  Grades  zum  Ziele 
gesteckt  haben ,  so  enthalten  wir  uns  einstweilen  der  näheren  Be- 
trachtung der  Oerter  fx ,  f2  un^  /a  un(^  ihrer  gegenseitigen  Be- 
ziehung sowie  einer  spezielleren  Erörterung  über  die  Natur  der 
Fläche  t\\ 

4)  Unter  den  Flächen  dritten  Grades  heben  sich  als  die  Glie- 
der einer  unteren  Gruppe  diejenigen  heraus,  die  sich  nur  dadurch 
von  einander  unterscheiden,  das»  ihre  Ebenen  Fi  in  verschiede- 
nen Entfernungen  von  einem  im  Räume  festen  Punkte  liegen. 

ie  aus  den  Betrachtungen  der  vorigen  Nummer  ersichtlich ,  wer- 
den die  einer  bestimmten  Lage  des  asymptotischen  Kegels  ent- 
sprechenden Flächen  F%'  sämmtlich  einander  ähnlich,  ähnlich 
liegend  und  concentrisch  sein.  Die  Flächen  besitzen  mithin  auch 
dieselben  Cardinalpunkte.  Keine  Fläche  der  Gruppe  schneidet 
eine  zweite,  womit  zusammenhängt,  das«  eine  von  ihnen  sich 
durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  sie  einen  bestimmten  Punkt 
aufnehme.  In  der  That,  es  braucht  zur  Bestimmung  einer  der 
Flächen  in  ihrer  allgemeinen  Gleichungslbrm 

dem  Coetfncienten  n  nur  ein  bestimmter  Werth  beigelegt  zu  wer- 
den, was  durch  die  angegebene  Bedingung  geschieht. 

Die  soeben  betrachteten  Gruppen  ordnen  sich  zu  einer  höhe- 
ren zusammen,  in  deren  allgemeiner  Gleichung  nur  mehr  die 
Function  Kz  +  uRt  bestimmt  ist,  während  sich  die  Ebene  Fx  von 
Fläche  zu  Fläche  ändert.  Die  Flächen  Fa',  welche  einer  bestimm- 
ten Lage  des  Kegels  K9  entsprechen,  besitzen  denselben  Asym- 
ptotenkegel; ihre  Axen  sind  folglich  parallel  und  haben  ein  con- 
stantes  Verhältniss.  Da  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Gruppe 
vier  willkürliche  Coefficienten  auftreten,  so  kann  eine  ihrer  Flä- 
chen der  Bedingung  unterworfen  werden,  dass  sie  durch  einen 
beliebig  angenommenen  Punkt  gehe  und  einen  zweiten  zum  Car- 
dinalpunkte habe  oder  im  Besonderen,  dass  sie  einen  Punkt  als 
mehrfachen  aufnehme.  Wird  dieser  Punkt  z.  B.  auf  der  Fläche 
fi  angenommen,  die  sich,  wie  auch  die  Oerter  fx  und  /2  der  vori- 
gen Nummer  vollständig  bestimmt  und  für  die  ganze  Gruppe  die- 
selbe ist,  so  zerfällt  der  Berührungskegel  des  mehrfachen  Punk- 
tes in  zwei  Ebenen  u.  s.  f. 

Die  Abtheilung  der  Flächen  dritten  Grades,  welche  densel- 
ben asymptotischen  Kegel  K9  besitzen ,  umfasst  sämmtliche  Grup- 
pen der  letzterwähnten  Art.  Während  sich  zwei  Flächen  einer 
dieser  Gruppen  in  ebenen  Curven  schneiden ,  i**t  der  Durchschnitt 
iweier  Flächen  dieser  Abtheilung  im  Allgemeinen  auf  einer  Fläche 
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zweiten  Grades  gelegen,  wie  sich  aus  der  CombinatioD  zweier 
ihrer  Gleichungen  ergibt.  Eine  Fläche  dieser  Abtb eilung  kann  10  Be- 
dingungen des  ersten  Grades  unterworfen  werden.  Solche  sind 
z.  d.  in  dieser  involvirt:  in  einem  Punkte  einen  beliebig  ange- 
nommenen Kegel  zweiten  Grades  als  Berührungsfläche  zu  besitzen. 
Werfen  wir  einen  Blick  auf  die  Gleichungen  der  Flächen  F2\ 
F*",  welche  die  Cardinalpunkte  einer  Fläche  dritten  Grades  liefern, 
so  leuchtet  ein,  dass  die  den  verschiedenen  Flächen  unserer  Ab- 
theilung entsprechenden  Flächen  t\'  denselben  Asymptoten-Kegel 
besitzen;  die  Axen  dieser  Flächen  sind  mithin  parallel  und  haben 
dasselbe  Verhältniss.  Die  Flächen  F%,  welche  einer  der  vorher 
erwähnten  Gruppe  angehören,  sind  concentrisch ,  ähnlich  liegend 
und  ähnlich.  Allen  Flächen  einer  Gruppe  der  zuerst  angeführten 
Art  kommt  nar  eine  einzige  Fläche  F%  zu.  Dasselbe,  was  von 
/V  gesagt  worden,  gilt  auch  von  den  beiden  anderen  Flächen 
/</  und  F%». 

5J  Stellt  Vn  die  allgemeine  ganze  Function  des  «-Grades 
mit  drei  Veränderlichen  ohne  constantes  Glied  dar,  so  tritt  an  die 
Stelle  der  ursprünglichen  Gleichung  Fs  =  0  einer  Fläche  dritten 
Grades,  wenn  der  Anfangspunkt  der  Coordmaten  in  einen  Punkt 
P  der  Fläche  verlegt  wird,  die  folgende: 

F8=jf8+&rB«o. 

Im  Allgemeinen  wird  nun  die  Function  Fa  nicht  in  zwei  Factoreo 
des  ersten  Grades  zerfällt  werden  können  und  auch  nicht  homogen 
sein.   Die  Gleichung 

stellt  daher  eine  krumme  Fläche  des  zweiten  Grades  dar,  eine 
Kegel  fläche  jedoch  ausgenommen,  deren  Singularität  den  Punkt 
P  aufnimmt.   Es  repräsentirt  alsdann  offenbar  die  Gleichung 

eine  Ebene,  welche  sowohl  die  Fläche  Vit  als  auch  die  Fläche 
F3  in  zweiter  Ordnung  berührt,  d.  h.  so,  dass  eine  in  Kt  durch 
P  gezogene  Gerade  V%  und  Fs  in  je  zwei  mit  P  zusammenfal- 
lenden Punkten  schneidet.  Der  Punkt  P  ist  mithin  ein  Punkt 
gewöhnlicher  Krümmung.  Die  Fläche  V%  hat  ersichtlich  in  der 
Richtung  einer  jeden  ihrer  durch  P  gehenden  Tangenten  mit  F, 
drei  mit  P  zusammenfallende  Punkte  gemein;  sie  osculirt  mithin 
die  letztere  Fläche  in  P,  und  ihre  Kriimmungsverhältnisse  an 
diesem  Punkte  geben  uns  ein  Bild  von  denen  der  Fläche  V% 
ebendaselbst. 

In  Bezug  auf  ein  in  der  Ebene  Kx  gelegenes  Coordinaten 
System  seien 

p=0,   y=0,  r=0 
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die  Gleichungen  der  drei  Geraden ,  in  welchen  ff3  von  jener  Ebene 
geschnitten  wird,  sowie 

i=0f  1=0 

I 

die  der  Durchschnitte  von  ffj  und  ff,.  Die  Curve  dritten  Grades, 
in  welcher  V%  von  der  Tangential  -  Ebene  Kx  geschnitten  wird, 
hat  dann  eine  Gleichung  von  der  Form: 

Hieraus  ersehen  wir,  dass  jener  Schnitt  in  P  einen  Doppelpunkt 
zeigt,  dessen  Tangenten  die  Geraden  *  und  t  sind,  in  welchen 
die  Osculationsfiache  V2  von  ihrer  Tangential-Ebene  Kx  geschnit- 
ten wird. 

Die  Asymptoten  des  Schnittes  laufen  mit  den  Geraden  p,  q 
und  r  parallel.    Der  singulare  Punkt  P  der  Curve  D  wird  nun 
erstlich  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  (Durchschnitt  zweier  reellen 
Aeste),   wenn  Fa  oder  dessen  asymptotischer  Kegel  ff«  in  zwei 
reellen,  sich  schneidenden  Geraden  von  ffÄ  getroffen,  a.  i.  also, 
wenn  V.£  eine  windschiefe  Fläche  zweiten  Grades,  ein  hyperbo- 
lisches Hyperboloid  oder  Paraboloid  wird.  Die  Fläche  F3  ist  als- 
dann ebenlalls  in  P  concav-convex.    Die  Tangenten  ihrer  Haupt- 
schnitte halbiren  die  von   den  Tangenten   des  Doppelpunktes 
gebildeten  Winkel.   Der  Sinn  der  Krümmung  kehrt  sich  in  den 
durch  eben  diese  Tangenten  gebenden  Schnitten  um;   diese  be- 
sitzen nämlich  in  P  einen  Wendungspunkt,  wie  daraus  hervor- 
geht, dass  die  Geraden  jr  und  t,  welche  ganz  in  l\  liegen,  die 
Flüche  Fs  in  drei  mit  P  zusammenfallenden  Punkten  schneiden. 

Es  werde  zweitens  F2  von  fft  in  zwei  zusammenfallenden 
Geraden  beröhrt,  da  denn  F2  ein  Conus  oder  Cy linder  ist.  Die 
Curve  D  erlangt  in  P  eine  Spitze,  deren  Tangenten  mit  der  ge- 
raden Berührungslinie  von  F2  und  Kx  zusammenfallen.  Der  Haunt- 
schnitt  der  kleinsten  Krümmung  steht  auf  den,  Tangenten  der 
Spitze  senkrecht,  während  der  zweite  Hauntschnitt  durch  diese 
neht  und  in  P  eine  Inflexion  aufweist.  Das  Krümmungsmaass  der 
Fläche  verschwindet  m  diesem  Falle  för  den  Punkt  /> 

WTerden  endlich  die  beiden  Geraden  5  und,/  imaginär,  geht 
also  V*  in  ein  Ellipsoid  oder  ein  elliptisches  Hyperboloid  oder 
Paraboloid  über,  so  wird  die  Fläche  in  P  concav  concav  oder  con- 
vex-convex.  Ihr  Durchschnitt  D  mit  der  Tangential-Ebene  erlangt 
in  P  einen  isolirten ,  elliptischen  Punkt.  Die  Axen  des  letzteren 
geben  die  Richtungen  der  grüssten  und  kleinsten  Krümmung  an. 

Aus  den  im  I.  Abschnitte  initgetheilten  Bemerkungen  über 
die  Krümmung  der  Flächen  zweiten  Grades  folgt,  dass  uie  Krüm- 
mungshalbmesser der  Normalschnitte  in  P  den  Quadraten  der  mit 
ihren  Tangenten  parallelen  Durchmesser  eines  Kegelschnittes 
proportional  sind,  dessen  Asymptoten  die  Geraden  $  und  t  sind. 
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Von  den  beiden  letzterwähnten  Geraden  kann  die  eine  oder 
es  können  beide  der  ganzen  Läuse  nach  mit  der  Fläche  zusam- 
menfallen. Im  ersten  Falle  besteht  jeder  durch  die  in  der  Fläche 
liegende  Gerade  gehender  Schnitt,  und  somit  auch  die  Curve  D 
aus  dem  Complex  jener  Geraden  und  eines  durch  P  gehenden 
Kegelschnittes.  Im'  letzten  Falle  besteht  D  aus  den  beiden  Ge- 
raden, die  durch  P  gehen  und  auf  der  Fläche  liegen,  uod  einer 
dritten  geraden  Linie,  welche 'mit  einem  der  Durchschnitte  von 
A's  und  Ki  parallel  ist  (die  beiden  anderen  Durchschnitte  lallen 
in  die  angeregten  Geraden). 

Wie  wir  gesehen  haben,  osculirt  die  Fläche  Fs  nach  irgend 
einer  Richtung  hin  die  Fläche  F3  im  Punkte  P  dreipunktig.  Nach 
den  durch  die  Geraden  p,  q  und  r  bestimmten  Richtungen  jedoch 
fallen  vier  Durchschnittspunkte  von  F3  und  Ft  mit  P  zusammen. 
Wenn  die  Tangential  ebene  Kt  nicht  bloss  jene  drei  Geraden  mit 
dem  asymptotischen  Ke^el  K9  geniein  hat,  sondern  ganz  in  die- 
sen lallt  (die  Fläche  Kz  besteht  dann  aus  dem  Systeme  von  Kx 
und  einem  Kegel  zweiten  Grades),  so  wird  F3  nach  jeder  Rich- 
tung bin  von   Fa  in  P  vier  punktig  osculirt.    Dnter  besonderen 
Voraussetzungen,  die  leicht  zu  verfolgen  sind,  kann  die  Oscula- 
tiou  der  Flächen  F3  und  F*  bis  zur  sechsten  Ordnung  ansteigen. 

So  oft  P  ein  Nab elpunkt  der  Fläche  Fa  ist,  ist  er  auch 
ein  solcher  für  F3,  und  umgekehrt.  P  tritt  dann  in  dem  Schnitte 
der  Tangential-Ebene  als  Kreispunkt  auf.  Wie  bei  Flächen  zwei- 
ten Grades,  wo  es  sphärische,  sphäroidiscbe  und  ellipsoidische 
Nabelpunkte  gibt,  konneu  diese  auch  hier  sehr  verschiedener 
Natur  sein.  Indem  wir  die  genauere  Betrachtung  derselben  einer 
späteren  Untersuchung  vorbehalten,  wollen  wir  h  ier  nur  bemer- 
ken, dass  sich  die  Flächen  F8  und  F-  auch  in  einem  ftabel- 
punkte  im  Allgemeinen  nach  den  drei  ooen  angegebenen  Rich- 
tungen hin  vierpunktig  osculiren.  Im  Besonderen  kann  dieses 
nach  jeder  Richtung  hin  eintreten,  sowie  die  Üsculatiou  auch  bis 
zur  sechsten  Ordnung  ansteigen  kann. 

6)  Wenn  die  Function  F9  der  vorigen  Nummer,  ohne  eine 
homogene  Function  des  zweiten  Grades  zu  werden;  sich  in  zwei 
Factoren  ersten  Grades  auflöst,  so  erlangt  die  Gleichung  der  Fläche 
diese  Gestalt: 

•    Fs^tfa  +  ^.Fj-O. 

Die  Gleichung 

Ki.Fi^O 

stellt  das  System  zucier  Ebenen  dar,  von  denen  die  eine  A't 
durch  den  Punkt P  geht,  während  dies  die  zweite,  Flt  nicht  thut 
Letztere  kann  auch  in's  Unendliche  rücken ,  da  denn  an  die  Stelle 
von  Fi  eine  Constante  tritt  Zieht  man  in  der  Ebene  Kx  durch 
P  eine  gerade  Linie,  so  schneidet  diese  die  Fläche  in  ihren  drei 
Durchschnitten  mit  Ä3,   also  .  in  drei  mit  P  zusammenfallenden 


Digitized  by  Google 


349 

■ 

Potlkteo,  sie  osculirt  folglich  die  Flüche,  und  ein  durch  die  Ge- 
rade gehender  Schnitt  besitzt  in  P  einen  Inflexionspunkt.  Die 
drei  geraden  Linien  jedoch,  in  denen  der  asymptotische  Kegel 
A3  von  Kx  getroffen  wird,  liegen  panz  in  der  Fläche  V3.  Die 
Ebene  Kx  ist  hiernach  eine  Osculations  Ebene  von  F3  in  P,  und 
tute  schneidet  diese  Fläche  in  drei  durch  P  gehenden  geraden 
Linien.  Diese  Linien  können  einmal  alle  reell  sein,  und  alsdann 
entweder  eine  die  andere  schneiden  oder  zwei  von  ihnen  oder 
endlich  alle  zusammenfallen.  Zweitens  aber  kann  auch  ein  Paar 
derselben  imaginär  werden.  *  Mindestens  eine  von  ihnen  bleibt  je- 
doch in  jedem  Falle  reell.  Da  die  Krümmungshalbmesser  bei  der 
hier  betrachteten  Natur  des  Punktes  P  sammtlich  unendlich  gross 
sind,  so  kann  von  einem  Vergleiche  der  Krümmung  mit  dereiner 
Fläche  zweiten  Grades  nicht  die  Rede  sein.  Es  ist  aber  klar, 
dass  die  Punkte  der  Fläche  nach  den  verschiedenen  Richtungen 
hin  von  P  an  sich  ungleich  hoch  bei  derselben  in  der  Richtung 
von  Kx  gemessenen  Entfernung  von  P  über  die  Osculations* 
Ebene  Kx  erheben.  Wir  erhalten  nun  ein  vollständigeres  Bild*  "** 
der  hierdurch  bedingten  Krümmung,  wenn  wir  die  Aufeinander- 
folge derjenigen  Punkte  der  Ebene  Kx  bestimmen,  für  welche  das 
Product  der  nach  dem  Perpendikel  auf  Kx  gemessenen  drei  Ab- 
stände von  der  Fläche  Vz  einer  constanten  unendlich  kleinen 
Grösse  e2  gleichkommt.  Sind  aber  wiederum  p  >  q,  r  die  drei  Ge- 
raden, in  welchen  die  Fläche  von  der  Osculations-Ebene  ge- 
schnitten wird ,  so  ist  die  Aufeinanderfolge  der  fraglichen  Punkte 
durch  die  zwei  folgenden  Gleichungen  dargestellt: 

W^pqr-t^O,    W*==pqr  +  t*=0. 

Die  eine  Curve  bezieht  sich  auf  Punkte  der  Fläche,  welche 
oberhalb,  die  andere  auf  solche,  welche  unterhalb  der  Ebene  Kx 
liegen;  den  Uebergang  bilden  die  auf  Kx  gelegenen  Punkte  der 
Geraden  p,  q  und  r.  Die  Curven  W  sind  zwei  conjugirte  Li- 
nien dritten  Grades  einer  einfachen  Art,  nämlich  solche,  deren 
Asymptoten  »,  q,  r  durch  denselben  Punkt  P  gehen  und  deren 
Grundlinie  ins  Unendliche  gerückt  ist.  Die  Krümmung  der  Fläche 
nach  irgend  einer  durch  P* gebenden  Richtung  messen  wir  durch 
den  reeiproken  Werth  der  Länge  des  in  jene  Richtung  fallenden 
Leitstruhles  der  Curven.  Wenn  nun  erstlich  die  drei  Geraden  p, 
q,  r  reell  sind  und  eine  die  beiden  andern  schneidet,  so  findet 
Hings  derselben  ein  einfaches  Schneiden  der  Flächen  V3  und  Kx 
statt.  Wegen  der  Gestalt  der  Curven  W ,  die  in  diesem  Falle 
aus  drei  hyperbelartigen  Zweigen  bestehen,  siehe  Plücker's 
„System  der  analytischen  Geometrie "  Taf.  III.  Fig.  XVII.  Fal- 
len zwei  Durchschnitte  p  und  q  der  Osculations-Ebene  und  der 
Fläche  zusammen ,  so  wird  letztere  von  ersterer  längs  jener  Ge- 
raden berührt,  gleichzeitig  aber  auch  in  dem  Durchschnitte  r 
einfach  geschnitten.  Die  erwähnte  Berührungslinie  wird  osculi- 
rende  Asymptote  der  Curven  W,  welche  hier  aus  zwei  hyperbel- 
artigen Zweigen  bestehen.  S.  a.  a.  O.  Taf.  VI.  Fig.  LIV.  Wenn 
endlich  p ,  q  und  r  zusammenfallen ,  so  wird  die  Fläche  F.  längs 
der  ganzen  Geraden,  in  die  jene  fallen,  gleichzeitig  geschnitten 
und  berührt;  diese  Gerade  wird  eine  lntlexions- Linie  der  Flache. 
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Die  Curven  W  werden  gerade  Linien  und  laufen  mit  der  Ioflexions- 
Linie,  zu  beiden  Seiten  von  ihr  gleich  weit  abstehend,  parallel. 
Es  können  endlich  zwei  der  Geraden  p,  qr,  r  imaginär  werden. 
Jede  der  Curven  W,  die  alsdann  eine  reelle  Asymptote  mit  einem 
auf  ihr  gelegenen  Asymptoten-Punkte  besitzen,  besteht  aus  einem 
einzigen  Aste;  dieser  liegt  ganz  auf  der  einen  Seite  der  reellen 
Asymptote  und  weist  zwei  Wendungspunkte  auf.  Die  Fläche  V9 
wird  von  der  Ebene  Vx  längs  dieser  Asymptote  einfach  geschnit- 
ten mit  Ausnahme  des  Punktes  P,  in  dem  sie  oeculirt  wird. 

7)  Der  Punkt  P  einer  Flache  dritten  Grades  Ist  ein  vielfacher 
wenn  die  Gleichung  der  letzteren  die  Gestalt 

9 

annimmt,  sobald  man  den  Coordinaten -Anfangspunkt  in  P  verlegt 
Die  in  der  5.  Nummer  eingeführte  Function  r2  hat  sich  dann  auf 
eine  homogene  Function  des  zweiten  Grades  zurückgezogen.  Die 
Natur  des  vielfachen  Punktes  bestimmt  sich  durch  den  Charakter 
des  in  der  Gleichung  unmitetlbar  in  Evidenz  tretenden  Berührungs- 
Kegels  K2-  L)'ie  leiten  und  Tangential -Ebenen  des  letzteren 
schneiden  und  berühren  gleichzeitig  die  Fläche  im  Punkte  P.  Der 
Berührungs-kegel  K2  uud  der  asymptotische  Kegel  /fs  schneiden 
sich  im  Allgemeinen  in  sechs  durch  den  mehrfachen  Punkt  gehenden 
Geraden,  die  paarweise  imaginär  und  somitauch  paarweise  reell  werdeu 
können.  Alle  diese  Geraden  liegen  auch  auf  der  Fläche  F*.  Im 
Allgemeinen  geht  die  letztere  von  der  einen  Seite  des  Kegels 
K%  zur  anderen,  indem  sie  beim  Unb  ergange  diesen  längs  einer 
der  erwähnten  Geraden,  schneidet.  Eine  klarere  Vorstellung  von 
der  Beschaffenheit  des  Punktes  P  gewinnen  wir  durch  folgendes 
Mittel.  Wir  denken  uns  in  P  diejenigen  Krümmungshalbmesser 
der  Fläche  construirt,  welche  auf  den  einzelnen  Seiten  des  Be- 
riihrungs-Kegels  senkrecht  stehen.  Der  Ort  derselben  ist  der  Sup- 
plement-Kegel des  Berühruugs-Kegels  und  ihre  Enden  bilden  eine 
auf  diesem  gelegene  Curve ,  für  welche  die  Seiten  des  Supplc 
ment- Kegels,  welche  auf  den  der  Fläche  und  dem  Berührungs- 
Kegel  gemeinsamen  Geraden  senkrecht  stehen,  als  Asymptoten 
auftreten.  Wir  wickeln  ferner  den  Supplement- Kegel  mit  seiner 
Curve  auf  einer  Ebene  ab  und  erhalten  so  in  der  abgewickelten 
Figur  ein  Bild  von  der  Krümmung  der  Fläche  im  sin^ulären 
Punkte.  Diese  Bemerkung  ist  für  die  descriptive  Geometrie  nicht 
ohne  Interesse.  Wir  wollen  nun  die  verschiedenen  Arten  des 
singulären  Punktes,  wie  sie  bei  Flächen  dritten  Grades  auftreten, 
näher  betrachten. 

a)  Es  sei  erstlich  der  Berührungs  -  Kegel  ein  eigentlicher 
Conus.  Seine  Gestalt  giebt  eine  erste  Vorstellung  von  der  Fläche 
in  der  Nähe  des  Punktes  P.  die  Ebene  eines  Schnittes  S  treffe 
den  Keeel  in  den  beiden  Geraden  s  und  t  sowie  den  asymptoti- 
schen Kegel  in  den  Geraden  p,  g  und  r.  Alsdann  hat  die  Glei- 
chung des  Schnittes  diese  Gestalt: 

• 

S=p</r+(i$t=Q. 
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Sind  die  beiden  Geraden  «und  /  reell,  so  erlangt  £  im  Punkte/*  einen 
eigentlichen  Doppelpunkt.  Wird  K%  von  der  Ebene  des  Schnittes  be- 
rührt, so  wird  P  ein  Kückkehrpunkt  der  Curve  S.  Er  wird  endlich  ein 
isolirter,  der  Curve  ^zugeordneter  Punkt.  wenn  Ä2  von  Snur  in  seiner 
•Spitze  getroffen  wird.  Dieser  Punkt  ist  im  Allgemeinen  ein  ellip- 
tischer; er  wird  ein  Kreispunkt,  wenn  die  Ebene  des  Schnittes 
den  Kreisschnitten  des  Berührungskegels  parallel  wird.  Iii  allen 
diesen  Fällen  sind  s  und  t  die  Tangenten  des  singulären  Punk- 
tes der  Curve  und  ihre  Asymptoten  laufen  mit  p,  q  und  r  parallel. 

Schneidet  der  Beriihrungs-  Kegel  die  Fläche  in  einer  der  Ge- 
raden p,  q,  r,  z.  B.  in  r,  so  zerfallt  jeder  durch  diese  gelegte 
Schnitt  in  eben  diese  Gerade  und  einen  Kegelschnitt,  welcher 
den  singulären  Punkt  durchsetzt,  und  dessen  Asymptoten  mit  p 
und  q  parallel  sind. 

Ist  auch  noch  die  Gerade  q  beiden  Flächen  gemein,  so  trifft 
eine  durch  jene  gelegte  Ebene  die  Fläche  noch  in  einer  dritten 
Geraden,  die  mit  p  parallel  ist.  Wir  enthalten  uns  der  weiteren 
Spectücation  der  hier  noch  möglichen  Fälle. 

Ein  einfaches  Beispiel  der  soeben  betrachteten  Singularität 
bietet  die  Fläche  dar,  welche  von  der  Curve,  deren  Gleichung  die 
folgende  ist: 

(r+l)(H]H^)+(r-l)=ü 

bei  einer  Rotation  um  die  r-  Axe  erzeugt  wird.  In  Betreff  der 
Gestalt  jener  Curve  vergl.  Plücker's  System  (Taf.  IV.  Fig.XXIX). 
Die  Gleichung  der  erwähnten  Fläche  wird: 

Der  singulare  Punkt  liegt  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten; 
sein  Berührungs- Kegel  ist,  wie  auch  von  vorneherein  zu  erwarten, 
ein  Rotations* Kegel,  dessen  Axe  mit  der  Rotations •  Axe  zusam- 
menfallt. Im  mehrfachen  Punkte  hängt  an  einer  zugespitzten 
Schale  ein  tropfenformiger  ebenfalls  zugespitzter  und  in  sich  ab- 
geschlossener Theil  der  Fläche. 

6) Wenn  ein  imaginärer  Kegel  wird,  so  geht  P  in  einen 
isolirten,  der  Fläche  zugeordneten  Punkt  über.  Er  wird  für  jeden 
durch  ihn  gelegten  Schnitt  ein  isolirter  Punkt,  der  im  Allgemei- 
nen elliptisch  und  demjenigen  Punkte  gleich  ist,  in  welchem  der 
eltipsoidische  Punkt,  als  welchen  man  den  imaginären  Kegel  an- 
sprechen kann,  vom  Schnitte  getroffen  wird.  Ist  die  letztere  ei- 
nem Kreisschnitte  des  elliusoidischen  Punktes  parallel,  so  wird 
dieser  für  den  Schnitt  ein  Kreispunkt. 

Als  Beispiel  für  diese  Singularität  fuhren  wir  die  Fläche  an, 
welche  durch  eine  Rotation  um  die  2 -Axe  von  der  Curve,  deren 
Gleichung 
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(z + 2)  ([2+1]«  +  X«) -6^2  + j)=0. 

ist,  beschrieben  wird.   Diese  Flache  hat  die  Gleichung: 

*(*2  +3T*+2«)  +  2(**+y»+22*)=0. 

r 

I 

Ihr  Einsiedler  liegt  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und 
kann  als  ein  v  erschwindendes  Rotations  -  Ellipsoid  betrachtet  wer- 
den, dessen  mit  der  x-Axe  zusammenfallende  Rotations -Axe  sieb 

zum  Durchmesser  des  Aequators  wie  ^  ^  1  '  verhalt.  Ausser* 

dem  isolirten  Punkte  weist  die  Fläche  uoch  eine  schildförmige 
Schale  mit  einem  lnflexions-Kreise  auf,  fftr  die  eine  Ebene,  welcfte 
auf  der  2-Axe  senkrecht  steht  und  um  die  doppelte  Linien-Ein- 
heit vom  Anfangspunkte  entfernt  ist. 

•  * 

c)  Wenn  die  Function  K2  in  zwei  reelle  Fuctoreu  des  ersten 
Grades  zerfallt,  so  unterscheiden  wir  erstens  den  Fall ,  wo  beide 
Factoreo  reell  und  verschieden  sind.  Alsdann  besteht  der  Be- 
rührungs-Kegel aus  zwei  reellen,  sich  schneidenden  Ebenen.  Eine 
jede  von  ihnen  trifft  die  Fläche  in  drei  geraden  Linien,  vou 
denen  mindestens  eine  reell  ist.  Eine  durch  eine  dieser  Geraden 
gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  ausser  in  dieser  Ge- 
raden noch  in  einem  Kogelschnitte,  welcher  durch  den  Punkt  P 
geht,  und  nimmt  die  Ebene  noch  einen  der  drei  Durchschnitte  der 
zweiten  Berührung«- Ebene  auf,  so  trifft  sie  die  Fläche  noch  in 
einer  dritten  geraden  Linie,  welche  dein  Durchschnitte  der  Ebeue 
und  des  asymptotischen  Kegels  parallel  ist  Jeder  andere  Schnitt, 
dessen  Ebene  mit  der  Kante  der  Berührung«  -  Ebenen  nur  einen 
Punkt  gemein  hat,  besteht  aus  einer  Curve  dritten  Grades,  die  in 
diesem  Punkte  einen  eigentlichen  Doppelpunkt  besitzt  Eine 
Ebene  aber  endlich,  welche  durch  die  Kante  geht,  schneidet  die 
Fläche  in  einer  Curve,  für  die  P  ein  Rückkehrpunkt  ist.  Für 
keinen  Schnitt,  in  dessen  Ebene  P  liegt,  kaon  dieser  Punkt  ein 
isolirter  werden.  Es  ist  leicht,  in  jedem  der  aufgeführten  Fälle, 
die  Tangenten  des  Doppelpunktes,  so  wie  die  Asymptoten  und 
die  Gleichung  des  Schnittes  anzugeben.  Ferner  auch  halten  wir 
es  für  überflüssig  die  Modiücationen  anzugeben,  welche  eintreten, 
wenn  von  den  Durchschnitten  der  Berührung«  •  Ebenen  zwei  oder 
alle  drei  gusammenfallen,  wenn  die  Kante  jener  Ebenen  ganz  in 
die  Fläche  zu  liegen  kommt  u«  s.  w. 

Als  Beispiel  einer  Singularität  dieser  Art  führen  wir  die  der 
sonderbar  gestaltenen  Fläche  an,  welche  durch  folgeude  Gleichuug 
repräsent'rt  wird: 

23-X#=0. 

Der  singulare  Punkt  derselben  liegt  im  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten. Der  asymptotische  Kegel  besteht  aus  drei  mit  der  xy- 
Ebene  zusammenfallenden  Ebenen,  während  die  Berührung«- Ehe- 
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nen  die  beiden  anderen  Coordinaten -Ebenen  sind.  Ebenen,  die 
auf  der  z-Axe  seukrecht  stehen,  schneiden  die  Fläche  in  gleich- 
seitigen Hyperbeln,  deren  Asymptoten  mit  den  beiden  anderen 
Axen  parallel  sind,  und  Ebenen,  die  auf  einer  von  den  letzteren 
senkrecht  stehen,  liefern  als  Schnitte  kubische  Parabeln,  deren 
Wendungspunkte  auf  der  Axe  liegen ;  die  Tangenten  dieser  Punkte 
sind  der  z-Axe  parallel.  Die  drei  Durchschnitts  -  Linien  der  Be- 
ruhrungs- Ebenen  fallen  zusammen,  und  zwar  die  einen  in  die 
X'  Axe,  die  anderen  in  die  y-  Axe  ;  diese  sind  folglich  1  n flexi ons- 
Linien  der  Fläche.  Eine  Ebene,  welche  die  z-Axe  im  Anfangs- 
punkt trifft,  liefert  als  Schnitt  eine  Curve  dritten  Grades,  die  in 
jenem  einen  eigentlichen  Doppelpunkt  aufweist;  diese  artet,  wenn 
die  Ebene  mit  der  xy:  Ebene  zusammenfallt,  in  das  System  dreier 
Geraden  aus,  von  denen  zwei  mit  der  x-Axc  und  der  y-Axe 
zusammenfallen,  die  dritte  aber  im  Unendlichen  liegt.  Der  Schnitt 
einer  durch  die  z-Axe  gelegten  Ebene  ist  eine  Neil'sche  Parabel, 
deren  Axe  eben  jene  Gerade  ist,  und  deren  Rückkebrpunkt  in 
den  mehrfachen  Punkt  fällt. 

cQ  Sind  die  Factoren,  in  welche  tf-  sich  auflesen  lässt,  beide 
imaginär,  so  besteht  die  Bertihrungs  Fläche  aus  zwei  imaginären, 
in  reellen  Geraden  sich  schneidenden  Ebenen,  oder,  was  dasselbe 
besagt,  aus  dieser  Geraden.  Jeder  Schnitt,  dessen  Ebene  mit 
der  letzteren  nur  den  mehrfachen  Punkt  vernein  hat,  ist  eine 
Curve  dritten  Grades,  welcher  der  Punkt  P  als  isolirter  Punkt 
zugeordnet  ist.  Im  Allgemeinen  wird  dieser  elliptisch  sein;  in 
den  beiden  Schnitten  jedoch ,  deren  Ebenen  mit  dem  Kreisschnitte 
des  verschwindenden  elliptischen  Cylinders  parallel  sind,  als  wel- 
cher die  berührende  Gerade  angesprochen  werden  kann,  wird  er 
eto  Kreispunkt.  Sämmtliche  Schnitte,  deren  Ebenen  durch  die 
Kante  der  beiden  imaginären  ßerühruir^s- Ebenen  gehen,  erlangen 
im  Allgemeinen  in  P  eine  Spitze.  Die  Flache  selbst  zeigt  also 
in  P  eine  Spitze.  Eine  Singularität  dieser  Art  linden  wir  z.  B. 
an  der  Flache,  welche  beschriehen  wird,  wenn  die  Neil'sche  Pa- 
rabel um  ihre  Axe  gedreht  wird.  Ihr  Rü'ckk<»hrpunkt  wird  die 
Spitze  der  Fläche,  ihre  Axe  die  berührende  Gerade. 

e)  Es  kann  endlich  in  zwei  reelle  und  ^gleiche  Factoren 
des  ersten  Grades  zerfallen,  da  denn  die  Beriibrungs- Fläche  aus 
zwei  zusammenfallenden  Ebenen  besteht.  Von  ihren  sechs  Durch- 
schnitten mit  der  Fläche  fallen  je  zwei  zusammen.  Eine  durch 
eiren  solchen  Durchschnitt  gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche 
im  Allgemeinen  ausser  in  jenem  noch  in  einem  Kegelschnitte, 
welcher  diese  Gerade  im  singulären  Punkte  berührt.  Jeder  an- 
dere durch  den  sinsulären  Punkt  gehende  Schnitt  ist  eine  Curve 
dritten  Grades,  ftlr  die  jener  ein  Rürkkehrpnnkt  ist;  die  zusammen- 
fallenden Tangenten  des  letzteren  sind  die  Durchschnittslinien  der 
Berfhrungs-  und  der  Schnitt-Ebene.    Die  Gleichung 

ijehört  einer  Fläche  an,  für  die  der  Coordinaten*  Anfangspunkt  ein 
mehrfacher  Punkt  der  beschriebenen  Art  ist.    Die  fierührungs- 

Theil  XVII.  2* 


Digitized  by  Google 


354 

Ebenen  fallen  mit  der  xy- Ebene  zusammen,  welche  die  Fläche 
in  der  x -  und  y-Axe  und  der  Geraden  |*=0,  a:-f-y=Ü}  schnei- 
det Ebenen,  welche  durch  die  z- Axe  geben,  schneiden  die  Fläche 
im  Allgemeinen  in  Neilschen  Parabeln,  deren  Kückkebrpunkt 
in  dem  Anfangspunkte,  und  deren  Axe  in  der  xy-  Ebene  liegt 
Diese  Parabeln  arten  in  drei  Gerade  aus,  von  denen  eine  unend- 
lich weit  liegt,  die  beiden  anderen  aber  in  der  xy- Ebene  zusam- 
menfallen, sobald  die  Schnitt -Ebene  durch  eine  der  drei  näher 
angegebenen  Geraden  geht  Ebenen,  die  auf  der  z  -  Axe  senkrecht 
stehen,  entsprechen  Schnitte,  deren  Gleichung 

xy  (x-\-  y)  =  const2. 

ist.**  Sie  bestehen  aus  drei  hyperbelartigen  Aesten,  deren  Asymp- 
toten durch  die  z- Axe  gehen  und  mit  den  %  erwähnten  drei  Gera- 
den parallel  laufen.  Die  Fläche,  welche  in  Bezug  auf  die  xy- 
Ebene  symmetrisch  ist,  ist  aus  drei  mit  ihren  Spitzen  zusammen- 
laufenden kegelartigen  T heilen  zusammengesetzt,  welche  bezüglich 
in  dem  ersten,  dritten  und  fünften  der  sechs  von  den  drei  Ebenen 

x=0,  y=0,  x  +  y=0 

gebildeten  Räume  liegen.  Von  diesen  Ebenen  berührt  eine  jede 
je  zwei  der  kegelartigen  Theile  längs  ihrem  Durchschnitte  mit 
der  xy-  Ebene. 

Die  Natur  des  Punktes  P  einer  Fläche  dritten  Grades  steht, 
wie  leicht  einzusehen ,  in  engem  Zusammenhange  mit  seiner  Lage 
gegen  die  früher  angeregten  Oerter  F*9  /i«  /i  und  /*3,  deren  Glei- 
chungen sich  ohne  Weiteres  aus  der  Flache  ableiten  lassen.  Ein 
Punkt  z.  B.,  welcher  der  Fläche  und  fa  gemein  ist,  erlangt,  weon 
er  gewöhnlicher  Krümmung  ist,  als  Osculations-Fläcbe  eine  solche, 
deren  asymptotischer  Kegel  aus  zwei  Ebenen  besteht.  Die  wei- 
teren Verhältnisse  der  letzteren  Fläche  bestimmen  sich  aus  der 
Lage  des  Punktes  gegen  die  Flächen  /2,  /J. 

Wir  schliesKcn  mit  folgenden  leicht  zu  begründenden  Bemer- 
kungen. Eine  Fläche  dritten  Grades  weist  im  Allgemeinen  nur 
einen  singulären  Punkt  auf,  wie  aus  dem  Umstände  folgt,  das« 
eine  solche  Fläche  im  Allgemeinen  von  einer  Geraden  nur  in  drei 
Punkten  geschnitten  'werden  kann.  Besitzt  eiue  Fläche  dritten 
Grades  zwei  singulare  Punkte,  so  liegt  noth wendig  die  Verbin- 
dungslinie der  letzteren  ganz  in  der  Fläche,  und  entweder  wird 
diese  Linie  eine  Doppellinie  oder  es  besteht  die  Fläche  aus  dem 
Complex  einer  dureh  die  Verbindungslinie  gehenden  Ebene  und 
einer  Fläche  zweiten  Grades.  In  dem  ersten  Falle  kann  die 
Fläche  eine  eigentliche  Fläche  dritten  Grades  sein,  und  dann  ist 
keine  zweite  Doppellinie  vorhanden.  Existirt  eine  zweite  Doppel- 
linie, so  trifft  diese  nothwendig  die  erste,  und  die  Fläche  besteht 
aus  einer  durch  beide  Gerade  gehenden  Ebene  und  einer  ebenfalls 
durch  die  Gerade  gehenden  Fläche  zweiten  Grades.  Wenn  endlich 
drei  Doppellinien  vorhanden  sind,  so  müssen  sich  diese  nothwendig 
in  demselben  Punkte  schneiden  und  die  Fläche  besteht  aus  dem 
Systeme  der  drei  Ebenen,  welche  sich  durch  je  zwei  der  drei 
geraden  Linien  legen  lassen.  Keine  eigentliche  Fläche  dritten 
Grades  besitzt  eine  dreifache  Linie,  ebensowenig  eine  mehrfache 
Ebene. 
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H  iscellen. 


lieber  da«  reguläre  Siebeneck. 
Von  dem  Herausgeber. 

Ein  gutes  geometrisches  Beispiel  für  die  Lehre  von  den  Glei- 
chungen des  dritten  Grades  scheint  mir  die  Construction  des  re- 
gulären Siebenecks  in  den  Kreis  darzubieten,  welches  wohl  Be- 
rücksichtigung bei  dem  mathematischen  (Elementar -Unterrichte 
verdienen  dürfte.  Ich  entlehne  dasselbe  dem  Wesentlichen  nach 
aus  Paulli  Frisii  Operum  Tomus  Primus.  Algebram  et 
Ge  «  m  e  tri  am  analyticam  continens.  Mediolani.  1782.  4. 
p.  177.  Jedoch  bemerkt  der  Verfasser  .selbst  an  diesem  Orte: 
„Descriptio  hentagoni  ad  resolutionem  aequationis  tertii  pradus 
reducitur.  Quod  cum  etiam  ex  praecedentibus  possit  colligi  prae- 
stabit  modo  reductionem  illam  exponere,  quam  Cl.  Agnesia 
secuta  est  in  Probl.  IV.  Cap.  IV.  Instit."'  In  der  Vorrede 
zu  seinem  Werke  p.  8.  sagt  er  aber  über  diese  berühmte  italieni- 
sche Dame:  „  Prodiit  e  Manfredii  schola  Ramirus  Rampinellius 
Brixiensis,  qui  profundioris  Algebrae  studia  anud  nos  detulit,  et 
Rampinellio  praeeunte  Domina  Maria  Cajetana  Agnesia 
Analyticas  Institutiones  edidit  anno  1748,  opus  nitidissimum ,  in- 
geniosissimum ,  et  maximura  certe  opus,  quod  hactenus  ex  fae- 
roinae  alicuius  calamo  prodierit "  Nun  wir  wollen  die  berühmte 
Agnesi  selbst  huren,  wie  sie  zur  Beschreibung  des  regulären 
Siebenecks  in  den  Kreis  gelangt.  Was  wir  noch  etwa  selbst 
hinzu  gethan  haben,  würde  einer  Dame  gegenüber  ungalant  sein 
zu  bemerken. 

Wir  werden  unsere  Betrachtung  an  die  ohne  erforderliche 
weitere  Erläuterung  ftir  sich  verstand  liehe  Figur  Taf.  II.  Fig.  5. 
anschliessen.   Den  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises  bezeich 
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nen  wir  durch  r,  die  Linie  OH,  d.  h.  die  Entfernung  der  Seite 
des  Siebenecks  von  dem  Mittelpunkte  des  gegebenen  Kreises 
durch  x,  welches  x  wir  also  im  Folgenden  als  die  unbekannte  Grosse 
betrachten  werden.  Dass,  wenn  x  gefunden,  immer  auch  leicht 
die  Seite  des  regulären  Siebenecks  erhalten  werden  kann,  ver- 
steht sich  von  selbst 

I.  Wir  suchen  zuerst  die  Linie  AE  durch  die  unbekannte 
Grösse  x  auszudrücken.  Offenbar  steht  CK  auf  AE  senkrecht 
und  es  ist 

*  AE  =  2.  AK. 

Augenscheinlich  ist  aber 

&ACKco&AOL. 


Also 


woraus 


AO:LO=AC:AK, 


t  L,_  LO.AC  LO.AC 
AK~    AO    =  r  

Suchen  wir  nun  AC  und  LO.   Offenbar  ist 

&ABLCV&DOJI, 

also 

DO:  OH=:AB:AL=:DE:AL, 

d.  i. 

r:*  =  2Vr«-jr«,:JL, 

woraus 

ALss  ,  AC~1.AL=  

r  t 

Ferner  ist  in  denselben  ähnlichen  Dreiecken 

DO :  DH—  AB :  BL = DEi:  BL , 

d.  i. 

r,  V'&^x*  =  2V>^*:  BL , 

woraus 
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folglich 

LO  =BO- EL  =  r  J*<£=^  =  . 

r  r 

Substituten  wir  die  gefundenen  Ausdrücke  von  AC  und  LO  in 
den  oben  gefundenen  Ausdruck 

.  „  LO.AC 
AK=  , 

r  ■ 

so  erhalten  wir 


folglich 


II.  Wir  suchen  ferner  die  Linie  AD  durch  die  unbekannte 
(«rosse  x  auszudrucken.  Das  Dreieck  MON  hat  offenbar  an  der 
Seite  MN  gleiche  Winkel  NMO  und  MNO;  also  ist 

\MONco&AOB, 

und  folglich 

AO.AK^MO.Mlg, 

woraus 

MÄr    AB. MO  ±MO\fr*=x* 

MN=-AÖ—  =  r  

Aber,  weil  offenbar  BL^LM  ist: 

MO  =  BO-ßlU=BO-2.BL, 

d*  i.  nach  I. 

MO=r  =  

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

Ferner  ist 

AM=  DN=  AB =2  V^i* . 
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also 

AD=AM+MN+  DJS 

*(  ix*  —  r»)  VT^-T« 
DL   Weil  nun  offenbar 

AD=AE 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  I.  und  II.  zur  Bestimmung  von  x  die 
Gleichung 

d.  i.  die  Gleichung 

r  (4a:2— r*) = ixQx%  -r*), 

und  hieraus  mittelst  gehöriger  Eutwickelung  die  Gleichung 

&r»_4ra;*— 4r*ar  +r*=0. 

Ueber  diese  Gleichung  bemerkt  P.  Frisi  a.a.O.  tadelnd :„  auae 
(aequatio)  apud  Ägnesiam  inverso  secundi  et  quarti  termini  signo 
leeitur."  was  freilich  der  galante  Italiener  immerhin  hätte  mit  Still- 
schweigen übergehen  können. 


Uro  nun  die  Gleichung 

Sx 3  -  4rar» — Ar*x  +  r* = 0 

oder 

x*-lrx*-}}T*x+lT*=Q 

aufzulösen ,  wollen  wir  aus  derselben  zuerst  das  zweite  Glied  weg- 
schaffen, wenn  dies  auch  nach  dem,  was  früher  in  diesem  Ar- 
chive über  die  cubischen  Gleichungen  bemerkt  worden  ist,  gerade 
nicht  unbedingt  nöthig  wäre.  Zu  dem  Ende  setzen  wir  in  bekann- 
ter Weise 

1 

und  erhalten  hierdurch  leicht: 
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0=«*  +  £'**  +  iä*l>+3isra 

-■2™  ~6r *"—f2r 

_  ä  rtt  ~  R  r 

I  Jr». 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

n* — au— 0  =  0, 


ist 


folglich 


Weil  hiernach 


1  s_  343  ,   M  ÜL  . 

27°  ~ 11664  '  '    0  —  46656 r 


4  o»>i» 


'27 

iit,  so  bat  die  Gleichung 

drei  fiämrotlich  unter  einander  ungleiche  reelle  Wurzeln,  zwei 
negative  und  eine  positive*),  und  es  frägt  sich  nun,  welche  die- 
ser drei  reellen  Wurzeln  im  vorliegenden  Falle  genommen  wer- 
de« niuss,  was  sich  leicht  etwa  auf  folgende  Art  entscheiden  lässt. 

Für  das  reguläre  Sechseck  im  Kreise  ist  bekanntlich  • 

also  offenbar  ö//>^.r.  Folglich  ist  um  so  mehr  für  das  regu- 
läre Siebeneck 


*)    M.  •  «.  B.  Archiv   Thl.  VI.  S.  7. 
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und  wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 

.  1 

x  =  u  +  qT 

muss  also  jedenfalls  «  positiv  sein,  woraus  sich  ergiebt,  dass 
man  für  u  immer  die  eine  positive  Wurzel  der  Gleichung 

nehmen  muss,  welche  dieselbe  überhaupt  hat.  Ist  aber  auf  diese 
Weise  «  gefunden,  so  ist 

und  die  Seite  des  regulären  Siebenecks  dann  auch  leicht  zu  finden. 
Weil  die  Gleichung 

7  7 

zu  dein  sogenannten  irreduciblen  Falle  der  eubischen  Gleichun- 
gen gehört,  und  sich  daher  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der 
Analysis  bloss  mit  Hülfe  der  vgoniometrischen  Functionen  und  de- 
ren Tafeln  auflösen  lässt,  so  hat  freilich  die  obige  Bestimmung 
der  Seite  des  regulären  Siebenecks  einen  eigentlichen  wissen- 
schaftlichen Werth  gar  nicht,  da  man  ja  trigonometrisch  die  Sei- 
ten aller  regulären  Vielecke  im  Kreise  bekanntlich  sehr  leicht  auf 
andere  Weise  berechnen  kann.  Als  ein  Gebungsbeispiet  in  der 
Lehre  von  den  eubischen  Gleichungen  für  Anfanger  scheint  mir 
indessdie  obige  Methode  der  Agnesi  immerhin  recht  zweckmäs- 
sig zu  sein,  und  verdiente  daher  wohl  an  diesem  Orte  gelegent- 
lich mitgetheilt  zu  werden.  Als  etwas  Anderes  wünsche  ich  das 
Obige  auch  durchaus  nicht  betrachtet  zu  sehen. 
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XIV. 

Heber  die  Entrernnngsörter  geradlini- 
ger Dreiecke. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  einem  kürzlich  erschienenen  Schulprogramm:  Die  Eni- 
fer  nungsörter  geradliniger  Dreiecke.  Eine  geometri- 
sche Abhandlung  von  C.  F.  A.  Jacobi,  Professor  in 
Pforta.  Naumburg.  1851.,  hat  Herr  Professor  C.  F.  A.  Ja- 
cobi in  Schul -Pforta  die  sogenannten  Entfernuogsörter  gerad- 
lioiger  Dreiecke  einer  sehr  ausführlichen  geometrischen  Betrach- 
tang unterworfen.  Man  versteht  unter  den  Entfernungsörtern 
geradliniger  Dreiecke  die  geometrischen  Oerter  derjenigen 
Punkte  in  der  Ebene  eines  geradlinigen  Dreiecks,  für  welche  die 
(algebraische)  Summe  ihrer  Entfernungen  von  den  drei  Seiten  des 
Dreiecks  eine  constante  Grosse  ist.  Denselben  Gegenstand  hat 
auch  schon  Herr  Ti  mm  ermann  s  in  eioer:  Probleme»  et  tlie- 
oremes  sur  les  polygones  et  sur  les  polyedres  über- 
scbriebenen  Abhandlung,  die  man  in  den  Annales  de  Mathe- 
matiques  pures  et  appliques,  ouvrage  periodique, 
redige'  par  M.  J.  D.  Gergonne.  T.  XVIII.  p.  217. (Nis nies. 
1828.)  findet,  kurz  betrachtet,  und  Herr  Professor  Jacobi  hat. 
wie  er  auch  selbst  sagt,  seinen  Auslauf  von  den  von  Herrn 
Timmernianns  gefundenen  Sätzen  genommen.  So  gern  ich 
auch  anerkenne,  dass  namentlich  in  dem  genannten  Schulprogramni 
durch  sinnreiche  Combinationen  viele  bemerkenswerthe  geometri- 
sche Relationen  aufgefunden  worden  sind,  so  muss  ich  doch  auf 
der  anderen  Seite  gestchen,  dass  es  mir  scheint,  man  erhalte 
durch  die  bisherigen  Behandlungen  doch  keine  recht  deutliche  und 
bestimmte  Einsicht  in  die  eigentliche  Natur  dieses  an  sich  in  der 
That  höchst  einfachen  und  leichten  Gegenstandes.  Ich  will  mir  da- 
her  erlauben,  in  diesem  Aufsätze  kurz  zu  zeigen,  wie  man  nach 
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meiner  Ansicht  denselben  behandeln  muss»  wenn  man  mit  wenigen 
Zügen  sogleich  zu  völliger  Klarheit  über  seine  eigentliche  Natur 
kommen  will.  Indem  ich  nun  bemerke,  dass  ich  im  Folgenden 
die  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Seite  des  vorliegenden 
Dreiecks  jederzeit  als  positiv  oder  als  negativ  betrachten  werde, 
jenachdem  dieselbe,  von  der  in  Rede  stehenden  Seite  an  gerech- 
net, nach  dein  inneren  Räume  des  Dreiecks  oder  nach  ausserhalb 
hin  liegt,  lässt  sich  die  Aufgabe,  auf  deren  Auflösung  es  hier  an- 
kommt, in  folgender  Weise  aussprechen: 


Aufgabe. 

Den  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte  zu  fin- 
den, für  welchedie  Summe  ihrer  Entfernungen  von  den 
drei  Seiten  eines  gegebenen  geradlinigen  Dreiecks 
eine  constante  Grosse  ist. 

Um  diese  Aufgabe  sogleich  in  völliger  Allgemeinheit  aufzu- 
lösen, wollen  wir  das  gegebene  Dreieck  durch  ABC  bezeichnen; 
A  und  C  seien  die  inneren  Winkel  desselben  an  den  gleichnami- 
gen Spitzen,  B  sei  der  Aussenwinkel  desselben  an  der  dritten 
Spitze;  die  Seiten  werden  wie  gewöhnlich  durch  a,b,c  bezeichnet 

WTir  wollen  nun  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  als  die  positiven 
Theile  der  ersten  Axeu  dreier  rechtwinkliger  Coordinatensysteme, 
und  die  positiven  Theile  der  zweiten  Axen  der  betreffenden  Sy- 
steme immer  nach  dem  inneren  Räume  des  gegebenen  Dreiecks 
hin  annehmen.  Der  positive  Theil  der  ersten  Axe  des  ersten 
Systems  sei  also  AB,  und  A  sei  der  Anfangspunkt  dieses  Sy- 
stems; die  Coordinateu  in  diesem  Systeme  wollen  wir  durch  X* 
tfe  bezeichnen.  Der  positive  Theil  der  ersten  Axe  des  zweiten 
•Systems  sei  BC%  und  B  sei  der  Anfangspunkt  dieses  Systems; 
die  Coordinaten  in  diesem  Systeme  mögen  durch  xttt  y»  bezeich- 
net werden.  Der  positive  Theil  der  ersten  Axe  des  dritten  Systems  sei 
AC,  und  A  sei  der  Anfangspunkt  dieses  Systems;  die  Coordina- 
ten in  diesem  Systeme  wollen  wir  durch  yb  bezeichnen.  Dies 
vorausgesetzt,  liefern  uns,  wenn  die  Coordinaten  or«,  ya;  Xb>  p\ 
Xa  yo  sich  jetzt  sftmmtlich  auf  denselben  Punkt  in  der  Ebene  des 
gegebenen  Dreiecks  beziehen,  die  allgemein  bekannten  Formeln 
der  Coordinatenverwandlung  sogleich  die  folgenden  ganz  allgemein 
gültigen  Gleichungen: 

^  ^c=c+^acosÄ— y.sinÄ, 

i'Jc—      J-aMüB  +  yacosB 

und 

2^  iccc—      ach  cosA  -f  yi  smA , 

lye=       xu  stnA  —  yb  cosA ; 

* 

wobei  man  sich  zu  erinnern  hat,  wie  nach  den  vorher  gegebenen 
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Bestimmungen  die  positiven  y  genommen  werden  sollen.  An« 
vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

Xc8mB—ycco8B=C8in£-ya  , 
jrc8\nA — ycco&A=yb', 


ym  —  csin/?— arcsin  B  -f  xc  cos  B , 
tfb  3=  xe*}nA  —ye  cohA  , 

folglich 

U*  +  y*+t/c  =  C8ifiß  -f  arc(sin^— sini?)  -fyc(l— C0Si4  -f  cos/?). 

Soll  nun  die  Summe  #a-r-//6-f-#c,  d.  h.  eben  die  Summe  der  Ent- 
fernungen des  Punktes,  auf  welchen  sich  alle  Coordinaten  im  Vor- 
hergehenden beziehen,  von  den  drei  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks, 
eine  gegebene  constante  Grösse  sein,  die  wir  durch  k  bezeichnen 


Iso  nach  dem  Vorhergehenden 

3)       A=csinß-f  arc(sin      smß)  -f  iyc(I —  cosJ  +  cosB) 


sein,  d.  h.  der  in  Hede  stehende  Punkt,  den  wir  durch  (xc  yc) 
bezeichnen  ktinnen,  muss  in  der  durch  diese  Gleichung  in  dem 
Systeme  der  xCt  yc  charakterisirten  geraden  Linie  liegen ,  und 
obige  Gleichung  ist  also  die  Gleichung  des  gesuchten  Orts  in  so 
allgemein  i  Form,  wie  man  nur  wünschen  kann.  Auf  diese  höchst 
einfache  Weise  ist  aber  nach  meiner  Meinung  in  der  That  die 
pnze  Sache  in  ihrem  wesentlichen  Theile  erledigt,  und  alle  übrige 
Zuthat  macht  im  Ganzen  gar  keine  Schwierigkeit  mehr.  Ich  will  mir 
indess  erlauben,  doch  noch  einige  Schritte  weiter  zu  gehen,  ohne 
diesem  Aufsatze,  der  Einfachheit  des  Gegenstandes  wegen,  eine 
grösser«  Ausdehnung  geben  zu  dürfen. 

Briogt  man  die  Gleichung  3)  auf  die  Form 

sinA — sinfi  k — csinZ? 

*)  .yc—  -  i_  cos-4  +  cos2*x<  **"  1— cos  ,4 -f  cos  ZT 


oder,  weil 


sin  A—smB  -  -  2  sin  j  (A— B)  cos^(A-\-B)f 
cos /f-eos#^--2sin ^(A-  B)  sin  ^(A  +  B) 
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und 

■ 

A-B=-C 

ist,  auf  die  Form 

•5)  y0z=  -  —*c  -  j  . 

l-2sin  |  (A  f  K)  sin  |C       1  -  2  sin  |  (A  +  ff)  sin  £C 

so  erbellet,  weil  in  dieser  Gleichung  der  Coefficieot 

2cos^(J  +  J?)sin?C 


l— Ssin^M  +  J^sin^C 

• 

von  xe  von  der  constanten  Grosse  k  ganz  unabhängig  ist,  das» 
für  alle  Werthe  dieser  Constanten  die  EntfernungsGrter  des  gc 
gebenen  Dreiecks  unter  einander  parallel  sind. 

Herr  Timmermanns  und  nach  ihm  Herr  Professor  Jacobi 
lehren  folgende  Construction  eines  Entfernungsorts,  und  nament- 
lich hat  der  Letztere  auch  nur  vorzugsweise  diesen  Entfernung 
ort  betrachtet:  Auf  jeder  der  beiden  Seiten  AC  und  BC  des 
Dreiecks  ABC  schneide  man  respective  von  den  Punkten  A  und 
R  aus  ein  der  Seite  AB  gleiches  Stück  ab,  und  ziehe  durch  die 
Endpunkte  der  abgeschnittenen  Stöcke  eine  gerade  Linie,  welche 
ein  Entfernungsort  sein  wird.  Wir  wollen  diesen  Entfernungsort 
jetzt  etwas  genauer  betrachten. 

Die  Endpunkte  der  auf  den  Seiten  AC  und  BC  abgeschnitte- 
nen, der  Linie  AB  gleichen  Stucke  werden  im  Systeme  der  Xt, 
ye  durch  die  folgenden  Coordinaten 


ccosA,  cBinA  und  c(l  -f  cosB),  csinß. 

Also  ist  die  Gleichung  der  durch  die  Endpunkte  der  abgeschnitte- 
nen Stücke  gezogeneu  geraden  Linie: 

0 

,  sin^f — sin/? 

s*-cbwA=- izrcosA+cosB co*A)' 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

uinA— sin/?  sin^—  B\n(B~A) 

— ~1  —  cos  A  +  cosJfr  Xc  +  I-cosJ  +  cosZTe' 
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d.  i. 

m  BinA—ainB  biuA— sinC 

6)  3r.=-  *'  +  l-cos^+cos/^ 

Vergleichen  wir  nun  diese  Gleichung  mit  der  allgemeinen  Glei- 
chwie 4)  der  Entfernungsörter,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
von  &  die  Gleichung 

A— cemB=  c(siiu4— sinC), 


7)  *= c(sin^4  +  sinB-sin  C) , 

welches  also  för  den  von  Herrn  Timmermanns  und  Herrn 
Prof.  Jacobi  vorzugsweise  betrachteten  Entfernungsort  der  Werth 
der  Constanten  k  ist 

- 

Man  kann  die  vorhergehende  Construction  in  Bezug  auf  jede 
der  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  ausfuhren.  Bezeichnet  man 
nun  in  Rücksicht  auf  die  Seiten  a,  6,  c  die  Constanten  der  durch 
die  vorhergehende  Construction  sich  ergebenden  Entfernungsörter 
durch      %k,  kt\  so  ist 

*.=a(sin£  +  sinC-sin^) , 
A^=6(einC  +  sinJ— s'ioB)  , 
A«=c(sini4  +  sin/?— sinC) ; 


8)         j  +  j  +  ~  =  sin  A  +  sinß  f  sin C 


Aber 


sin A  -f  stn/?=  ^sin^+ZOcos 

=2sinjM  +  Ä)cosic, 
,  sinC=2sin*Ccos?C; 
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«in A  +  sin  B  +  sin  C= 2  {sin  ^(J+2*)+ sin  *  Cloos  ¥  O 

= 2  (sin  ^  (^+5)  -sin^  (A—B))  cos  ^  C 

=  4  cos  |^sin  g  2?cos  ^  C, 

oder,  wenn  man  jetzt  B  den  entsprechenden  inneren  Winkel  des 
Dreiecks  ABC  bezeichnen  lässt, 


III 

sin  A + si  n  B + sin  C=;  4  cos  ^Acoa^Bcos^C, 


9)  ^  +  TT  +  7=4cos  §  ^co*  §  Bco8  2  a 

* 

*  p 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  folgt  auch: 
10)  'C  ^    cos^ — yas'^nB = XbeosA  +  2fesinv4 , 


I    xa  sin/f  -f-  y«  cos^=ar*  sin^  —yb  cosA. 

■ 

Ferner  ist 

Dies,  in  die  erste  der  Gleichungen  10)  gesetzt,  giebt: 
d.  i. 


m  yecos/?— yffl  _ycCOS^  -f-  y& 


sin/*  sin/1 
folglich 

gm*\nA+gn\nB  +  y0sin(ß-^)  =  cshw4sin#. 

d.  i. 


■ 
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II)  t/asfaA  -f  y^B'mB  -f  yca\nC=ca\nA»mß 

Bezeichnet  man  aber  die  drei  den  Seiten  <i,  o,  c  entsprechenden 
Höhen  des  Dreiecks  ABC  durch  A«,  Zu,  he;  so  ist 

ha—csioB,  h*=cs\nA. 

Nun  ist  Ac  =  6sini4  und 

■ 

6sc=ssitt2?:sinC,  *=c^n^; 


_        sin .  !->in/? 

I 

Weil  nun  nach  11) 


csin  Ä  ■  csinif  ■  cs\nA$\nft 
ist,  so  ist 

U)  Aa  +  Ä6  +  Ao  ' 

bt  aber  A  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC,  so  ist 

»..».  fc.», 

also  nach  12): 

13)  «y«+^«+cyc=2A. 
Im  gleichseitigen  Dreiecke  ist  a=6=c.  also 

d.  i. 

14)  ' 

wir  in  diesem  Falle  die  Höhe  des  Dreiecks  durch  h  bc 
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Für  AfcO  ist  nach  4)  die  Gleichung  des  Entfermingsorts : 

.  sin  4 — sin/J  csinZ? 

15)  ye-  —  i — cos^l+cosJB  Xc~  Tf=cos4-f  costf' 

Für  k  =  cs\nB  ist  nach  4)  die. Gleichung  des  Entfernungsorts : 

16)   y^-l-cos^  +  cos^' 

und  dieser  Entfernungsort  geht  also  durch  A.    Ueberhaupt  wird 
H^s  drei  durch  die  drei  Spitzen  des  Dreiecks  gehende  Entfernungsorter 
geben,  über  die  sich  auch  mancherlei  Betrachtungen  anstelleo 
lassen  wurden. 

Ich  will  indess  diese  Sache  jetzt  nicht  weiter  ausspinoen, 
glaube  aber,  dass  eine  ähnliche  Metbode  wie  die  obige,  bei  wel- 
cher man  die  bekannten  allgemeinen  Formeln  der  Coordinateover- 
Wandlung  zu  Hülfe  nimmt,  sich  auch  bei  derEntwickelung  der  Theorie 
der  Entfernungsorter  des  Tetraeders  in  Anwendung  bringen  lassen 
dürfte,  worüber  ich  vielleicht  bei  einer  anderen  Gelegenheit  spä- 
terhin den  Lesern  des  Archivs  einige  Mittheilungen  machen 
werde.  Das  Vorhergehende  bitte  ich  übrigens  nur  als  eine  kurze 
Skizze  zu  betrachten,  die  noch  weiterer  Ausführung  bedarf,  und 
soll  es  mir  lieb  sein,  wenn  ein  anderer  als  ich  nach  der  im  Obi- 
gen vorgezeichneten  Methode  mittelst  der  bekannten  allgemeinen 
Formeln  zur  Coordinatenverwandlung  die  Entfernungsörter  des 
Tetraeders  betrachtet,  was,  bei  einiger  analytischen  Fertigkeit,  wie 
ich  wenigstens  glaube,  einer  besonderen  Schwierigkeit  nich 
liegen  wird. 
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xv. 

V 

Bemerkung  über  das  Zeichnen  von 

Krystallen  u.  s*  w- 

Von 

Herrn  Doctor  Julias  Hartmann, 

Gymnasiallehrer  zu  Hinteln. 


Eine  für  stereometrische  Körper,  Krystalle  u.  s.  w.  sehr  ge- 
fällige Projectionsart  ist  die  sogenannte  iso graphische,  bei 
welcher  z.  B.  das  Auge  in  unendlicher  Entfernung  von  der  ver- 
ticalen  Tafel  so  steht,  dass  das  Bild  einer  15  Theile  laugen  zur 
Tafelspur  senkrecht  stehenden  Linie  im  Horizontalplan,  als  die  5 
Theile  lange  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  der 
Kathete=4  (in  der  Tafelspur)  und  der  zweiten  Kathete =3  er- 
scheint.*) 

Dadurch  werden  im  Bilde  alle  Dimensionen  parallel  zur 
Tafel  in  natürlicher  Grösse  und  Lage  ;  senkrecht  zur  Tafel 

in  £  der  wirklichen  Länge,  unter  dem  Winkel  arctg=|(=3ft°52' 
12")  gegen  die  Horizontale  dargestellt. 

Zur  Entwerfung  eines  Gegenstandes  mit  den  Punkten  M,N, 
O...  zeichnet  man  nun  bekanntlich  die  Horizontalprojection  mit 
den  entsprechenden  Puncten  m,  n,  o...,  fällt  von  diesen  Punkten 
Senkrechte  auf  die  Tafelspur,  die  diese  in     v,  o  treffen,  zieht  von 

letztereren  Punkten  und  unter  dem  Winkel  aretgj  mit  der  Tafel- 


*)   Die  Tangente  de«  Erhebungtwinkels  des  Auges  (des  Winkels, 

den  eine  durchs  Auge  und  die  Tafelspur  gehende  Ebene  mit  dem  Hori- 

zontalplan  macht)  — -. 

4 

Tangente  der  Drehung  ~  —  • 


Digitized  by  Google 


370 


spury—   unter  sich    parallele  Linien«   macht  diese    =  ^  von 

THft,  72v  u.  s.  w.  wodurch  man  die  Punkte  m\  n',  o'  erhält,  und 
zieht  endlich  durch  diese  Punkte  zur  Tafelspur  senkrechte  Linien, 
auf  die  man  von  m',  n',  ©'  aus  die  wahre  Höhe  der  Punkte  Af, 
iV,  O  über  dem  Horizontalplan  aufträgt,  um  die  Punkte  üf',  A7,  0* 
des  Bildes  zu  gewinnen. 

Um  die  Linien  pm',  vn' ....  in  richtiger  Lage  und  Länge  za 
erhalten,  zeichnet  man  wohl  zur  Seite  ein  Dreieck  ABC  mit  den 
»Seiten  AB =4  (in  der  Horizontailinie)  BC=3  und  AC=5,  die 
AD =15    senkrecht    zu    BA    und    zieht    DG.    —  wodurch 


wird  —  um  jene  Linien  durch  Parallelziehen  mit  AC  in  ihrer 
richtigen  Lage,  durch  Parallele  mit  DC,  durch  die  betreffende 
Punkte  m,  »,  *,  gezogen,  in  richtiger  Länge  begrenzt  zu  erhalten.— 
Statt  dieses  Dreieck  DAC  zu  zeichnen,  bedient  man  sich  auch 
wohl  eines  dreieckigen  Brettchens  mit  den  Winkeln  36°  52'  12" 
und  dem  Winkel  77°  28'  16"  (Complement  zu  CDA)  das  man  an 
einem  in  der  Richtung  der  Horizontalen  (Tafelspur)  liegenden 
Lineal  herschiebt,  um  mit  ersteren  Winkel  der  Lage,  mit  letztereo 
Winkel  der  Länge  der  Linien  zu  erhalten. 

Diese  rein  zeichnende  Methode  hat  unter  Umständen  einiges 
Unangenehme,  z.  B.  dass  man  ein  grösseres  Blatt  anwenden  muss, 
als  zur  Zeichnung, seihst  nothwendig  wäre*  weil  die  ganze  Horizoo 
tarprojection  auch  darunter,  stehen  muss,  an  deren  Platze  mau 
vielleicht  eine  andere  Figur  lieber  hätte;  —  dann  wird  die  Zeich- 
nung durch  die  Menge  Linien,  die  man  wohl  hier  noch  wieder 
wegwischt,  mehr  oder  weniger  verdorben,  —  und  endlich  muss 


wenn  das  Bild  ei  nigerin  assen  genau  werden  soll. 

Zur  Vermeidung  dieser  Uebelstände  habe  ich  mich  mit 
Tortheil  einer  gemischten  Methode  bedient,  nach  welcher  ich,  statt 
der  vorbereitenden  Zeichnung,  durch  die  sicherere  Rechnung  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Bildes  ermittelte,  und  diese  dann 
auftrug. 

Nimmt  man  nämlich  die  Tatelspur  zur  Abscissenaxe  und  nennt 

die  Absctssen  der  Punkte  m,  n  a 

die  Ordinaten    -        •        -   -  b 

die  Höhe  der  Punkte  M,  N...  über  dem  Horizontalplan  h 
die  Abscissen  der  Bilder  M ',  iV',  x 


die  Ordinaten    -       -      •      -  y 

so  ist,  wie  leicht  zu  sehen: 


Winkel  C^Z>=90-f  arctg^;  CDJ=12°3I'44" 
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1)  xzca  +  fö* 

2) 

Sind  die  Coordinatenzahlen  «,  6,  h,  x*y  nach  einom  tausend - 
thei ligen  Maassstab  in  den  meisten  Fällen  höchstens  dreiziffrig 

(Zoll,  Linien  und  Zehntellinien )  und  rechnet  man  statt  g-  b  nur 

2  4 

j^o,  (d.  h.  2.  b  ohne  die  letzte  Stelle),  statt  j^b  aber  etwa 


ro6  +  3  00' 

so  wird  die  ganze  Rechnung  höchst  einfach  und  kann  ohne  die 
geringste  Mühe  im  Kopfe  gemacht  werden.*) 

Um  ein  ganz  einfaches  Beispiel  anzuführen»  sei  ein  Würfel 
MNOPM*  Ni  öi  Pi  von  der  Seite  225  (d.  h,  2  Zoll,  2  Linien, 
5  Zehntelfinien)  zu  projiciren,  dessen  Grundfläche  MNOP  parallel 
zum  Horizontalplan  in  einer  Hohe  =147,  und  dessen  V  orderfläche 
A/ATVjiVj  parallel  zur  Tafel  sei; 

so  hat  man: 


•1 

» 

6 

*l 

*A  1 

1Ö6  l 

i(roO!Punktl 

X 

y 

m 

0 

114 

147 

7.6 

M' 

030 

170 

n 

225 

114 

147 

22.8 

7.6 

N* 

255 

170 

o 

225 

339 

147 

67.8 

22.6 

O' 

315 

215 

P 

0 

339 

147 

67.8 

22.6 

P1 

090 

215 

nh 

0 

114 

1  372 

22.8 

7.6 

M' 

030 

395 

«i 

225 

114 

372 

22.8 

7.6 

N' 

255 

395 

Ol 

225 

339 

372 

67.8 

22.6 

G' 

315 

440 

Pi 

1  o 

339 

372 

67.8 

22.6 

P1 

090 

440 

*)   Zuweilen  wählt  man,  (s.  B.  weil  Punkte  im  Bilde  tonst  au  nahe 
menfallcn)  statt  der  obigen  Zahl  15,  die  Zahl  20;  dann  wird 


Ha«  ebenso  leicht  zu  rechnen  ist. 
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Zum  Auftragen  dieser  berechneten  rechtwinkligen  Coordina- 
ten  bediene  ich  mich  der  zwei  Lineale,  des  gewöhnlichen  und  des 
rechtwinkligen ,  deren  ersteres  an  einer  langen  Seite ,  das  Dreieck 
an  der  grosseren  Kathete  einen  in  Zoll  und  Linien  getheiKen 
Maassstau  hat.  Um  die  Zehntellinien  abzumessen,  ist  an  der 
kleinen  Kathete  des  Dreiecks  ein  Nonius  aufgetragen,  ebenso 
verschiebt  sich  an  der  grösseren  Kathete  ein  besonderes  Plattchen 
mit  Nonius  und  eine  Oeffnung,  durch  welche  gerade  die  Spitze 
einer  Copirnadel  geht. 

Befestigt  man  das  lange  Lineal  auf  dem  Zeichnenblatte  gehurig, 
verschiebt  mit  der  linken  Hand  Dreieck  und  Plättchen  bis  zu 
den  verlangten  Punkten  und  sticht  mit  der  rechten  Hand  die  Na- 
del durch,  so  erhält  man  die  Punkte  des  Bildes  sehr  schnell, 
sauber  und  genau,  ohne  fremde  Hülfslinien  u.  s.  w. 

Das  Anbringen  von  Maassstab  und  Nonius  an  den  beiden  Li- 
nealen, die  man  doch  beim  Reisszeug  haben  muss ,  leistet  übri- 
gens noch  bei  vielen  anderen  Arbeiten  gute  Dienste,  unter  anderen 
z.  B.  kann  man  eine  gezeichnete  Figur  durch  Aussmessen  ihrer 
rechtwinkligen  Coordinaten  und  nachheriges  Auftragen  ßenau  co- 
piren  u.  s.  w.  Auch  ersetzt  ein  solcher  Maassstab  mit  seinem 
Nonius  vollkommen  einen  tausendtheiligen ,  der  also  dadurch  ent- 
behrlich wird. 
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Einige  Bemerkungen  Aber  das 
geradlinige  Dreieck. 

Kandid.  der  Mathematik  Herrn  Bernh.  Möllmann, 

Lehrer  am  Gynmuiuni  zu  Osnabrück. 


J.  1. 

Ich  schicke  einige  bekannte  Sfttze  voraus,  welche  im  Folgen- 
de» angewendet  werden. 

1)  Ist  im  Dreieck  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  die  Seite  AB  in 
ß  halbirt  und  DE  parallel  mit  BC  gezogen,  so  ist 

BC 

AE=zCE,  DE  =  ^ 

Ueno  zieht  man  aus  E  mit  AB  die  Parallele  EF,  so  ist  EF 
7~BD~AI)  als  Parallelen  zwischen  Parallelen  und,  nach  Annahme, 
Winkel  F£C=Winkel  BAC,  Winkel  £CF=Winkel  AED  nach 
Construction  und  Annahme;  mithin  A  CEFC&&ADE*  folglich 

AE^CE,  CFz=i DE  =  BF  oder  DE  =  ££,  q.  e.  d. 

Zusatz.  Wird  im  Trapez  ABCD  (Taf.  IV.  Fie.  6.)  des- 
S(?n  parallele  Seiten  AB,  CD  sein  mögen,  durch  den  Halbiruogs- 
P»«kt  £  von  BC  mit  AB  und  CD  eine  Parallele  gezogen,  80 
echt  dieselbe  durch  den  Halhirunqspunkt  der  Seite  AD.  Denn 
*«bt  man  AC,  so  halbirt  £Fdie  Linie  AC,  also  auch  die  Seite  AD. 

.  2)  Verbindet  man  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  die  Mitte  D  von  AB 
«J^der  Mitte  E  von  AC,  so  ist  diese  Verbindungslinie  der  Seite 
^  parallel  und  die  Hälfte  derselben. 
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Wäre  DE  der  BC nicht  parallel  ,  so  könnte  man  durch  D  eine 
Parallele  mit  BC  ziehen,  und  diese  müsste  alsdann  (nach  Nro.  1)) 
die  Seite  AC  in  einem  von  E  verschiedenen  Punkte  halbiren  u. 
e.  a.  Es  ist  also  DE  der  Seite  BC  parallel  und  mithin  (nach 
Nro.  I»  gleich  ihrer  Hälfte. 

3)  Verlängert  man  im  Parallelogramm  ABCD  (Taf.  I V .  Fig.  7.) 
die  Seite  AD  über  A  hinaus  um  AE—AD  und  zieht  CE,  BD, 
so  schneiden  sich  diese  Linien  ia  F  so,  dass  £F=2CF,  Dl 
=z<2BF  wird. 

Es  erhellet  leicht,  dass  AG=zBG  ist.  Verbindet  man  nun  G 
mit  dem  Halbirungsj. unkte  ff  von  BD,  so  ist  (2)  GH#AD,  also 

Sind  J,  AT  die  Halbirungspunkte  von  BF  und  CF,  so  ist 
JK#BC  und  Jtf=|j&6=G//, 

mithin 
folglich 

HFt=JF,  GF=sFK. 

Daraus  folgt  leicht 

£F=2CF,  DFczÜBF,  q.  e.  d. 

4)  Ist  ABC  (Tat.  IV,  Fig.  8.  )  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
und  D  die  Mitte  von  AC,  so  ist  BDz=-^-  . 

Der  Beweis  ersieht  sich  auf  der  Stelle  aus  den  ersten  Sii fzen 
der  Kreislehre.  Er  lässt  sich  auch  anf  folgende  Weise  fuhren. 
Zieht  man  durch  D  eine  Parallele  DE  mit  AB ,  so  ist  Winkel 
Z)£C=  Winkel  DEB=zR  und  (nach  Nro.  1))  BE  —  EC,  mithin 
A      CK  A         ,  folglich  BD  ~  CD = AD. 

Zusatz.  Hat  ein  Punkt  D  der  Hypotenuse  die  Eigenschaft, 
das»  aus  ihm  ein  Kreis  beschrieben  werden  kann,  der  durch  A 
und  B  geht,  so  wird  dieser  Kreis  auch  durch  C  gehen.  Esgiebt 
einen  solchen  Punkt 

5)  Sind  Ober  der  Geraden  AB  (Taf.  IV.  Fig.  9.)  zwei  recht- 
winklige Dreiecke  ABC  und  ABD  verzeichnet  und  ist  C  mit  D 
verbunden,  so  ist 

Winkel  BAC+  Winkel  BDC^R. 
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Der  Beweis  ergiebt  sich  wiederum  aus  den  *  Elementen  der 
Kreislehre.  Er  kann  auch  auf  folgende  Weise  geführt  werden. 
Verbiodet  man  den  Mittelpunkt  O  der  Geraden  AB  mit  C  und 
Z>,  so  sind  AOC,  COD,  DOB  (nach  Nro.  4))  gleichschenklige 
Dreiecke,  mithin 

w.  .  .  ^«  WinkelCOff  COD  a  DOB 
Winkel  CAB=  ^          ±=  ~7~  +  ~2~~ 

=  Ä-CöO  +  Ä—  ODB 

oder 

« 

Winkel  BAC+  Winkel  BDC=:2R. 

Verlängert  man  also  BD  über  D  hinaus,  so  ist 

Winkel  EDC=z  Winkel  BAC. 

Zusatz.  Beschreibt  man  aus  O  mit  AO  einen  Kreis,  so 
geht  derselbe  durch  C  und  D. 

ti)  Die  drei  Lothe,  welche  in  den  Mitten  der  Seiten  eines 
Dreiecks  errichtet  werden,  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  dem 
Mittelpunkte  des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises. 

7)  Die  drei  Geraden ,  welche  die  drei  Winkel  eines  Dreiecks 
Unren,  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 


Die  drei  Geraden ,  von  denen  die  eine  einen  Winkel  des  Drei- 
ecki  halbirt  und  die  anderen  die  Nebenwinkel  der  beiden  anderen 
Wickel  halblren,  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Der  erste  Durcbschnittspunkt  ist  der  Mittelpunkt  des  in  das 
Dreieck  beschriebenen  Kreises,  der  zweite  Durcbschnittspunkt 
der  Mittelpunkt  eines  dem  Dreieck  angeschriebenen  Krei 


8)  Der  Durchmesser  des  um  ein  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
ses ist  gleich  dem  Producte  der  Seiten,  dividirt  durch  den  Yier- 
'achen  Inhalt  des  Dreiecks. 

9)  Ut  ABC  (Taf.IV.  Fig.  10.)  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
so  Ut,  wenn  man  einen  beliebigen  Punkt  D  der  Grundlinie  mit 
A  verbindet: 

AB*=AD*  +  BD.CD. 

Zieht  man  die  Hohe  AE,  so  ist 

AB*=AE*  +  BE*  =  AD*  +  BEt—DE1 
=AD*+{BE+DE){BE-DE)=AD*  +  BD.CD 
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§.  2. 

1)  Sind  im  spitzwinkligen  Dreieck  ABC  (Taf.  IV.  Fie.  11.) 
die  Höhen  AD,  BE,  CF  gezogen  und  die  Fusspunkte  D,  £  und 
F  derselben  mit  einander  verbunden,  so  ist  (nach  §.  1.  5)) 

Winkel  ABC  =  Winkel  AEF,     Winkel  ABC=  Winkel  CED; 

folglich 

Winkel  AEF  =  Winkel  CED, 

mithin 

Winkel  BEF  =  WinkeLÄED; 

ebenso 

Winkel  WinkeMZ>F,  Winkel  CFD= Winkel  CFE. 

Die  Höhen  des  Dreiecks  ABC  halbiren  die  Winkel  des  Drei- 
ecks DEF  und  müssen  sich  daher  (nach  }.  1.  7))  in  einem  Punkte 
O  schneiden. 

Sind  im  stumpfwinkligen  Dreieck  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  12.)  die 
Höhen  AD ,  BE,  CF  gezogen,  so  müssen  sich  doch  zwei  der« 
selben,  z.  B.  die  aus  den  spitzen  Winkeln  gefällte»  Höhen  AD 
und  CF,  in  einem  Punkte  O  schneiden  und  sie  bilden  das  spitz- 
winklige Dreieck  AOC,  in  welchem  AF  und  CD  zwei  Höhen 
sind.  Dann  muss  nach  Oben  das  aus  O  auf  AC  gefällte  Loth 
durch  den  Punkt  B  gehen  und  mit  der  Höhe  BE  zusammenfal- 
len. Beim  stumpfwinkligen  Dreieck  schneiden  sich  daher  gleich- 
falls die  drei  Höhen  in  einem  Punkte. 

Verbindet  man  auch  hier  die  Fusspunkte  D,  E,  F,  so  wer- 
den, wie  sich  leicht  ergiebt,  die  Winkel  des  Dreiecks  DEF  durch 
EÜ,  AF,  CD  halbirt.  . 

- 

Im  rechtwinkligen  Dreieck  schneiden  sich  auch  die  Höhen  in 
einem  Punkte  und  es  geht  alsdann  das  Dreieck  DEF  in  das  Loth 
über,  welches  aus  dem  rechten  Winkel  auf  die  Hypotenuse  ge- 
fallt ist. 


2 

so  er 


•)  Vergleicht  man  die  hier  hergeleiteten  Sätze  mit  §.  1.  7)., 
hellet  sofort  die  Richtigkeit  der  folgenden  Sätze: 

Die  drei  Spitzen  eines  spitzwinkligen  Dreiecks  sind  die  Mit- 
telpunkte der  dem  neuen  Dreiecke ,  welches  durch  die  Verbindung 
der  Fusspunkte  seiner  Höhen  entsteht,  angeschriebenen  Kreise 
und  der  Durchschnitt  der  Höhen  ist  der  Mittelpunkt  des  dem 
neuen  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises. 


■ 
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Die  Spitze  eines  stumpfwinkligen  Dreiecks,  welche  den  Schei- 
te! des  stampfen  Winkel  bildet,  ist  der  Mittelpunkt  des  dem  neuen 
Dreiecke,  welches  durch  die  Verbindung  der  Fusspunkte  seiner 
Höhen  entsteht,  eingeschriebenen  Kreises  und  der  Durchschnitt 
der  Hohen  und  die  beiden  anderen  Spitzen  sind  die  Mittelpunkte 
der  dem  neuen  Dreiecke  angeschriebenen  Kreise. 


§.  3. 

Es  seien  im  Dreieck  ABC  (Taf.  V.)  die  Winkel  2x, 
fr,  2z  bei  A,  11,  C  halbirt,  die  halbirenden  Linien  über  ihren 
Durchschnitt  O  hinaus  bis  zu  den  Mittelpunkten  Ox ,  02,  Oa  der 
angeschriebenen  Kreise  verlängert  und  aus  (J,  Olt  Oa,  Ot  die 
Lothe  OMt,  OiW«.  OM9,  O^Nx>  OxN.lt  0,iV3,  02PX,  Ü%Pt, 

03S3  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefällt, 
so  ist,  wenn  wir  die  Seiten  des  Dreiecks  a,  6,  c  nennen,  wie 
sich  auf  der  Stelle  ergiebt: 

I)  BMX  —  BM9  =  — — "  » 

II  CHl=sCMt=a  +  *~r. 

5)  Atft  =  ,Ij|/,=6-±/-- -?  , 

5)  CW1  =  6^  =  "-+|^,;-ft="-i|--6  =  ^/,,  etc. 

6)  «^  =  «^,  =  51^-0=^'=^,,  etc.. 

?)  ß/>l  =  lL+|+c,    r;«,  =5±|±-e 

»)  BS,=CP,,  elc. 

Das  io  der  Mitte  f ',  der  Linie  errichtete  Lotb  gebt  aUo 
such  durch  die  Mitte  der  Linie  I\SX,  mithin  ($.1.  Zus.l.)  durch 
die  Mitte  £3  der  Linie  Oft03.  Zugleich  geht  dieses  Lotli  durch 
den  Mittelpunkt  04  des  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen 
Kreises,  halbirt  den  unterhalb  BC  liegenden  Bogen  desselben 
und  muss  desshalb  mit  der  Linie  AOx ,  welche  gleichfalls  diesen 
ti«gen  halbirt,  auf  dem  Kreise  in  Dx  zusammentreffen.  DaA^3 
ein  rechter  Winkel  ist,  so  muss  auch  (§.  1.,  4  Zus.)  £s  ^ 

Thril  XVII.  26 
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Peripherie  des  uro  ABC  beschriebenen  Kreises  liegen.  Nun  ist, 
wenn  man  BDX ,  BE3  zieht , 

Winkel  OBDv=y+x,  J?D,0=2x; 

mithin 

BODi  =  2R~(y+a:  +  2z)  =  Jy  +  x; 
Winkel  DlBOl  =  R—  (y+tf),   Winkel  /?Z>,Ü,  =2Ä— 2«; 
also 

Winkel  BO^^R-  [R-(#+x)  f  2R— 2z]=  R-(y+ar). 

Es  sind  daher  BDxO  und  BDlOi  gleichschenklige  Dreiecke, 
mithin 

OZ>t  =        =  OD,. 

Ferner  ist  ($.  1.,  4.) 

BE^^zO^E^  =  02£^  • 

Ebenso  erhellt,  dass  der  Kreis  durch  die  Mitten  JE,  ,  />• 
der  Linien  0,0*,  0,08,  002,  G08  geht. 

Nennen  wir  nun  die  Radien  der  um,  in  und  an  das  Dreieck 
ABC  aus  04,  Ö,  O, ,  Ö2,  Oa  beschriebenen  Kreise  Ä,  r,  rlf 
r«»  rs,  so  folgt  auf  der  Stelle 

9)  rt—  r  =0^  —  0^=2^,, 
10)  rA  + 11=0^  + 0,6,  =  2^/,, 

II)   n+ra  +  ra— r  =  4Ä. 
Subtrahirt  man  (9)  von  (10),  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 
r*  +  r8  -  (n-r)  =  2(£3  f\  -  Z^Fj). 

Nun  ist,  wenn  man  das  vom  Mittelpunkte  04  auf  die  Seiten  ge- 
fällte Loth  positiv  oder  negativ  nimmt,  je  nachdem  es  von  Innen 
oder  von  Aussen  auf  die  Seiten  fallt, 

E>Fl-Dl  f\  =  O40,  +  04f\  —  DiE\  =  204F, , 

* 

mitbin 

12)    04F,=Jfrt  +  i)|-(n-r)) 
und  ebenso,  wenn  man  die  Lothe  04f4,04F3  zieht: 
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13)  OfF.sJfa+rs-Ot-r)), 

14)  04f,t=j(r1+r4-(rI-r)). 
Aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt 

15)    04F,  +  04F2+  04F3  =  ](r,  +r2+rs  +3r)  =s Ä  +r  , 

K)  Ö4Ft  -f  O4F2-04F3  =  | (4rs - (rt  +r,+r8-r))=r3--Ä; 
ebenso 

17)  O^  +  O^a- 04F2  =  ra—Ä, 

18)  04F2  +  O^-O^^-Ä. 

Auf  die  leichteste  Weise  ergeben  sich,  wenn  wir  den  Inhalt 
<ta  Dreiecks  mit  A  bezeichnen,  die  bekannten  Formeln 

Nun  ist  Dreieck  £Oilf|  cv>  Dreieck  BO,/V, ,  mithin 

Baf1:itf10:=2V101:BiV1 
od«  (Gleichung  1)  und  6) ) : 

•  > 
a  +  c  —  6  <i  +  6  —  c 
 -        :r  =  ri :      ö  ' 


23)   rrx~  ^ —  ■  — «. 


*ben«o 


(6-H  c-n)  (a-f  6— c) 
24)   rra  =  j  » 

«25)    rrsx=  4~  ' 

; 

Ferner  ist  Dreieck  A O^^cv) Dreieck  AÜ2P^f  mithin 
-  AN* :  Ot  iV2=  G2P2 :  i4P» 
(Gleichung  4)  und  6) ) : 


— V     :ri  =r'*:  


1 
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_(a  +  6  +  ,)(a  +  P-<:). 
zo)    ri*s  — 4  —  • 

ebenso 

27)  .  (a+b  +  cHa+c-t) 

4 

28)  ^=(g^+y^). 

Ans  (19)  und  (20)  folgt 

4&» 

rri-(a+6+c)(6+c-«); 

mithin  nach  (23) ; 

4A2  (a-H»— 6)(o+6— c) 


(o+6+c)(6  +  c-a)~*  4  ' 

A  a_  (fl-f  6|c)  (6+g-q)  (a+c— 6)  (a+6-c) 
~  J6  ' 

29)  A=|  V[(o+6+c)(6+c-o)(a+c-6)(o+6-c)l. 
Aus  (19),  (20),  (21),  (22)  folgt 

'  '  rr*r»r8-  (a+6+c)(6+c-a)(a+c-6)(a+6— c)~ A 
Aus  (19)  und  (20)  folgt : 

oder 

rt— r:r=2«:6+c  — a, 

» 

2ar  2er  orr, 


(?) 


Da  nun  rr,  =  — -  igt,  so  ist  auch 
r2rs 


32)    rt-r  =  -^-, 


und  ebenso 
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■ 

33)  r,-r=^*,  34) 

36)  r,-r=^;    36)  r,-r«^. 

Au«  (20)  und  (21)  folgt 

r^r^a-f  c— 6:6  +  <?— a, 
rA  -f-  rt : r,  =2c:  a  -f  c— 6 , 

2crt         2crt    _  c/y» 

(Gleichung  30)): 

38)  r.+r^pA, 


uod  ebenso 


39)  r,+rs  =  ^,    40)  r1+rs  =  JA, 


41)   VKs=2Sf,   42)  rI+r,=^. 
(31),  (33),  (35)  folgt 

4  (rl_r)(r,-r)(r,_r)  =  ?^Vi=  f  *«4ft.  (§  ...  8). 

Aas  (31),  (37),  (39)  folgt 

44)  (rI-r)(r1+rs)(r1+rs)=4Ä/-l»; 

«»»(*!),  (37),  (41) 

45)  (»•,-r)(/-a+r1)(r>+r,)=4Är2»; 

«»(35),  (39),  (41) 

46)  (r,-0(r,+r1)(r,+ra)=4ßr,*; 

«•  (37).  (39),  (41)  folgt 
ä«»(31),  (33),  (37)  folgt 
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48)  (ri-rHrt^Hrl+r^^^=^=R(o+^ 
aus  (31),  (35),  (3fl) 

49)  (rI-,)(r,_,)(ri+r,)  =  2*fgiU)4=  4Änv,=  fi(o_4+f)l; 
au«  (33),  (35),  (41)  folgt 

50)  ('.-^.-^r^f^i^  4^^^ 

Ans  (31)  und  (42)  folgt 

51)        (ri-r)(r2  +  ra)  =  a2; 
aus  (33)  und  (40)  folgt 

52)  (rt-Oft+rJss*«; 
aus  (35)  und  (38)  fol-t 

53)  ('s -''X'i+'a) 

Diese  drei  letzten  Formeln  können  auch  aus  (9)  und  (10) 
abgeleitet  werden.    Es  ist  nämlich 

(ri-0(^+''3)=4/yF'.£:a/:,1  ==ÄC»==a«,  etc. 
Aus  (31)  und  (41)  folgt 


a 


nun  ist  (11): 
mithin 

AR\  =  «(/■/•,  +  /y3) 

«der 

■ 

ebeoso  aus  (33)  und  (39) 

55)  ri^a  =  ur; 

aus  (35)  und  (37) 


I: 


56)         rrn  +  rtr2  =  ab- 
Aus  (51),  (52;,  (53)  ergiebt  sich  durch  Addition 

57)  2(r1ra  +  rIrs-frlr,)  -^(r,  +/,+*■,)  =  + 
Au«  (19),  (20),  (21),  (22)  folgt 


und  hieraus 


58) 

59) 

60) 

2 

61) 

i 

2A 
ri 

+  —  +  —  =  «+6+c= 

2A 

~~  ~  ' 

62) 

* 

'i           rz  r 

63) 

1111 

rrirt  A* 


oder 


Vs  ~  rri  —rr9  =  F~  = 


♦ 


65) 


384 

l     J  l 


oder 


rnrs  —  r/a  -rr,=       =  — 2  . 


folglich 
66) 


A2    A'J    Aa  A1 

Femer  ist  nach  (11) 

;i+^  +  /3—  r  =  4A>, 
riH^HrsH^+^r^ra+r^)-^  +r4+rs):=  16/F, 
mithin  (nach  5?)) 

67)        r,  2  +  r22  +  r8*  +  r» + a*  +  6*  +  c* = 16Ä* 

Es  ist  für  jeden  beliebigen  Werth  von  A,  ß,  C,  D 

(A+ß+C+D)*=A*+B*+&+DHZA\B+C+D)+SB*(A+C\D) 

+ZC*(A+ß+ tX)  +  3#*(  C) 

+  6^CZ>(l  +  i  +  ^4), 

i  [-(^+  ß+C+Z))3 

+  3  (AH  B*\  C*+W)  (A+ß+C+D) 

Setzt  man  nun  erstlich 

A=rx ,    ß=r2,    C=/3,  — r; 

so  ergiebt  sich 
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i  =i  [-64/^ + 3(i6Ä*^-62-c*).4#] 

=64Ä>-G/?(«H^+c2); 

it  man  ferner 

r\  r'l  ;S  F 


i    1+J.+  I  .l-Ir-ri+I+I-lV 

l/1     .      1  1  1.1  1\      .   1     1      1    )  ,        I  m    k  \1 


11    1  _L 

fcwt(»ach  II)) 
feUch 

I  r,«+  r,»+rt»=  (4Ä  +  r)*  -  ^* , 


**  (oach  62)) 
ithin 


1.0 
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r*rt* + r*rt* + r «r,*+  »»*•* + »i *»*  + 
=  (^-(4Ä+^)r)l-2A4; 
nun  ist  aber  (nach  57)) 

(£_(18+0,)-=(«j±£tf.y, 

folglich 
oder  auch 


Nun  ist 

r 

folglich 


ferner 


oder 
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I 


i-  4 

Ich  betrachte  jetzt  die  Figur  auf  Taf.  VI.  Dieselbe  weicht  von 
der  Fig.  auf  Taf.  V.  nur  darin  ab,  dass  einige  nicht  mehr  gebrauchte 
Linien  weggelassen  und  einige  später  näher  zu  bestimmende  Li- 
nien hinzugefügt  sind.  Es  sind  AOlt  B02,  COs  die  Hohen  des 
Dreiecks  Ol0203;  A02,  BOit  CO  die  Höhen  des  Dreiecks 
0O1O1.  Die  Gerade,  welche  D%  mit  E%  verbindet,  geht  durch 
04.  Zieht  man  nun  OÜ±  und  verlängert  diese  Gerade,  bis  sie 
das  in  E%  auf  Ot02  errichtete  Loth  in  Oft  trifft,  so  ist 

Dr.  004Z>,  Od  Dr.  ObOAEt. 

mithin 

OO^Ot05,  O0a#OftE, 

oder,  da  OD%=zO%!)2  ist,  OaZ)2:ftO&/?a,  folglich,  wenn  man 
O20a  zieht, 

0206#/>a£a,  Öa05=2Ä. 

Daraus  folgt  nun  auf  die  leichteste  Weise,  dass  Ö6  der  Mittel- 
punkt und  2 Ii?  der  Radius  des  um  das  Dreieck  01ü203  beschrie- 
be nen  Kreises  ist.  » 

Auf  dieselbe  Weise  wird  sich  ergeben,  dass,  wenn  man  0304 
zieht  und  diese  Gerade  um  ihre  eigene  Grösse  verlängert,  der 
Endpunkt  alsdann  der  Mittelpunkt  und  2H  der  Radius  des  um 
OOj  Oi  beschriebenen  Kreises  ist.  Ebenso  verhält  es  sich  rfick- 
sichtlich  des  Punktes  Ot  und  des  Dreiecks  OOaOs  und  ruck- 
sichtlich des  Punktes  02  und  des  Dreiecks  OOf03. 

Da  D2E2  auf  AC  senkrecht  steht,  so  steht  auch  die  ihr  Pa- 
rallele Oa06  auf^C  senkrecht.  Die  Lothe  also,  welche  von  Oj, 
02,  Os  reap.  auf  BC,  AC,  AB  d.  h.  die  Lothe,  welche  aus  den 
Spitzen  des  Dreiecks  O.Oa03  auf  die  Verbindungslinien  der 
Fusspunkte  der  Höhen  gelallt  werden,  welche  zu  den  die  jedes- 
malige Spitze  bildenden  Seiten  gehören ,  schneiden  sich  im  Mittel- 
punkte des  um  Ot0203  beschriebenen  Kreises. 

Der  aus  dem  Mittelpunkte  des  um  das  Dreieck  OOjOt  be- 
schriebenen Kreises  nach  O,  gezogene  Radius  ist  parallel  D^E^, 
Da  nun  D^E3  auf  BC  senkrecht  steht,  so  muss  auch  der  ge- 
nannte Radius  diese  Eigenschaft  haben  und  wir  erhalten  auch  für 
das  Dreieck  OOl02  den  im  vorigen  Absätze  ausgesprochenen 
Satz. 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  offenbar  für  die  Dreiecke 
00,0,  und  00203. 
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Schneidet  die  O-  und  E%  verbindende  Gerade  OOä  in  06, 
so  ist.  wie  sich  aus  §.  I.  3)  auf  der  Stelle  ergiebt,  OO^O^O.. 
Hieraus  folgt,  dass  sich  die  Geraden,  welche  0l$  Ez\  02,  E% 
und  O.,  Ex  verbinden,  in  einem  Punkte  06  auf  der  Geraden  OO» 
schneiden. 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  anf  dieselbe  Weise  für  die 
Dreiecke  OC^O,,  00^  und  OO.O,. 

Ich  fasse  die  hier  gefundenen  Resultate  kurz  zusammen: 

1*  Die  Mittelpunkte  der  um  das  Dreieck  0*0^0^  und  iu 
und  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreise  liegen  in  einer 
geraden  Linie. 

2.  Der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen 
Kreises  ist  vom  Mittelpunkte  des  in  dasselbe  beschriebenen  Krei- 
ses so  weit  entfernt  wie  vom  Mittelpunkte  des  um  das  Dreieck 
OiOjOs  beschriebenen  Kreises. 

3.  Der  -Radius  des  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen 
Kreises  ist  halb  so  gross  wie  der  Radius  des  um  das  Dreieck 
Ol0208  beschriebenen  Kreises. 

4.  Der  Mittelpunkt  eines  an  das  Dreieck  ABC  angeschrie- 
benen Kreises,  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  ABC  be- 
schriebenen und  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  um  das 
von  dein  Mittelpunkte  des  ein  und  den  Mittelpunkten  der  bei- 
den anderen  angeschriebenen  Kreise  gebildete  Dreieck  be- 
schrieben wird,  liegen  in  einer  geraden  Linie  und  der  zweite 
Punkt  liegt  in  der  Mitte  der  beiden  anderen. 

Der  Radius  des  letzteren  Kreises  ist  wiederum  das  Doppelte 
von  dem  Radius  des  um  das  ursprüngliche  Dreieck  beschriebenen 
Kreises. 

6.  DasLoth,  welches  von  einem  Mittelpunkte  der  vier  durch 
die  Mittelpunkte  der  ein  -  und  angeschriebenen  Kreise  gebildeten 
Dreiecke  auf  eine  der  Seiten  gefallt  wird,  ist  halb  so  gross  wie 
die  Verbindungslinie  zweier  dieser  Punkte,  durch  welche  die 
Seite,  auf  die  das  Loth  gefallt  ist,  nicht  gebt 

6.  Die  drei  Geraden  OtESt  OtE% ,  Ü3E1  schneiden  sich  ia 
einem  Punkte  06  auf  der  Geraden  Öö6  und  es  ist 

OOs:00A=Ob06:OtOfi, 

die  Linie  OOb  also  in  Ö4  und  06  harmonisch  getbeilt.  Ein  ähn- 
liches Resultat  ergiebt  sich  ftir  die  Dreiecke  00,09,  004Os, 
OOaG8. 

7.  Der  um  ein  Dreieck  beschriebene  Kreis  balbirt  die  sechs 
Geraden,  welche  die  vier  Mittelpunkte  der  demselben  ein«  und 
angeschriebenen  Kreise  verbinden. 
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Ich  will  jetzt  die  im  dritten  und  vierten  Paragraphen  gefun- 
denen Resultate  anwenden  zur  Herleitung  von  Grüssenbeziehun« 
gen  in  den  Dreiecken  ABC,  O^O»  OO^  OO^,  OOaO,. 

■ 

Im  Anfange  des  dritten  Paragraphen  habe  ich  gezeigt,  dass 
Oa Dx  =  ODx  =  BDi ,  2D1F'=r1-r 
ist.   Hieraus  ergiebt  sich  leicht 

1)  001a=4ßZ)1»=4D1^.Z>i£;s=4Ä(rI-r). 
und  ebenso  folgt 

2)  0<V=4Ä(r,-r), 

3)  003a=4Ä(r,-r). 


Da  femer 


2 

ist,  »o  folgt 

4)    O,  Oa«=4J5£;,*=:4£;sFl.£:,/)1  =4Ä(r1  f  r,) ; 
ebenso  ist 

5)  OlO,*=4Ä(r1+r8), 

6)  OlOa»=4Ä(rl+r,). 


Nun  ist 


folglich 


61Ö,a=001»+OOa*  +  2J0.001, 


7)  ^0.001  =  j(4Ä(r1-f rs)-4Ä(r1-r)-4Ä(r,-r))=4ßr,  . 
ebenso 

8)  BO.OO%=iRF, 

9)  CO.OO,=:4Rr. 

kernet  ist 
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10)  ^01.001  =  i40.00l-|-001«=4Är+4Ä(r1-r)=4Är1; 
ebenso 

11)  B02.002=:4R^t 

12)  COa.OÜ3  =  4/2r3. 
Da  AO.OO^ARr  ist,  so  folgt 

/ltP-4^(r1-^r)~^r, 

mithin  (§.  3.,  43)) 

13)    A0*=  (H-r)  (r^r)  (r,-r)  ^  ^  ^ , 


14)  BO^fa-rHra-r), 

15)  CO^fa-rKfy-r). 

Aus  ^Ol.OO,=4/?r1  folgt 

1      4/£(r1 — r)     ri—  r  Ti — r  vs 

- 

folglich 

16)  ^O^^^+f.JCrj+r,,);' 

eben  so  ist 

17)  Ä04a=(ra+r,)(r2+r8), 

18)  COSM^+r^Crs+r*). 

Es  ist 

19)    BOS  =  OO,*-    0*  =  (rt  +ra+r3-r)  fo-rJT-  (n-rHi,-?) 

=  fri— r)(rt+r4); 

ebenso 

20)  CO^Äfrj^Cn+f,), 

21)  iiOa^sfra-rjfrt+r!). 

22)  COS=z(n-r)(r*+rs). 

23)  W=<*-^)(*+rt>. 

24)  ÄOs»=(r3-r)(rs+r,). 
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Die  Formeln  13),   24)  lassen  sich  noch  in  einer  anderen 

Form  darstellen.   Es  ist 

AO*  =  (r2—r)(rz—r)  =:  i*ra  — r(ra-rr3— r)=  rrt  +rar3  -r^  +ra-f  rs— r), 
folglich 

25)  AO*=bc-ARr  ($  3.  Ii),  54)); 

ebenso  ist 

* 

26)  BO*=ac-4Rr, 

27)  CO*=ao-4flr; 

ferner 

2*)    A  <V=  (rx  +ra)(r,  +r3)  =  rar3+r,  (rt  +ra+r3) 

=*Ti+rar3+r1    +»Vf  r3— r) =6c  +  4/2^ , 

29)  JBOa*=ac+4tfra, 

30)  C03a=o6+4Är3, 

31)  BO^—ac+iRr^ 

32)  C01»=-aA+4tfr1, 

33)  AOS=z— 6c+;4Ära, 

34)  COa*=— a6  +  4fira, 

35)  ^03a=— 6c  +  4Är3, 

36)  £032=-ac  +  4ffr8. 

Es  ist 

BOl^BO^=— 2ac+4fl(r,  +r3)  =-2ac+(Ä0Ä +Ä03)*, 
folglich 

37)  ÄO^BO^ac, 

ebenso 

38)  CO^CO^ab, 

39)  JOa.^03=6c. 
Aus  (1) ,  (2)  und  (3)  folgt 

001a.OOa2.003«=6^iÄ»(r1--r)(ra--r)(r3-.r)==256ÄV»  (§  &  43)), 
folglich 
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■>•'••    40)    OO,.  00,.003=16/2*r; 
aus  (5),  (4),  (3)  folgt 

O, 03*  02Oz*OOJ  =  4Ä(r,  +/3).4Ä(r3-Fr2). 4ß(ra-r)=256/?V 
(nach  $  3.  46)) , 

41)  O^.OaOs.OOa^lÖÄVa; 
ebenso  folgt  aus  (4) ,  (6) ,  (2)  mit  Hülfe  des  §  3. 

42)  0, Oa. O*  Os .  O  O*  =  16ÄV2 ; 
aus  (6).  (5),  (1) 

43)  Oi  Oa.  0K  Os.  O  O!  =  16tf*r, . 
Ferner  ist  nach  (13),  (14),  (15) 

^02.Ä02C02==(r1~r)2(r2--r)V3--^==(4Är^  (}  3.  43)), 

44)  AO.BO.CO=4Br*; 

ebenso  folgt  aus  (23),  (24),  (18)  mit  Hülfe  des  dritten  Paragraphen 

45)  AOz.B02.COi=iRrf, 
aus  (21),  (22),  (17) 

46)  AO%.CO%BQ2—Allr^, 
aus  (1*1),  (20),  (10) 

47)  BO^CO^AO^iltr^. 
Aus  (4),  (5),  (6)  folgt 

■ 

O.O.»  0,03*. O,O3*=04ß»(/1  +  rt)(r,  +r,)(rt  +  rs) 
256  ß4r  r  r 

=   rJJL?==64rt*(a  |o+c)*  (vergl.  {3.  47)), 

48)  O,  Oa.  O!  OiV  Ot  03  =  8fc*(a  )  6+r) ; 
ebenso  folgt  aus  (1),  (2),  (6) 

49)  O  Ox .  O  02. O,  Ö2 = 8fi2(<H  A-c) , 
aus  (1),  (3),  (5) 

50)  OOt.OOs.OtO^S&ia-b+v), 
aus  (2),  (3),  (4) 

51)  OOtoOOs.OtO^S&i-a+b+c). 
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Ans  (16),  (17),  (18)  folgt 

AOS.BOJ.COS^n  +r2)*(r1  +r9)*(rt+r3)a, 

folglich 

^01./?Oa.CO3=()-1-fr2)fr1  fr3)(ra+r,)=Ä(rt+H*)*  (§.3.  47)), 
ras  (21),  (10),  (15)  und  §.3.  48) 

53)  AOrBO^CO^irt-^fo-rhTi+rJ^Ria+b-c)*; 
aas  (20),  (23),  (14)  und  §.  3.  49) 

54)  COl.AOt.BO=  fa-r)  (r3-r)  (r,  +r8)  =  Ä(a-Hc)« ; 
an8  (24),  (22),  (13)  und  §.  3.  50) 

55)  ß03. COt.AO  =  (r,-r) (r3— r) (r^+r,)  =  R(-a+b+c)* . 

{.  6. 

Es  ist  von  Interesse  noch  folgende  Relationen  zu  bemerken: 

!)  0i0t*+O,  Oj*  f  0103«=8Ä(rl+r4+r3)=8üf(4fi+r)(§5  4),5),6)), 
*  00^+00«»+  Ol  O^SRfa+r*- r)=8#?(4Ä-r3) , 
5)  00i»+  00»»+  0, 03«=8Ä(r1+r3-r)=8ß(4Ä-ra), 

4)  003HOO3HOaO3*=8Ä(r2+r3-r)rr8ß(4Ä-r1),        I  | 

5)  001HOOÄHOrV=4Ä(rl+rÄ+r3--3r)==4Ä(4f?-2r),   l  g- 

6)  0l03*+OaO3*+  0  03s=:4ß(r1+r^r+3r3)=4ß(4Ä+2r3),  [  P 
^02M  0203H  002«=4#?(r1+r3-r+3ra)=4Ä(4Ä+2r2), 

8)  Orff+Ot  03HOOl*=4f?(ra+r8-r+3r1)=4Ä(4Ä+2r1) . 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  OiO%Oz  ist  gleich 


OtOa.O^.OaO., 
8tt 


»toin  (§  5.  48)) 


9)  A0102Os=?^A±£)==/?(a+0+c); 


ebenso  (J  5.  49)) 
TVU  XVII. 
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10)  kOOiO^Ria+b—c),  <§5.  50)); 

11)  AOO,08=Ä(a-H')»  (§5.51)); 

12)  AOOÄ03  =  Ä(-a+6+c). 

Zieht  man  (Taf.  \.)  M^M*,  M^M*,  M*Mt9  so  ist,  weil  um 
Viereck  BMtOM%  ein  Kreis  beschrieben  werden  kann, 

Mx  JIf3 .  B  O = J?  M ! .  flf  O  +  BM b  .  JV !  O , 

folglich  (§3.  1)  ;  $5.  14);  §3.  21)):  v 

4(n+c-6)arat 

2  4AV 
*•  (r,-r)(ra-r)  ~r,«(r.-r)  (r,-r) ' 


ebenso 


->1«(i*-r)<ia-r)f 


mithiu 


04  \6r6 

■ 

folglich  (nach  §  3.  43)) 

8r3A8  _  2A 


— —    #>  • »  • 


Da  nun  der  Radius  des  um  A^A  beschriebenen  Kreises  r 

ist,  so  folgt 


AM„„     2A  r*  A 


mithin  nach  (0) 


A^iiKaÄfaXAO!  Oa03  =  ^  .Ä(a  f4+c)==£  («+6+c)A 


folglich 
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» 

13)  AÄi*»if»XAO,0,0,=A* 
Zieht  man  iV,iV»,  iV,iV„  NtN3,  so  ist 

x  x*-ri*la  +  b-eF 
x  *r*—ri''(<t  +  c—b)* 


■yy.    iy»(q  +  6  +  c)». 


mithin 


uU«> 


> 


Auf  dieselbe  Weise  wird  sich  ergeben,  wenn  man  Px 
piP>;  «ntl  ^S,,  S^,  S^S,  zieht,  dass 

15)  A^iW-A^O^a^A2, 

16)  A^Äj^a  A00109=A* 
ist.   Es  ist  auch 

17)  A^A^  +  APi^  +  A^i^S-l^i^Ä 
=  ^(n+r.2  +  r3-r) 

27- 
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Da  der  Inhalt  der  Dreiecke      Üfs/Vs  etc.  gleich  <dem  Pro- 

docte  aua  einem  conatanten  Factor  ^  u»d  dem  Radio,  des  ein- 

geschriebenen  oder  der  angeschriebenen  Kreise  ist,  so  werden 
hier  noch  manche  Sätze  aus  den  Eigenschaften  der  Grossen  r, 
n,  r* ,  r3  abgeleitet  werden  können.   Es  ist  z.  B. 

A  Mt    Mz  x  A  iV4  XAA^jXA^i^S, 
_  MV         _  A° 

-  V2A7  rWa "  "ÖS?F  * 

1,1,   1   1  , 

A^A^Äi  +  A^/VV  A$SA~  ^MxM%Mt  -ü'  #tc" 


Aus  (9),  (10),  (11),  (12)  lassen  sich  noch  einige 
werthe  Resultate  herleiten.    Es  ist  nach  diesen  Gleichungen 

9«  A  

A^Ö^s—  r' 

2ftAÖÖTÖi==r3' 

2Ä*  AOO^^*' 

3Ä'  A00203  =r>; 

mithin 

"tsü^fö +  KffiTOt  +  Äo^öT ~  A  0,0,0,  ] 

— »"i  +r,  +  r,— r=4Ä, 

 A__  ,      A  A  A  .... 

AOOiO,  +  A00,0,  +  A00a03     A  0,0*0,  ' 

ferner 

A Oi  0403 .  AO <>!  O* .  A  O  Ox  Oa. A  O  Oa  08  =  16Ä*A2,  etc. 


- 
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S-7. 

Denken  wir  uns  (Taf.  VI.)  den  Radius  Aü4  gezogen,  so  ist 
bAO+Dt  gleichschenklig,  mithin  ($.  1.  9)) 

R*=00A*+AO.OD1  =  OOS+ZRr  (§  5.  7)), 

folglich 

1)  004*=ß(Ä-2r), 

mithin  auch 

2)  004*=4Ä(ff-2r). 

Denken  wir  uns  gleichfalls  Oj04 gezogen,  ho  ist,  weil  im  Dreieck 
0O|0ft  die  Linie  Ox04  die  Seite  00Ä  halbirt, 

O  0Ä 2  +  0, 0Ä» = 2  Oi  04* + 2  O  042 

oder 

20x  04a=4l?(rl-r)+4i?>-2Ä(/2-2ry, 

3)  Ox  04a=Ä(Ä+2r1). 

Da  nun  aus  dem  Anfange  des  vierten  Paragraphen  erhellt,  dass 
0%04  die  Hälfte  der  Linie  ist.  welche  Ol9  den  Durchschnitts- 
punkt der  Höhen  des  Dreiecks  OOa03,  mit  dem  Mittelpunkte 
des  uro  dasselbe  beschriebenen  Kreises  verbindet:  so  folgt,  dass 
das  Quadrat  dieser  Letztern  Linie  gleich  4Ä(Ä+2/i)  ist. 

Es  ist  ferner 

4)  0204»=Ä(Ä+2r2), 

5)  Os04*=ß(Ä+2r8). 
Auch  hier  iSsst  sich  dieselbe  Bemerkung  machen. 

Addirt  man  die  Gleichungen  (I),  (3),  (4),  (5),  so  ergiebtsich 

6)   004«+  Ol  04*+  0aO4*+  0,04»=  «(4/2+2^+^+^)) 

=  12/2». 

Aus  (2)  folgt 

7)    O  06* = 4ß(9  Ä  -  2(4Ä + r) ) 
=36iF-(OlOaHOi03H02<V)   (J.  6.  1)). 
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Es  ist  mithin  das  Quadrat  der  Linie,  welche  den  Durchschnitt 
der  Hohen  des  Dreiecks  OlÜ203  mit  dem  Mittelpunkte  des  um- 
schriebenen Kreises  verbindet,  gleich  dem  Quadrate  des  dreifa- 
chen Radius,  weniger  der  Summe  der  Quadrate  der  Seiten. 

Aus  (3)  folgt 

4G, 04*= 4ß(9Ä— 2(4«-/-,) ) , 

mithin  (§.  6.  4)) 

8)  4Ü,Ö4*;=36Ä2—  (OOf+00%*+0%Of). 

Hieraus  ersieht  sich,  dass  das  Quadrat  der  Linie,  welche  den 
Durchschnittspunkt  der  Höhen  des  Dreiecks  0020s  mit  dem 
31  ittel punkte  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises  verbindet 
gleich  dem  dreifachen  Quadrate  des  Halbmessers,  weniger  den 
Quadraten  der  Seiten  ist.  Der  in  der  Gleichung  (7)  für  das  Drei- 
eck OjOjO»  ausgedrückte  Satz  gilt  also  auch  für  die  Dreiecke 
OOjOj,  OOiOa,  00*0+ 

Es  lasst  sich  OOs2  noch  auf  eine  andere  Weise  darstellen. 

Es  ist  nach  (§.  6.  5)) 

O     +  OOaH  O  03* =4Ä(4Ä— 2r) = 12Ä*+4Ä(Ä-2r) , 

mithin  (2) 

# 

Ferner  ist  (§.  6,  8)) : 

001H01  O^+^i  G3*=4ß(4l?+2/1)  =  12Ä«+4/?(Ä+2r,) ; 
mithin  (3) 

10)    OOl*+Ol  OJ+Ol  03*-3(2ä)*=401  04*. 

Diese  Gleichung  giebt  fttr  das  Dreieck  OxO^Oz  denselben  Sah» 
den  die  Gleichung)  für  das  Dreieck  O,  öaG3  gicbt,  und  die  ana 
logen  Sätze  sind  bei  den  Dreiecken  OOxO%  und  OOlOs  zu  bc 
merken. 

Nach  §.  6.  5)  ist: 

» 

OOjH  OG4*+  003*=  4tf(4Ä-2r) , 
nach  (6)  und  (l): 
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II)  OOjH  OOaa+T>032—  (OtO^H-  Ü2G4*+.Ö304*)==5G04». 
AehDliche  Sätze  ergeben  sich  für  50^*,  50a042,  50304* 
£0  ist,  wie  sich  leicht  ergiebt, 


«olglich 


=  l  (O,  o,»+  O,  O,»  +  0,0SJ) 

0, 04H  0,0„«+  O,  04*-(  0, 0,*+  0,0.*+  0, 0,»)=  — j* 

=  30s  06* ; 

aucb  ist 

0O,»+  OOf+OOf-Wt  o„»+  o,o„*+  0,0,*) 

Aehnlichc  Sätze  ergeben  sich   für  die    Dreiecke  00v0^ 

00x09,  oo4o3. 

Bemerkung.  Die  letzten  Sätze  werden  leicht  abgeleitet  wer- 
den  können,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  06  der  Punkt  der 
mittleren  Entfernung  für  Ol9  02,  03  ist  und  die  Lehrsätze  über 
diesen  Punkt  in  Anwendung  bringt. 
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§.  8. 

In  diesem  Paragraphen  will  ich  einige  bekannte  trigonome- 
trische Relationen  herleiten,  weil  sie  sich  mit  grosser  Leichtig- 
keit aus  dem  Frühem  ergeben. 

Die  Winkel  des  Dreiecks  OjO^Oj  sind  #-fx,  ar-f-r,  x+tj  oder 
90 — x,  ÜO— yt  90 — x.    Es  ist  mithin 

oder  (§.  5.,  17,0)) 

<*+ri)fa+*>  =4Ä(r!  +r^sin% +x) =4fi(ri  +r2)cns*r , 


ebenso 


2)     008^=8^  +  1)=^*^=^. 


3)  cos«i=8i.,*(a:+»)=^j±^=rJp. 
Hieraus  folgt  leicht 

4)  =  = 

5)  8inV--47r=— • 


Kerner  isl 


r2  +  r3     r2r^"' (r2rz) 

I 

mitbin 

- 

/;     igs*-^-  A,    coigs*      ^  ^ 
[  Dies  ergiebt  «ich  auch  leicht  auf  andere  Weise.    Es  ist 
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r=  ^  tgsx, 

folglich 

tgs*= o+c=5  =Ä-] 

9)    tg«=-A-=2L,  cotgs*=^=A. 
Auf  die  leichteste  Weine  erhellt  ferner,  dass 

10)  8ia'2x=  , 

11)  ^%  =  4' 
wt  Auch  ist,  da 


i3)  «ABsa+^+izn 


J4)  co^=a±a4£=a, 

15)  c0s2z=r'+r^r-ri' 
A»».0),  (2),  (3)  folgt: 

cos  «cosV0«^  g47£,       —  -  —047fr- 

16)  cos*cos^osx=-w-=  m, 
»ms  (4),  (5),  (6)  folgt 
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- 

17)  8i„,sinysh,1=^[<^g^]=^; 
aus  (l),  (2)  und  (6)  folgt 

18)  cos*co^sin._y  L  04rt*  J=  4fl' 

ebenso  folgt 

19)  cosscosssiity  =  > 

20)  cosycos2siüj:=  ^  - 

■ 

Aus  (1),  (5)  und  (6)  folgt 

~  ~8R~-  4rtr,: 

ebenso  ergiebt  sich 

22)  cos^  sin*  sin;=  — yg—  =  ^ , 

23)  coszsiiursiny  = — gj£~""  =  4/^.7  * 

Aus  (10),  (11),  (12)  und  (10)  folgt 

(/  \~  b  I*  o 

24)  sin&r  -f  sin'iy  -f  sin2z  =5  •-  ^    —  4cosxcos^cosz  *, 
ebeoso  ergiebt  sich 

#1  1"  ö  —  c 

25)  sin2a:  +  sin2y  —  sin2z  =  — ^g —  =  4sinx  sing  cvsz , 

20)    sin2»r -f si  n2x  —  sin2^  =  ^ — = 4sto.r  sinzcosiy , 

27)    einig  +  »in2i  —  »mix  =  — ij^j-  =4siuysin:co*af . 
Aus  (13),  (14),  (15),  (17),  (18),  (19),  (20)  lolgt: 
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=  l-|-4sHi:rsinysinz , 

29  co82x+co82y-co82z=r^r'+r-r'4ri+r^-r^-r'-r+r3 

=  —  1+  j^=— 1  -f  4cos.Tcosysin:, 

30)  cos2ar  -f-  coü'ir  —  com2^ =  —  1  +  4cos»rco6xsiniy , 

31)  cos% + co»2x — cos2ar  r= — 1  +  ico8yco8zs\nx . 
Aus  (7),  (8),  (9)  folgt: 

r  4Är 

32)  tg*r+tg8jr+tg8z=  ^  (r,+r4+r»)  =  —  +  ^ , 

33)  tgs*  +  tg8y - cotg*  =  rr^2~r~  = 

W)   tgsa:  +tgsz  —  cofgsy  =  ""i-f  *T» — ClZ*  =  —  A  , 
ß)  tgsz^cotgs* = Cä±!ÄZiÖ  =  —  ^- , 

36)  tgsar— cotgsy— cotgsz  =  ^  (r— r8— ra) 

~  A     A  A~  ZT* 

^  tgg#— cotgsx— cotgs:  =  ^"  —  > 

3ü)  cotgs*+cotgsy+cotgs:=£  (J-  +  I  +      =  A , 
W)   tgsa:  tgsy  tgg»  =  r9r^3ar3  =-~j 
41)    tgtJCtgSjfCOtgSt  =  =  fjt  * 
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42)  rgsxtgsxcirtgsj^ 

43)  tgsy  tgSj  cotgsx  =  ^  » 

44)  tgsjrcotgsycotg82= 

4ö)  tgsycotgfcrcotgsr=  > 

46)  tgS2C0tg8ÄC0tg«^=  ~, 

47)  cotgs.rcotg8^cotg8z— ^> 

48)   tgsx+tgsy-Hgsi  =  C0^C018— —  +  tgsortgsytgsr , 

4P)   tgs.r  -f  tgsy  —  cotgsr  =  —  tgsartgsycotgsr , 

50)  tgsa;  +  tgsz  —  cotgsy =• — tgsxtgsrcotgs^ , 

51)  tgs-y  +  tgsr  -cotg8jr=— tgsytgs*cotgsx, 

52)  tgsx  —  cotgs^— cotgsr 

=  tg*rcotg?j,cotg8i  -  C0gJ8|nysi[|I> 

53)  tgsy— cotgsa: — cotgsr 

=  tgsy  cotgs*  cotg«  -  . 

54)  tgsz — cotg&r  —  cotgsy 

=  tgSI  CotgMT  COtgSJ,  -  cogyaip;ggini  • 

55)   cotg&c + cotgsy  4-  cotga:  =  cotgsr  cotgsy  cotgs; . 


.  §-9. 


punkte  der  Höhen  entsteht  und  der  Durchschnitt  der  Höhen  der  Mittel- 
punkt des  demselben  eingeschriebenen  Kreises  ist,  so  wird  jedes 
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spitzwinklige  Dreieck  tu  diesem  neuen  Dreiecke  in  demselben 
Verhältnisse  stehen,  m  welchem  das  Dreieck  0, 0*03  zu  dem 
Dreieck  ABC  steht.  Es  ersieht  sich  aus  demselben  Paragraphen, 
dass  jedes  stumpfwinklige  Dreieck  zu  dem  Dreiecke,  dessen  Sei- 
ten die  Fussnuntte  seiner  Höben  verbinden,  in  demselben  Ver- 
hältnisse steht,  wie  die  Dreiecke  OOxO%9  00, 0g,  00%0«  zum 
Dreiecke  ABC.  Viele  der  Sätze  nun,  welche  oben  fär  Mittel- 
punkte der  ein-  und  angeschriebenen  Kreise  und  ihrer  Verbin- 
dungslinien entwickelt  worden  sind,  werden  jetzt  in  einer  andern 
Form  dargestellt  werden  können.  So  fuhren  z.  B.  die  im  vierten 
Paragraphen  entwickelten  Sätze  auf  der  Stelle  zu  folgenden 
Sätzen: 

1)  Das  Stück  der  Hohe  eines  spitz  -  oder  stumpfwinkligen 
Dreiecks,  welches  zwischen  der  Spitze  und  dem  Durchschnitte 
mit  den  anderen  Höhen  liegt,  ist  doppelt  so  gross  wie  das  Loth, 
welches  aus  dem  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Kreises  auf  die 
zur  Höhe  gehörende  Grundlinie  gelallt  ist. 

2)  Der  Schwerpunkt  eines  spitz-  oder  stumpfwinkligen  Drei- 
ecks ,  der  Mittelpunkt  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises 
und  der  Durchschnitt  seiner  Höben  liegen  in  einer  geraden  Linie, 
und  es  ist  der  Schwerpunkt  vom  Durchschnittspuakte  der  Höhen 
doppelt  so  weit  entfernt  als  vom  Mittelpunkte  des  umschriebenen 
Kreitfes. 

3)  Die  Geiade ,  welche  den  Halbirungspunkt  einer  Seite  eines 
spitz-  oder  stumpfwinkligen  Dreiecks  mit  dem  Halbirungspunkte 
des  oberen  Abschnittes  der  auf  sie  gefällten  Höhe  verbindet,  ist 
gleich  dem  Radius  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises. 

4)  Diese  Gerade  geht  durch  den  Halbirungspunkt  der  Linie, 
welche  den  Durchschnitt  der  Höhen  mit  dem  Mittelpunkte  des 
umschriebenen  Kreises  verbindet. 

5)  Der  aus  diesem  Halbirungsnunkte  mit  dem  halben  Radius 
des  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kreises  beschriebene  Kreis  geht 
durch  den  Fusspunkt  der  Höben,  den  Mittelpunkt  der  Seiten  und 
der  oberen  Abschnitte  der  Höhen. 

6)  Zieht  man  in  einem  spitz  -  oder  stumpfwinkligen  Dreieck 
die  Höben  bis  zn  ihrem  Durclischnittspunkfe,  so  entstehen  drei 
nfeue  Dreiecke,  weiche  eine  Seite  und  zwei  der  Höhenabschnitte 
zu  Seiten  haben.  Verbindet  man  die  resp.  Durchschnitte  der 
Höhen  dieser  Dreiecke  mit  ihren  resp.  Mittelpunkten,  so  balbiren 
sich  die  vier  dadurch  entstandenen  Geraden  und  jede  derselben 
wird  durch  den  Halbirungspunkt  und  durch  den  Schwerpunkt  des 
zu  ihr  gehörenden  Dreiecks  harmonisch  getheilt.  — 

Aus  §.  6.  9),  10),  11),  12)  folgt: 

7)  Der  Inhalt  eines  spitzwinkligen  Dreiecks  ist  gleich  dem 
Producte  aus  dem  halben  Radius  des  umschriebenen  Kreises  in 
die  Summe  der  Geraden,  welche  die  Fusspunkte  der  Höhen  des 
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ersteren  verbinden.  Der  Inhalt  eine«  stumpfwinkligen  Dreiecks 
ist  gleich  dem  Prodocte  aus  dem  halben  Radius  und  der  Diffe- 
renz, welche  entsteht,  wenn  man  von  der  Summe  der  Linien, 
die  den  Fusspunkt  des  aus  dem  stumpfen  Winkel  gelallten  Lothes 
mit  den  beiden  anderen  Fusspunkten  verbindet,  die  dritte  mög- 
liche Verbindungslinie  abzieht. 

Beim  rechtwinkligen  Dreieck  verschwindet  das  Dreieck,  wel- 
ches beim  spitz-  und  stumpfwinkligen  Dreiecke  durch  die  Ver- 
bindung der  Fusspunkte  der  Hohen  entsteht  und  es  werden  auf 
dasselbe  die  Beweise  für  1),  2),  3),. ..5),  7)  nicht  mehr  angewendet 
werden  können.  Dennoch  gelten  auch  hier,  wie  sich  auf  die 
leichteste  Weise  direct  ergiebt,  die  in  diesen  Absätzen  ausge- 
sprochenen Sätze.  Von  Nro.  6.  gilt  beim  rechtwinkligen  Dreieck 
natürlich  nur  die  zuletzt  ausgesprochene  Behauptung  einer  har- 
monischen Theilung. 

7)   Aus  1)  und  §.3.  15),  16),  17),  18)  ergiebt  sich  Folgendes; 

Im  spitzwinkligen  Dreieck  ist  die  Summe  der  oberen 
Abschnitte  der  Hohen  gleich  der  Summe  der  Durchmesser  des 
in  und  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  und  die  Differenz 
zwischen  der  Summe  zweier  obern  Abschnitte  und  dem  dritten 
gleich  der  Differenz  zwischen  den  Durchmessern  des  der  Spitze, 
aus  welchem  die  letztere  Mühe  gefällt  ist,  gegenüberliegenden  an- 
geschriebenen Kreises  und  des  umschriebenen  Kreises.  Im 
stumpfwinkligen  Dreieck  ist  die  Summe  der  oberen  Ab- 
schnitte der  Höhen  gleich  der  Differenz  der  Durchmesser  des  dem 
stumpfen  Winkel  gegenüberliegenden  angeschriebenen  Kreises 
und  des  umschriebenen  Kreises;  die  Differenz  zwischen  der 
Summe  der  oberen  Abschnitte  der  aus  den  spitzen  Winkeln  ge- 
fällten Höhen  und  dem  oberen  Abschnitte  der  aus  dem  stumpfen 
Winkel  gelallten  Höhe  gleich  der  Summe  der  Durchmesser  des 
in  und  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises;  die  Differenz  zwi- 
schen dem  oberen  Abschnitte  einer  aus  einem  spitzen  Winkel 
gelallten  Höhe  und  den  beiden  anderen  oberen  Abschnitten  gleich 
der  Differenz  zwischen  dem  Durchmesser  des  dem  spitzen  Winkel, 
aus  welchem  der  abgezogene  obere  Abschnitt  gefällt  ist,  gegen- 
überliegenden angeschriebenen  Kreises  und  dem  Durchmesser  des 
umschriebenen  Kreises.  Im  rechtwinkligen  Dreieck  ist  die 
Summe  der  beiden  Catheten  gleich  der  Hypotenuse  und  dem 
Durchmesser  des  eingeschriebenen  Kreises;  die  Differenz  zwischen 
zwei  Catheten  gleich  der  Differenz  zwischen  dem  Durchmesser 
des  die  erstere  Cathete  selbst  berührenden  angeschriebenen  Krei- 
ses und  der  Hypotenuse. 

Es  ist,  wenn  man  die  oberen  Abschnitte  der  Höhen  eines 
Dreiecks  mit  A,  ,//2,  h3t  den  Radius  des  umschriebenen  Kreises 
mit  II  und  den  Inhalt  mit  A  bezeichnet  und  den  oberen  Abschnitt 
der  aus  einem  stumpfen  Winkel  gefällten  Höhe  negativ  nimmt, 
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r 

X(-Ai  +  Ä2+Ä5+2ß)]. 

8)   Aus  §.  7),  8),  9),  10)  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Das  Quadrat  der  Geraden,  welche  den  Durchschnitt  der  Ho- 
hen eines  spitz-  oder  stumpfwinkligen  Dreiecks  mit  dem  Mittel- 
punkte des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises  verbindet,  ist  gleich 
der  Differenz  zwischen  dem  Quadrate  des  dreifachen  Radius  und 
der  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  oder  auch  gleich  der  Diffe- 
renz zwischen  der  Summe  der  Quadrate  der  oberen  Höhen- 
abschnitte und  dein  dreifachen  Quadrate  des  Radios. 

Der  Satz  gilt  auch,  wie  sogleich  erhellt,  beim  rechtwinkligen 
Dreiecke. 


§.  10. 

Ist  das  Dreieck  A ßC ( Taf.  V.)  heiA  rechtwinklig,  so  werden 
allgemeinen  Relationen  zum  Theil  höchst  einfach  werden. 

Es  ergiebt  sich  sehr  leicht  direct  — ~=r»  folglich  ist  ($.3. 
24),  25),  28)) 

a+h— c           u  \c—b  n-fA+c 

r2=— — ,  r,=  — 2— ,  r^—j-; 

Ferner  ist  K=£.  Da 

b  \  c—a      A      o+A—  C  A 

<  80  folgt 

A  =  rrj,      A  =  Va- 
Ferner  erhellt  auf  der  Stelle 

i 

ri—  r=a,   r2  — /  c,    r3  — r  =  fl  — ä,   r,  -f-ra  =  n  -|-  6, 

fi+r8=fltc,    rar'3  =  «,    rx-r^=c,    rx— r3  =  A,  r2+r=A, 

r3+r=c,  r,}r=:rrr; 
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I 

■ 

',+ri+r4+rs  =  a  +  Ä  +  c.-2r1,   r,  +  ra  +  rs  —  r=2fl, 

■ 

r  +  ri  +r3-ra=2c,   r-f  r, +ra-r3  =  2£; 
aus  §.  3.  G7),  GG),  68),  G9),  70),  71) 

'11  +  r*2  +  's*  +'a=  8Ä*=  a*  +  Ä«  +  c*. 
\2      \9      \a  \« 

'•     V    V    V  ' 

- 

II.  8.  W. 
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Ein  Satz  über  binäre  Formen  von  be- 
liebigem Grade  und  Anwendung  des« 
selben  auf  biquadratische  Formen. 


Von 

Herrn  Dr.  F.  Arndt, 

Lehrer  um  Gymnasium  xti  Stralsund. 


sei 

fix,  y)  =  Otf«  +  6*""    +  c*»- v  -f     +  W~!  +  h* 

eine  ganze  homogene  Funktion  des  wten  Grades  mit 
**ei  Vari  abeln  x9  y.  Bezeichnet  man  die  n  Wurzeln 
«•f  Gleichung 

nz*  -f  62— 1  +        +  +  ki  +  /r=  0 

™»t  tf,  ....«(«),  das  Produkt  der  Quadrate  der  Diffe- 
renzen dieser  Wurzeln,  paarweise  verbunden,  mit  P, 

ist  die  Grosse  A  =  «*,~Ä'*  fflr  alle  roit  der  Form 
Ä*>  30  aequivalente  Formen  constant. 

Üm  dies  zu  erweisen,  stelle  man  f(x,  y)  als  Produkt  von 
»  linearen  Faktoren  dar,  nämlich 


f(*,  3r)  =  a(x-<0'y)(^-(a^),...(a:-W(«)y). 
Trans  formirt  man  nun  f(x,  y)  mittelst  der  Substitution 

The«  XVII. 
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80  kommt 

f(<*X+ßY%  yX+6Y)=a'{X-Sl'Y)(X--Sl»Yr)...(X--W')n 
indem  wir  zur  Abkürzung 

gesetzt  habeu.   Es  findet  sieb  ferner,  ad— 0y=e  gesetzt, 

«(fl>—  O/) 


(«-•y)(«-»'r) 1 


folglich,  wenn  P  in  Bezug  auf  die  Wurzeln  ci* 
ähnliche  Bedeutung  hat,  wie  P  in  Bezug  auf  die  Wurzeln 
a><»>,  und  man  noch  &'  =  a'*n~*P'  macht, 

A- 

■ 

Sind  nun 

f(x,  9),  f(*X+ßY,  yX  +  dY)=ft(X,  Y) 

aequivalcnte  Formen,  so  ist  bekanntlich  ea=l,  folglich  in  diesem 
Falle  A'  =  A>      7-  ü« 

Das  Produkt  P  lässt  sich  als  symmetrische  Funktion  der 
Wurzeln  od',  io",  ...  w<">  rational  ausdrücken  durch  die  Coefticienten 
der  Gleichung 

/•(i) = erz«  +  62"-* -f ...  -f  ki  +  /=  0 , 

daher  enthält  die  Gleichung  A'  =  A  eine  Bedingung,  welche  zwi- 
schen den  Coefticienten  zweier  binären  Formen  statt  finden  mos«, 
wenn  sie  aequivaJent  sein  sollen.  Wir  kennen  die  Grosse  A  also 
die  Determinante  der  binären  Form  f(x,  y)  nennen.  * 

Da  es  bei  der  Untersuchung  der  Aequivalenz  zweier  Formen 
immer  zuerst  auf  die  Bestimmung  der  Determinante  ankommt,  so 
mögen  die  verschiedenen  Wege,  das  Produkt  'P  zu 
hier  kurz  angedeutet  werden. 


)  , ... 


1°.  Man  kann  mit  Hülfe  der  Potenzsummen  der  Wurzeln  <■', 
a><°)  der  Gleichung 


fx~ax*  +  bx*-l  +   f/=0 

die  vollständige  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Quadratdifferenzen 
von  «>',  wi")  sind,  erhalten,  folglich  auch  das  Produkt  P  (La- 
grange Reso  lution  des  equations  numeriques  Chap.  J.). 
Die  Rechnung  ist  aber  schon  für  n  =4  sehr  weitläufig. 
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2°.  Eine  andere  Methode  stützt  sich  auf  die  Theorie  der 
symmetrischen  Funktionen.  Bildet  man  nämlich  die  Gleichung  vom 
(«-l)ten  Grade 

<p  J=  fiÄ—i  +  (ax  +  b)X»~*  +  {ax*  +  bx  +  3+.. 

. . .  +  ax»  - 1  +  kr»- a  +  +  *  =  0 , 

bezeichnet  deren  Determinante  mit  A°,  und  dividirt  mit  fx  in 
tue  Grosse  \f(x)\*&<>,  beide  Funktionen  nach  abstehenden  Poten- 
zeo  von  x  geordnet,  so  bleibt  ein  von  x  unabhängiger  Rest  übrig, 
welcher  die  Determinante  der  Funktion  /"sein  wird.  (Grhinert's 
Supplenientezu  Klögels  Wörterbuch.  Art.  Gleichung). 

Bestimmen  wir  nach  dieser  Methode  die  Determinante  der 
kubischen  und  biquadratischen  Formen. 

Die  Gleichung  sei 

fx  =  a.r*  -f  bx*  +  cx  -f  d=Q. 

Man  findet 

A°=(fl*  +  b)*—4a(ax*  f  &r  +  c) , 

+  (4A4—  I8a6ar— 27o*ca)*a + 2(263c— 9a£ca).c + cW— 4ac), 
W*)^°=(-27aV-27aa6^^ 

[1]  ....  A  =  Äaca-27aarfa— 4«c3— 4r/63  4-  18«Acd . 
Die  Gleichung  sei  ferner 

fx  =  ax4  +  6* 3  +  c*a  +  ete + e  z=z  0. 

Man  findet 

/fr)!«  A°=  -256a«j:^-Tr38a3^»i  -  (708o3c  +  ?G8a^)ar>° 

—  (768a*rf +  1536a46c  -f  25öa3A3).T», 

-  (17-28«W  +  896a<ca+624a36ac +27iW)*3 

+(-153Ö^cd-I]Ö2a36aii-ia24a36fa 

,  +288«aÄ3c-54floV7 

+  (— 7täa4d?-19Ma*bcd-5\2a9c*—Wla*b*d 

+  160aa6aca  +  90a6«c-27o«):r« 

+  (—U62a*bd*-\0f24a*c*d--Wa%*cil 

-25Caa6c-3-54a6«d-f  288a63ca-546V)x8 
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— 368<i*6cV— U4a*e*  +  270<i63crf 

+  l48rt6*c3--54o\i-27oVV 

— 73fifai + 468c3)x8 + (— I92a26rfa— 272*ilcacfl 

—  16«if  *— 2764tf  *-  ItM3^  +  46*c4).r* 

-I-  (— \Ua*cd?  +  6a  W8  +  SOaoeV5 

—16^-186^ +46*c8tf).r 
-f  ( -27  aW + 18a6crf3- 4  a  c  W  + 

Dividirt  man  nun  mit  in  diese  Grosse  hinein,  so  kommt  als 
Quotient 

-  256aft*8-512«4kr*-(512<i4c  +  256a8o>8 

-(512a4d  +  512a86c>8--(704<i*M 

+  384fl3c^l44a262c+27fl64-256a*e)x4-(512a3w/+192aW 

-fl28a*oc*--144a68c+276* 

-  250a8Äf)x3~(256a8rfa+  192o2ocd  +  128a*c8-144ao  V 

+  2764c-256a3ce)*a 

+  276M~256«8rfe)x-(144a^^6fl6«iP^flfec2(i 

+  16ac4  +  1868cf/-463c3-  J28«2c26  +  144a6»ce-2764e 

+  256a8e*-192alWe) 

und  der  bleibende  Rest  Ist 

[H] ....  A=  ///2ca«^-4Ä8c/3-]28fl^caea 

l  +  256«3e8-192aa6^-80a6cVe-6fl6^ 

|  f  16flc4e  -2764e*  +  I8abcd*  +  \Ua*c<Pc  -tachl2 
(  -27flarf4+]8Ä8c^+144a6W-46«c3e. 

> 

IM  an  sieht,  dass  diese  Methode  ebenfalls  viel  Aufwand  tob 
Rechnung  erfordert. 

3°.  Es  ist 

/ar  =  a(ar— »') 

folglich 
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(<*'-ö>*)  («'  -  o>") ....  »<•>) 

m  /* 

der  Werth,  welchen  — r1  Itir  ar  =  w'  erhält,  mithin 

wo  die  Ableitung  bezeichnet  Bestimmt  man  das  Produkt  der 
Unterschiede  der  Wurzeln  g>*...,  von  o*  auf  ähnliche  Art,  u. 
*.  w.,  so  ergiebt  sich  durch  Multiplication 

■ 

(_J)   *  "a»P=A«>/)./T(^)..../v(^w))) 


folgt:  Eliminirt  man  x  zwischen  den  beiden  Gleichungen 
fx=zO,  f'x — z=0,  so  dass  die  resultirende  Gleichen?  in  s 
Gerada  wird,  nämlich 


<pz  ==2lx* + Äi"-*  +  <D«-*  +  ...  +  K = 0, 
welche  Gleichung  die  Wurzeln 

Üben  rouss,  so  ist 


da«  obere  Zeichen  lux  n  =  l,  2(mod.  4)  das  untere  fflr  n=0,  3 
(niod.  4.). 

Ist 

fx  =<w"  +  fo»-  1  +  c*— *  +  +  +  *.*  +  /=0, 

also 

fx-z=nax*-1 1  („--1)0*»-»+. +  2ix+X:-2  =  0, 


w  leitet  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  leicht  die  fol- 
gende her: 

+  2c*— a  +  oUi— 5  + ...  +  (*t— 2)ü*  +  ((»-!)  A  +  z)x  +  «/=  0, 
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und  man  kann  x  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  vorhergehen- 
den, welclie  heide  vom  («— l)teu  Grade  sind,  elintiiiiren. 

Die  gewöhnlichen  Eliminationsmethoden,  z.  ß.  die  Eulersche, 
haben  aber  den  Nachtheil ,  dass  die  resultirende  Gleichung  von 
einem  höheren  Grade  wird  als  es  sein  muss.  In  unserm  Falle 
muss  die  Gleichung  in  z  immer  vom  nten  Grade  sein,  man  muss 
daher  Bedacht  nehmen,  die  fremdartigen  Factoren  wegzuschaffen. 

Beispiel  für  *?=4.   Die  Gleichungen  sind 

6.r8 + 2c*a  +  (3rf+  z)x + 4e=0 , 
4ax2+3bx2  -f  2cx  -f  d — z  —  0. 

Nach  der  Eulerschen  Methode  findet  man  durch  Elimioatioo  des«: 

Zbb-8ac=f,  bc-Gad=g,  icc-%tl=h',  Arf-16ae=A",  crf-f>6*=i, 

Md-8re=k 

gesetzt,  und  beachtend,  dass  h'hv=z4fji— fk  wird,  für  16<1  die 
beiden  folgenden  Ausdrucke: 

[3] ...  16A = fh'k  +  2/ÄvA  +  4gh"i-A(P-Akg*—h"* 
=4i7/(A'+3Ä,/)  -4/i2-4%»-A"(A'+AT> 

und  wenn  man  tur  /*,  A',  ä",  t,  k  ihre  Werthe  substituirte,  so 
wurde  man  zu  dem  Ausdruck  [2]  von  A  gelangen. 

4°.  Anstatt  die  Elimination  von  x  zwischen  fx  —  Q,  fx — z=0 
direct  zu  bewerkstelligen,  kann  man  sich  auch  der  Methode  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  bedienen.  Sucht  man  densel- 
ben zwischen  fx  und  fx — i,  bis  man  zu  einem  von  x  unabhängi- 
gen Rest  gelangt,  und  setzt  diesen  =0,  so  hat  man  die  Gleichung 
in  z,  welche  zur  Bestimmung  von  A  dient.  Der  Rest  R  ist  offen- 
bar eine  Funktion  von 

(i,  b,  c,  ..  i,  A—r,  /, 

oder 

#=t//(a,  bt  c,  ...  t,  A— 2,  0i 
und  der  Werth  von  ^,  abgesehen  von  einer  Constante, 

diese  letztere  Grösse  würde  aber  als  Rest  bleiben,  wenn  man  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  zwischen  £r  und  suchte 
(indem  /'.r— i  aus  /»x  hervorgeht,  wenn  man  A— s  statt  A  setzt), 
folglich  kann  man  4  auch  auf  die  zuletzt  angegebene  Art  be*tim 
men.  —  Auch  diese  Methode  erlordert  die  Ausscheidung  fremd- 
artiger Factoren. 
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Da  ich  nächstens  Untersuchungen  über  biquadratische  Formen 
mittlieileti  will,  so  soll  hier  sogleich  ein  allgemeines  Kennzeichen 
angegeben  werden,  um  über  die  Anzahl  der  reellen  und  imaginä- 
ren Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung  zwischen  den  Gren» 
zeo  —x  und  -foo  zu  entscheiden.  Für  die  allgemeinste  Glei* 
cbung  des  vierten  Grades 

Fx~  «ar«+ bx*  +  e dx  +  e=Ö 

habe  ich  diese  Bedingungen  noch  nicht  vollständig  entwickelt 
gesehen. 

Zur  Losung  dieser  Aufgabe  ist  weiter  nichts  als  die  Anwen- 
dung des  bekannten  Sturm' sehen  Satzes  erforderlich.  Die 
Funktionenreihe,  auf  welche  dieser  Satz  zurückgeht,  und  deren 
Entwicklung  dem  Leser  überlassen  wird,  ist 

F=  ax4  f-  bx*  +  cx*  \  dx  +  e,   Ft  —iax*  +  Zbx*  +  lex  -f  d, 

+  20*  +  *"»  Fz=z2fx+f}\ 
*\=l°,  wo  />^(36/*-8ai7)-Ae/-2flA"),  y' ==  h"(Mf-Sa<,)-dff, 

Mao  findet  ferner 

/,=  2#i(/Ä'+/7i"~V),  tf=Hatfi-gk") , 
pszUWfUß'+fh'-ig*)  (ß-h"h")  -4  iß-gW] 
=  16a*/*[/%'* +  2/A"A+  49h"i-4fP-Ug*-h"*] . 

Die  Grössen  /",  </,  A',  A",  i,  A  sind  die  obigen.  Betrachten  wir 
"  als  positiv,  so  können  wir  den  Factor  a  bei  F3  und  den  Factor 
«V1  bei  F4  weglassen,  und  erhalten  die  Reihe 

F=ax*  +  bx*+  cx*+dx  +  s, 
F!  =  4ux*  +  3A:r2  +  2er  +  </ , 

Fj=z(ß'  +  fh"—4g2)x  +  2(/t-*A") , 

Bildet  man  nun  die  Zeichenreihen  für  #  =  —  co  und  .r  =  -|ao, 
so  finden  sich  durch  Anwendung  des  Sturm  sehen  Satzes  folgende 
Bedingungen: 

A>0,  f>0,  4£*>0....  4  reelle  Wurzeln 

%'  n  J  ....4  imaginäre  Wurzeln 

oder  /".«)  j  b 

£<0   .   2  reelle,  2  imaginäre  Wurzeln*) 

')  Ut  im  leUtero  Falle  /^<0.  ho  ioum  auch  /»'+/*"—  ty*<0  «ein. 
wn«i  wurde  die  Zeichenreihe  (+«  )  Zeichenweclwcl  mehr  nU  «Ii« 

Zeichenreihe  (—  *)  haben,  ***  bekanntlich  nicht  angeht. 
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Diese  Resultate  sind  aber  von  der  Voraussetzung,  dass  keine 
der  Grössen  f,  fhl  -\-fktt — &g*  verschwindet,  abhängig.  Um  sie  zu 
erweitere,  wollen  wir  die  Grössen  ft  g,  h'9  h",  t,  k  durch  die  Wur- 
zeln der  Gleichung,  w,  «/,  a>  ,  ausdrücken,  um  so  mehr,  da 
diese  Ausdrücke  uns  in  der  Folge  nützlich  sein  werden.  Da 

b  =  — a(a> + fi>'  +  oau  +  um),  e  =  +  a(«M»'  +  ««"  +.. .  +  <o"  w*)» 
d=  —  «(caw' «"+.♦.  +ö>     et/"),  e=-f  a«oy»"ü)w 

ist,  so  findet  sieb  durch  Substitution: 

- 

f 

■ 

III.  ^^^(^+W'''H?(»'2+^)  +  K«^+ *"*)  + jW1) 

-f/((öa+fl)"«)^-tt(a^H»',)' 

A'+Ä" 

+  f(<D  +  eo")»+ll(»+»0^ 

V.  ' aP (W"  +  »")  +  oV  ©">'+  tf")  W  <*"("'  +  »"> 

VI.  ^pu'W*  +  gw'W^+ra)'*»''*  +  ,a?ar*+t(**"*+*»*** 
ft 

VII. 

VIII^=por,f«; 


gesetzt  worden  ist.  Iudem  wir  nun  den  Fall  A=0  ausschlief 
so  folgt  aus  VIII.  leicht,  dass  keine  gleichen  Wurzeln  vorkoflUBjen 
können.  Sind  alle  Wurzeln  reell,  so  erhellt  aus  I.,  VII.  und  vnr 
dass  A»  / .  /A'-f/A"— V  sämmtlich  >  0  sind , '  und  wenn 
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Bedingungen  fehlen  so  hat  die  Gleichung  noth wendig  imaginäre 
Wurzeln.    Daher  können  wir  die  Bedingungen  so  ausdrücken: 

d>0,  f>0,  fh'  +  fh»-Agg>Q...A  reelle  Wurzeln 

[4]  <A>0, .£™ifi3££Ä  4  imaginäre  Wurzeln 

^  nicht  beide  >0 

^<0  2  reelle,  2  imaginäre  Wurzeln. 

Wir  haben  noch  den  Fall  A=0  zu  betrachten,  in  welchem 
gleiche  Wurzeln  vorkommen  müssen. 

Ist  Fx=0  eine  Gleichung  von  beliebigem  Grade  und 
*  • 

Fx  =  *(x-a)r(x-ß)i(x— y)r ....  F, 

wo  F  nur  einfache  Factoren  enthält,  so  ist  die  Ableitung 
F'x=a{x-*)P-\x-ß)i-Kx-yy-i...  F, , 


wo  Yx  mit  F  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  hat ;  folglich  das 
grttsste  gemeinschaftliche  Älaa^s  von  Fx  und  Fx : 


Mit  Hülfe  dieses  Satzes  und  der  Formeln  I.  bis  VIII.  gelangt  man 
zu  den  folgenden  Resultaten,  deren  weitere  Eotwickelung  wir 
dem  Leser  überlassen  dürfen  : 
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■ 

Wir  schlichen  diese  Abhandlung  mit  einer  Bemerkung  über 
biquadratbebe  Formen. 

Die  Form  sei 

F(x,  y)  =  aar4  +  4&rty-f  6 cxhf+Adxy*  +  ey*  =K<i,  6,  c,  #/,  <•). 
Durch  die  Substitution 

X  —  aX+ßY,  y=iyX  +  ÖY 
verwandelt  sich  F  in 

^o'^  +  ^'A^F+er'AaF^  +  ^JVFHc'l^K,  6',  c',  tl',  C) 

und  die  CoenScienten  vonfv  sind  durch  die  folgenden  Gleichungen 
bestimmt: 

15]  ....  af = au*  +  46a3/  +  6c«V  +  4<*<73  +  «T4 » 

b'~aa*ß+ba*(«3+Zßy)  +  3ca/(a5  + /5y)+rfy2(^  +  3ad)+ey3d, 
c* = a**ß*+2baß(aö -f fr) + c(a^ + 4aßy$+ßY)  VMyd(ad^-ßy) 

e'  =  aß*  +  4o/33d + fr?/W  +idßö*+  eö*. 

■ 

Sekt  man 

■• 

•      ■« , 

46-crc  =  /,  bc—ad=zg,  h'  —  cc-bd,  h"  =  bd—ae,  Ä=3/*'+A", 

i  =  cd-bet  &=zdd—cc9 

«nd  bezeichnet  die  entsprechenden  Grössen  in  Bezug  auf  die 
torm  mit  /*,  o',  Ä',  t",  A',  so  ergeben  sich  durch  eine  etwas 
weitläufige  Rechnung  fünf  Gleichungen,  die  aus  den  Gleichungen 
W  hervorgehen,  wenn  man  ü/\  Zy,  /*,  3/,  6*  statt  a,  b,  c,  c/,  e 
,.0/»  3«'   A'    3/'  6A'        '    A,        ,     ,  ' 

i«"'  "72"*  72*  c«"»        sta"  a»      c'>  «'»  c  setzt,  wo  od— py=«. 

^es  föbrt  uns  zu  folgendem  Satze : 

Weun  die  biquadratische  Form 

F=(a,  b,  c,  d,  e) 
die  biqoadratische  Form 

r=(fl'.  6',  C',  d\  C') 

jjureb  die  Substitution  *S,  ß,  y,  S  tibergeht,  so  verwandelt  sich 
«weh  die  nämliche  Substitution  die  Form 

<I>-(y,  3/;.  A,  3<,  6A) 

«He  Form 


- 
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Sind     F*  aequivalent,  so  ist  £*=!,  mitbin  werden  daoo  auch 
die  biqaadratischen  Formen  ' 

W  3p,  A,  34  6k);   (ty»,  3^,  A',  3i',  6*) 

aequivalent  sein,  folglich  einerlei  Determinante  haben. 

Die  Form 

*=W,  *9>  /*,  3i,  6X) 

wollen  wir  die  Correspondante  von  f  nennen.  Ebenso  giebt  es 
eine  Correspondante  von  toi1?),  eine  von  *P(X)  etc. 

In  der  Theorie  der  kubischen  Formen  wird  die  Correspondante 
(Charakteristik  genannt)  um  einen  Grad  niedriger,  und  durch  diesen 
Umstand  konnte  die  Untersuchung  in  das  Gebiet  der  quadratischen 
Formen  gezogen  werden.  Ob  es  in  der  Theene  der  biquadratischen  For- 
men eine  quadratische  Correspondante  giebt,  diese  Frage  werden 
wir  in  einem  der  nächsten  Hefte  erledigen.  Ich  bemerke  noch, 
.  dass  man  durch  Elimination  von  er,  ßf  £  aus  den  Gleichungen 
[5],  verbunden  mit  (aJ— ßy)2=l>  zu  der  Bedingung  A=A'  geführt 
werden  würde,  wo  A>  A'  die  Determinanten  von  F,  F*  bezeichnen. 
Diese  Elimination  würde  aber  doch  äusserst  schwierig  sein,  wenn 
wir  den  Werth  von  A'  nicht  schon  kennten-  Man  siebt,  dass 
künstliche  Betrachtungen  in  schwierigem  Disciplinen  durchaus  an 
ihrem  Orte  sind. 


• 


1  " 
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Heber  angenäherte  Wurzcl- 

ausziehung. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  so  Carl« rohe. 


Das  Folgende  Ut  durch  einen  kurzen  Aufsatz  in  den  Nou- 
▼  eil es  Annale»  von  Terquem  und  Gernno,  der  von  E. 
Lionnet  herrührt,  hervorgerufen.  Man  vergleiche  damit  auch 
das,  was  Schulz  v.  Strassnitzki  in  seinem  vortrefflichen 
Handbuch  der  besondern  und  allgemeinen  Arithmetik 
(Wien.  Gerold.  1848.)  sagt. 

Sei  d  die  Gränze  des  Fehlers,  der  an  einer  Zahl  a  begangen 

m 

worden,  welches  ist  eine  Gränze  des  Fehlers  von  Vö? 

Sei  a  ein  angenäherter  Werth  von  a ,  grosser  als  er,  aber  so, 
dass  der  Fehler  weniger  als  ö  sei.    Sei  ferner  e>.der  Fehler,  den 

man  begeht,   wenn  man  «  statt  a  setzt  in  \fa,  so  ist  also,  wenn 

 Tr-  y~  ^  TJ_  fr—1  f +*»- V +  .-.+ ir-'X*-*) 


.7 


Da  ^ 
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so  Ist,  wenn  man  im  Nenner  x  durch  1/  ersetzt,  m$m~x  klei 
als  der  Nenner,  also 


d.  h. 

e<    m*       •  (1) 
m  V a«-A 

Ist  0  ein  angenäherter  Werth  Ton  a,  kleiner  als  a,  jedoch  so, 
dass  der  Fehler  unter  ö  sei,  so  ist  eben  so: 

k-=^— -•  (2) 

m  V  ßm~1 

1 

Man  sieht  aus  (1)  und  (2),  dass,  w  enn  a  eine  Dezimalz&bl  >li*t, 
und    6  —  -y^n  *  man  na* 

d.  h.  um  die  mte  Wurzel  aus  einer  Dezimalzahl  >  1  zu  erhalten, 
auf  eine  Dezimaleinh«t  der  wten  Ordnung  genau,  genfigt  es  einen 
Werth  zu  kennen ,  der  der  wahren  Zahl  auf  eine  Einheit  dersel- 
ben Ordnung  genähert  ist. 

Sei  a  eine  ganze  Zahl,  die  mit  »  Ziffern  geschrieben  wird; 

it  4-1 

man  nehme  mindestens   Ziffern  zur  Linken  und  ersetze  alle 

m 

übrigen  durch  Nullen,  welche  Zahl  dann  ß  sei,  und  ziehe  hieraus 
die  wite  Wurzel,  so  wird  diese  nicht  um  1  gefehlt  sein. 

Die  Zahl  ß,  welche  mit  n  Ziffern  geschrieben  ist,  ist  minde- 
stens 10"-1.  Die  Anzahl  der  durch  Nullen  ersetzten  Ziffern  ist 
höchstens 

1 

?H  1  1)  — l 


?i  — 


d.  h.  der  Fehler,  den  man  begeht,  indem  man  ß  statt  a  setzt, 
ist  weniger  als  10-   w     .   Setzt  man  also  \u  A): 

so  ist  gewiss 


■ 
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fi(m-l)— 1  im-2 


*  <  i=m(<r-ii    m,er  *  < 


OT.K)  "» 


/VI 


FW— 2 

_  in"»" 

Sobald  m  w  10,    ist   immer  — — <  I ;  für  m  =  2,  3,  ....  9  fm- 

^  «  III 

det  man  diess  ebenfalls,  also  ist  immer,  unter  den  angeführten 
Bedingungen:  e<l,  was  unsem  Satz  beweist. 

Um  also  z.  B.  die  Kubikwurzel  aus  einer  ganzen  Zahl,  welche 
11  Ziffern  bat,  auszuziehen,  so  dass  der  Fehler  kleiner  als  1  sei, 

genügt  es  die  — =  4  ersten  Ziffern  der  Zahl  zu  kennen;  alle 
übrigen  kann  man  durch  Nullen  ersetzen. 

Sei  z.  B.  die  Aufgabe  gestellt 

n 

Q 

auf  drei  Dezimalen  genau  zu  berechnen.  Man  hat  also  auch  —  auf 

drei  Dezimalen  zu  berechnen.   Die  Fouriersche  Division  giebt: 

■ 

■ 

6   |  3,14159 .... 
3  !~7,ÜÖy~~ 
"30  


1  1.1  =  1 

"16 

27 


20 

13  1.4-19.1=13 


0 

7ö 

37  1.1  +  9.4  +  0.1=37 

"33" 

27  1.5+9.1+0.4+9.1  =  23 

60 

23 


(Man  konnte  bei  dieser  Division  versucht  sein  1  statt  0  zu  setzen, 
man  hatte  aber  alsdann: 
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Ü   1  3,14161» 
3   l  1,9100 

w  

1  1.1=1 

w 

27 


2U 

1.4+0.1  =  13 

7 

40 

_38_  1.1+0.4  +  1.1=38 

2 
JO 
20 

18  1.5+9.1+1.4+0.1  =  18 

2 
0 

10  1.9+9.5+1.1+0.4  f  0.1=55, 


80  dass  man  die  Korrektur  nicht  mehr  anbripgen  kann.) 

Man  zieht  also  die  Kubikwurzel  aus  1,900  aus,  wobei  m; 
alles  unter  Tausendtel  vernachlässigen  darf. 

Das  Schema  at|}t  folgendermassen  aus: 

1,909   |  1,241 
1 


9 
6 

3a«  =3  "30 
12 


180 

JL.      %  * 

181    ,  , 
173 


3a*=4,32  8~ 


4 


3a«  =  4,32. 

Der  Werth  1,241  ist  nicht  um  0,001  gefehlt 
Sei  eben  so 

V 0,54-27 
0, 43284 

mit  vier  Dezimalen  zu  suchen. 
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54270  Hj3284 
4a  .| 


112 

2  L2 


110 

8« 


242 

12      L8  +  2£ 


235 
215 


2Q0 

jlQ_     Li  ^  2.8+5.2 

170 

12!» 


41ü 

51         2.4  +  5.8  +  &2 


a5ü 
au 

"~T2Ö 


00        ki  +  18  +  2£ 


m 

V  1.2538  LL1107 
1 


2 

2^-2,  2 


5 
1 


41 

2«  =2,2  22 


218 


212 

20=2,2  2110 


12 
1 


2« =2,2    ,  15 


also  y/  ir3Sjg4=11197  auf  vier  De*imale"  Senau 


Theil  WH.  ^ 
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Sur  les  integrales  des  fonctions  circu- 
laires  du  second  ordre. 

Per 

Monsieur  Ubbo  H.  Bfeycr  1 

de  Groningoc. 


-  ■ 


Les  fonctions  PXt  Qx>  Rx,  determinees  par  le  Systeme  des 
equations  »• 

BxPx=QxRx,  BxQx=—RxPx,  3*J?*  =  —  C*PxQx, 

Po=0,         Qo=-L  R0=K 

sont  appelees  dans  un  autre  article  (T.  XVI.  Hr.  XXXIII.)  fonc 
tions  circulaires  du  second  ordre  et  les  propriete*s  principales  de 
ces  fonctions  y  sont  deposäes.   Voyons  ä  präsent,  comment  on 
parvient  ä  Tinte'gration  de  ces  fonctions. 

Par  un  procede\  que  Legendre  a  fait  connaitre  le  preraier, 
Tinte'gration  par  rapport  ä  x  d  une  fonetion  rationelle  de  Px  sera 
ramenöe  aux  integrale* 

o  o  o  o 

L'integration  de  PXf  de  meine  que  celle  de  Qx  et  R*,  n'offre 
aueuoe  di (Beulte^  puisqu'on  a 

Ps=-\dARx+cQs),  Qx=±B*l(Rx  +  ciPx),  Rx=lfxt(Qx+iPsh 

Ali  moyen  de  ces  formules  on  obtiendra  aussi 
l'intögralc  de  la  fonetion 
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Ps 


en  vertu  de  In  relation 


Mais  ce  n'est  pas  ainsipar  rapport  aux  deux  autrcs  integrales, 
qui  representent  au  contraire  deux  trancendantes  distinctes.  On 
reconnaitra  aisdment  la  liaison  intirae  cntre  ces  deux  transcendan- 
tes  et  eotre  les  fonctions  elliptiques  de  la  deuxieme-  et  de  (a  troi- 
aieme  espece.  Nous  nc  nous  arreterous  pas  ä  cette  liaison ; 
voyons  plutöt,  comment  les  formules  fondanientales  de  ces  trans- 
cendantes  se  deduisent  des  formules  trouvees  dans  les  No.  XXXIII. 
T.  XVI.  et  III.  T.  XVII. 


$.  I. 

- 

Sor  les  fonctions  elliptlqnes.de  la  deuxieme  espece. 
Determinons  les  trois  fonctions 

(1)  Fx  =  FXfe  »     6'x=  Gxtc,    Hs  ==  Hx,c 

par  les  equations 

m  \**F*=*I"*>   hGs=Q**>  dsH*=R*x, 

(  }  f    #>o=0  G'„=0,  //„=(); 

< 

alors,  en  obscrvant  qn'entre  les  fonctions  P„  Qs,  Ri  il  cxtste  les 


(3)  +  Ä»,+c«/»x  =  l, 

- 

on  trouvcra 

■ 

I 

et  par  suite 

(4)  Gs  +  Fx=x,   Gx+c*Fx  =  x. 

II  »uffira  donc  de  s'occuper  seolement  de  Tune  de  ces  fonctions, 
utiisque  deux  se  deduisent  de  la  troisieme  ä  laide  des  relations 
(4).    Choisissons  la  fonction  Hx.  / 

"  En  vertu  des. formules  (20),  §.  III.  du  Nr.  XXXIII.  T.  XVI.  on  a 

P*y-x-lHx  =  P!j>sPxPy-*, 

'  — 


428  .  . 

(1'üU 

en  supposant  y  independaute  de  x.  Au  moyen  des  ' relntions  (3) 
on  en  tire 

puis,  ä  cause  des  equations  (2): 
dVt 

♦ 

De  cette  fonnule  fondamentale  se  d&luisent'une  foule  de  con 
sequences.    Ainsi,  en  se  rappelant  que 

il  s'en  suivra 


Hs\q~ Hx-\-  Ha —  — TT-» 

-f  -  C*PxtcP-T  Pl+C-T 

Mais  on  conclut  des  e'quations  (2) 

(7)  Hx^-H. 
et  d'ailleurs  on  sait 


- 


n  -  1 


donc  il  viendra 


Oll 


(8)  ,  =  «.  +  //„-ff,  H 
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» 

Nous  reviendrons  plus  tard  ä  1'eValuation  des  valeurs  parli- 
culieres  HT  et  Ua*   Ajoutons  ici  encore,  que,  puisqu'on  a 

pour  tout  nombre  entier  p,  on  aura  a«ssi 
donc  on  tirera  de  la  formulo  (5) 

» ■ 

d'ou 

et  ... 

(9)  Hft=pUtz=,„h, 
syant  poae,  pour  abreger, 

(10)  .      //,=  //,  ,e  =  ^=,/c. 

Le'niodule  c  est  toujours  suppose  positif  et  inferieur  a  1. 
Afm  que  cettc  supposttion  nc  diiniuue  pas  la  gencralitc,  il  laut 
niontrer,  que  les  autres  cas  sc  reduisent  a  celui-ct.  On  pourra  sc 
ser*ir  pour  cela  des  form u les 

- 

1 

Ifc^rrJk,  Q,,  Rbxt^=-bRx\i.  Äw  =  cP,4„. 

En  effct,  eo  observant  que 

QxiJäj=aRiaxf  ■ 


on  obtiendra  *  * 

<«>  i  • 

1  t 

et,  cd  vertu  de»  formiilc*  (0),  les  deux  dertiiercs  se  reduiseut  a 


• 
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1  /  PiQz\ 


Parmi  tes  proprtetes  de  la  fonction  Hx  une  des  plus 
quables  consiste  dans  une  transformation  du  roodule  analogue  a 
cclle  des  fonctions  PJt  Qx,  RXt  dont  on  trouve  la  demonstratio« 
dans  le  §.  VI.  du  Nr.  XXXIII,  T.  XVI.  Cette  propriet«  sera 
prisc  dans  les  termes  suivant*. 


Thtorhme  I. 

En  conservant  les  notations  du  numero  cite\  8  et 
k  seront  des  constantes  d 4> terminles  par  les  cquations 

♦ 

Cela  pose,  on  aura  pour  tout  nombre  entier  tt 

ii 

Demoostration. 

En  vjrtu  du  numero  cite  on  a 


j_  /», 


Lorsqu'on  voudra  ileconi poser  le  second  membre  en  fractions 

f)artielles,  on  pourrait  croire,  qu'll  faudrait  considerer  slparement 
e  cas  ou  n  est  pair  et  celui  oü  n  est  impair,  a  cause  de  la 
relation 

/Bff*er=''e+S^t>,. 

fi         _  n  » 

mais  avec  peu  d'attention  on  s'assurera,  que  dans  Tun  et  l'autre 
reqitatioit  precedentc  pourra  etrc  reise  sous  la  forme 
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- 

ayant  pose,  pour  abreger, 

(13)  «=f+^T, 

^ourvu  qne  M,  et  iVf  noient  tKHerminrfa  par  les  «|uatians 

daus  lesquelles  £  =  0.'  De  plus,  en  se  rappelant,  quoti  a 
d'oü 

et  par  ßuite 

1 

il  resultera 

iVpa«!»«^^^  j  |  • 

Or  oo  a 

/»,+«-/»«=  «3«  i»« + £e*«i»« + ^  e»«  . 

i 

donc  il  viendra,  a  cause  de  £—0: 

» 

1 

AVa«/»«= ^äöa  /»«a*«  i»« ; 
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doü 


et,  corarae  od  a 

(da  #»•)*= 4#»«--4(l  +  r*)P*„  +  4c2/,ft« , 

il  resultera 

En  substituant  ces  valeurs  de  Mp  et  iVf,  on  obticndra 

(14)  M+  N  P*x  +  (/*V- F*,)*  ' 

et  il  nc  reste  que  la  detennioution  de  M  et  iV.  II  suftira  pour 
ccla  de  rcmarquer,  qu'en  vertu  des  equations 


1 

\ 

on  aura  d'abord 


Qk  —  QKi  $    p~  — U , 


et  ensuitc 


doü 


3W  


On  determinera  M  encore  d'une  autre,  mnniere.  En  effet,  s\ 
dans  la  formulc  (14)  on  fait  ar=0,  H  vicndra 


doü 
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en  posant 


p=ft  p—n  p=n      |  , 

(15)  J  " 

i      p— h    1        p=n       1  P=« 

Qu  aura  par  consequent 

(16)  *+M=V-l=W»^+*> . 

*  ■  ■ 

et  par  suite  la  formule  (14)  se  redalra  a 

(17)  ö**»/»«,,* 

-d-D  +  cftt^-        (#»«-/»,)»  • 

De  l'autre  coW,  cn  faisant 

d8>  ^-^O-^-SOrR)' 


oii  trouvcra 


1  p^„  sx/>2 


v2p=i  PV-PV 
l»uis 


et,  comme  on  a 


0#  !*,)*  =4  !»*-4(l  f  c*)  !*x  +  4c*!», , 


il  vieodra 


'{(#»«-!*x)ö*,P*,  f  (rx!»,)«| 
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=  P*«-2(l  +  C*)P*aP*x  +  *C*P\  P*s 

—  P*s  +  2(1  +c»)/M*— 3c2/*, 
-+2P»,-2(t+c*)/M*  +  2c*/** 
=c*/*«^c*/*«f»*+  Zd*P*aP*s-*P9* 
+  |/*a_c*/»a|  +  {1-2(1  +c*)l»e.+3c*/*«! 

=  C2(/^«-/»x),+/M«(l-C1P*«)+^«(^«Ä«)- 

ün  aura  par  consequent  .     •  . 

^<a>=-^Jc.(/»«-J»,)+  i 

- 

ou,  en  ayant  egard  aux  equations  (15), 

„  _         ,     '        ix  „Ä  /*«  (1  ~C*P*a)  +  P*J*(PaQJt.) 

d**nO=:-l' + (n-l)c*/**-  ^  ' 

Ep  comparant  cettc  equation  ä  la  formale  (17)  on  condut 


Ö*42/*W =— A  +  »c^-e^/JD, 

d'ou 

puls,  en  vertu  des  «Squations  (2), 

(19)  eHexjr-nHx=(X+6*-n)x+dJ*>. 

Observons,  que  c\r/3D  s*£vanouira  pour  x — t,  ä  cause  de  Qr 
on  tirera  par  suite  de  lequation  precedente 

SHetyk — nllx  =  (A + — n)t. 

Maie  on  a 

donc  on  obüeudra 

* 

(20)        -        *  +  Ö*--»=£t6>j*--i?}; 

- 

et,  en  ayant  egard  ans  Iquation«  (13)  et  (18),  la  forraule  (II*)  ae 
rtfdnira  a 

(21)  *(H^-^n>)-»(H,-ty=yn,(l-%fe) 

n 

vc  qu'il  faUait  dömontrer. 
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üeJuisoiis  quelques  corrollaircs  de  cc  tbeoreiue. 
En  obaervant  qu'on  a 

o=it*;  t=—  ^h*=P*^x» 
on  deduit  de  la  formale  (19): 

Or,  co  penuutunt  6  et  c  dans  la  derniere  den  form ul es  (12),  on 
en  tire 


dou 


et,  eti  vertu  de  laformule  (19),  $.  IV.  du  No.  XXXIII.  T.XVI.  on  a 
Dono  la  fonnule  cl-dessus  se  changera  en 


P*xb 


PuU, 


on  a 


et,  suivant  la  formule  (3),  $.  II.  du  Nr.  III.  T.  XVII. 


il  rc^ultcra 


• 
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t 

(22)  eHo^nUs^^u^ldjn^^^y 

Ajoutons,  que  la  ftupposition  de  a?=T*,  jointe  a  la  relation 
ÖT6=Tjk,  donnera 

(23)  Bf]k-nri>  =  -Xr6, 
ce  qui  cbangera  la  formulc  (22)  en 

(24)  6(mXth  -  J  Vk)-n(H,j>  - 1 ,6)  =ax/ 
ayant  pose^  ponr  abreger, 


(25)  ^=h„(l-^-  ). 


Si  niaintenant  on  change  b  eu  k,  h  cbangera  cd  r,  et  6  en 
|.  dapre»  les  formules  (11),  $.  ü.  du  No.  III.  T.  XVII.  il  »ien- 
clra  par  suite 

En  ayant  egard  aus  relations  t*  =  -t,  e*=0e,  en  troutera,  en 
remplacant  *  par  0X, 

(27)  (H.s-^vy6(lIo,tk-f^Vi) 
Or  on  a 

"i(  i  -  /sr^   -p*  — 
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n  an 


tlonc  on  parviendra  a 

■ 

(28)  '  (#«r-'^i?)-e(//,,,»-^,*)=-ö,/»t^//>, 

ayant  pose  , 

■ 

(29)         /)*  =  77,  JTf(l  -  -{**  — ). 

Kn  combinant  les  lorniules  ('21)  et  (28)  on  trouvera  enfin 
(30)  H^-nfh=hjD. 

7« 

Appliqtious  les  forniule*  trouvecs  au  cas  special  oii  w=2. 

Comine  il  a  4t6  demotitre  da  na  le  §.  III.  du  Nr.  III.  T. 
XVII.  on  a  pour  ce  cas 

puU  la  seconde  des  öquations  (16)  donnera 

I 

d" »  * 
ou 

X+  Ö*-»=c*  +  (l+6)»-2=46. 
Dea  equations,  (20)  et  (23)  on  tire  paf  sutte  pour  co  cas 

(31)  0t}k—ii=ln,   %2ijb—6t]h  =  c4hb 

et  lea  forroulea  (21),  (24),  (27;  et  (30)  sc  re*duirpnt  a 
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l 

(l+6)//ex,*-2/A=26^-<?*  -jgf 
tl+A)ff»,,»-2//,,»=  -e**+26    f+bj»xji- > 

n„-d        -  «Hfl  -*)  *Oör ' 

\  . 

Voyons  encore ,  ce  que  devient  la  formale  (26)  poar  n  infini. 

2t  ä 

Pour  ctf  cas  ~  et  n  »e  redeisent  a  -  et^ ,  tandisque  »on 


eeuleraent  *,  maU  aussi  n/c2  s  evanouit;  et  par  cela  on  af 
aisement,  que  »(//,,*— ykn*)  «ereduit  ä  iero.  De  plus  commeon 
pourra  supposer  n  pair,  on  aura 

■ 


et,  en  vertu  <ta»  prioeipes  etahlis  dans  le  §  IV.  du  Nr.  III.  T. 
XVII.  on  obtiendra  par  conaequent 

Ensuitc,  si,  de  meme  que  dana  le  paragraphe  eittf,  on  pose 


d'oü 


2$? 


-  sinar  2 
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la  fbrmule  (33)  sc  *eduit  a 


Ht   ■=  |W  £p*inP  {  1  -2^+i  cosfcr  +  » 


oo,  suirant  J'equution  (20)  flu  paragraphe  ciW, 
(34) 

oo  bien 


nx  n 


(35)  =  -  ar+  -  1        iCOs2* +2^«cu«ix-2^»co8Öx+... " 

En  observant,  qu*en  vertu  des  formales  (21)  et  (31)  §.  IV.  du 
Nr.  III.  T.  XVII.  on  a 


on  deduit  de  la  formale  (34) 


»r  2i;      iyo     jri  «a 


et  j»nr  »alte 


Or  de  la  formale  (8)  on  tire 


donc  on  aura,  a  cause  de  f|  =  //r ,  0  =  mt», 
(36)  #<r=if 
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De  l  autre  cote  on  a 

Hu,b  =  i  {x — Hx  f  0  -f  Ha) , 

cVoü  . 

s 

■ 

puis 

(37)  H0=r\+  i(r*—fl*h 

Maintcnant,  commc  par  des  quadratures  connucs  on  trnuvcra 

(38)  //r=^c=tJ;l-^  j  z~{*Jä)t-  ^ 

on  övahiera  //ö  par  l'une  ou  t'autre  des  formules  (36),  1(37) ,  ran- 
disque  la  comparaisori  de  ces  formules  conduira  ä  la  relation 

7t 

(30)  TrlJ»  +  W}e  =  £  +  teT*. 

Kemarquons  entin  qu'an  raoyen  des  formules  trouvees  on 
passera  aistmient  a  l'integrale  de  la  fonetion  Hx '  cette  integrale 
pouvant  etre  exprimec  en  fonetion  de  &x. 

§.  IL 

Sur  les  fonetions  clliptiques  de  la  troisieme  espece. 

IXe  nieine  que  nous  avons  substitue  l'integrale  de  la  fonetion 
R^x  ä  la  fonetion  elliptiqtic  de  la  denxieme  espece,  il  sera  plus 
cummode  de  traitcr  1  integrale  de  la  fonetion 

1 


au  lieu  de  la  fonetion  elli|»tique  de  la  troisieme  espece«-  la  rela- 
tiou entre  cette  integrale  et  entre  la  fonetion  elliptique  etant  d'ail- 
leurs  facile  ä  saisir/ 

Dans  la'  theorie  des  fonetions  elliptiques  de  la  troi- 
sieuio  espece  on  distingue  qiiatre  formes,  selon  que  r  est 
coinpris  entre  — t  et  — »,  entre  ü  et  — c2,  entre  — ca  et  —1,  ou 
entre  0  et  oo .  Mais  les  resultats  deviendront  plus  uniformes  lors- 
qu'on  considere  r  comme  fonetion  de  P2«,  er  e*tant  iode*pcndant  de 
x.    Allons  donc  decouvrir  les  propriettfs  de  la  fonetion 

determinee  par  les  eqttafions 
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PnQaRn 


[BxJx  —  jjn     päT>  J0-^Q- 


Alors,  comme  il  est  aise  de  s'assurcr,  (es  quatrc  form  es  corres 
pondront  ä 

— 

II  suit  de  l  eqaation  (1) 

De  l  autre  cot«  on  a,  (22),  §.  III.  du  T.  XVI.  Nr.  XXXIII. 

QxQtr-PsP^Rx^Qx^ 
d'oü  Ton  tire,  en  substituant  —  .r  a  a,  et  ensuite  .r  +  y  a 

QxQ*+y  =  Qy-PxPx+9Ryl 
et,  en  ayant  4gard  aux  relations  t 

il  s'cn  suirra 

1-0**4*  + +  =z(P»-2QyR9PxP*+y+&yP*xl»x\  j,. 

puis 

+  /M,=  A>»i,  +  2  Q9RyPxPx^  +  C*P*yP*sP*H  y. 

Au  tuoyen  de  celte  formule  on  trouvera 

P4a~P2a(P2x^y  +  + 
=  />*«  ~  /»«} pty+lQyRyPxPs+l  +  C*Py*P*xP*X+y\  + 

et,  en  observaot  que  Ion  a 

Texpression  pre*cedente  deviendra 
Tbcil  XVII.  30 
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=(1  -  C*P*aP*y)[P*aPa+yPa-y-  Pa(P*  |  P*-y)PxPsl  H"PVP*H  ,\ 
=  ( l- <*P*al»y)  (P„P«+ y-  PsPr  \  y)  (P*Pa-y+ PjP*+y) 

II  viendra  par  suite 

Ojr{Jx\y— Jj) 

PaQaHa  P*,+r-P** 

,       -  t  -  C*I»aPl;t  '  (  PaPa+,,-PsPr  f  ,)  (P«P«-y-PxP,+f)  * 

et,  oommc  on  a  . 

t»n>,-P*<-P!MP*P<lyh 
PJ)*Ra      _1  p  „ 

l'equation  precedente  se  reduira  a 

a  ,  j        r  ,    1  P«(P«+y-P,,-y)3,(PxPH-y)  

ds{J^y-Jx)  -  ^  {papa^pxpny)  \KPa-y-P*P,+V) 

_    ls     3x(PxP*+y)   a^PxP^y)  > 

-  i^^Pa+y-PxPx^-y^Pa-^-P^^ 

"  J^tK^ «P n\'t~~P -rP-T  in)     l(PrtPct—y  P«P *-ft/)t' 

y. 

En  integrant,  et  obscrvant  que  J0—  0,  on  obtiendra 

>       #  1 

1    P  i         1     P  P  «    —  P  P  i 

(3)   A,,-,,W,  +  J.^=».^^&*, 


3t: 


et,  lorsquo  lest  logarithmes  sont  pris  comnic  fonctions  simples,  de 
sortc  que  Im  sevanouit  pour  «=  I  ,  on  pourra  substituer  a  la  pre- 

(4,  A,^-A=^fe.{^^;i. 
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PxPx+* 


(5)  ^j;+jf+»|il^ 


PaPa\-tf 

1  o 


piiis,  cn  substituant  —  j:  ä  a%  et  ar  -f  y  h  y .  il  viendra  a  cause  de 


(0)  J^-=^  +  /f+{i^^». 

Pour  eviter  les  logarithmes,  qui,  dans  leur  acception  generale, 
representent  des  fonetions  multiformes,  il  fandrait  partir  des  equa- 
tions 

(7)         -rt-2 p*a-j»;  H»~li 

d'oü  Ton  lire  entre  /,  et       la  rclation 

,  (8)  Ks  =  cV*> 

ce  qui  changerait  les  formules  (4)  et  (6)  en 

r  ^  n  F  ^«f  ar-t-y  P b  Pa—x—y—  Pj  Py 


Pour  la  generalite*  il  serait  k  preTerer  d'introduire  la  lonction 
Kx  au  lieu  de  Js;  mais,  alin  de  ne  nous  e^oiguer  pas  trop  des 
fonetions  elliptiques,  nous  conttnuons  de  nous  occuper  de  la  fonc- 
tion  Jß 

A  Taide  des  formules  connues  on  deduit  de  l'equation  (4) 

!,  -        ,        itPaQalix~PxQxRa       l,ft«.f  .rH> 

Jsl  r -Js-Jr  _4-2l  paQaRx  +  PsQsHa  ~  21  Ra-r+t  ' 
_  .        .         \%PaRaQx—PxRxQu  l^Qa+xH 

Jx*e-J*-J°-  ?PaUaQx+P,R*Qa-  VQa-m  ' 
#       f    i  itP*Q*n*—P*Q«R* 
-  ^x-^  -  JPaQxRx+PxQaRa  "  V Pa\x' 

Jusqu  ici  on  a  supposö  «  invariable;  mais,  en  laissant  varier 
a,  on  parviendra  ä  des  formules  analogues  ä  Celles  que  nous 
avons  trouve  pour  la  Variation  de  x.    En  effet  on  a 

30* 
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et 


/Sä^T»  =  ' 

*     v  ~ *        i  *■* 


Oll 

r     PaQalt«        ,     PsQsUx  _    o  i*„-~M**aP*z  +3/««  P**—  P*X 

oii,  (mi  egard  aux  cquatioHs  (1), 

oh.  cc  qui  revient  au  memo  »f»*n^ 

Oii  tosnherait  eu  erreur.  si,  en  integrant  par  rapport  aar  et  a,  on 
voudrait  detennincr  les  eonstantes  dintegration  par  la  supposition 
de  .r  — ü  et  «=0,  puisque  la  fonetion  7x,a  determinee  par 


P*  PaQaUa  , 
-J  i»a-P*s 


_.   _       -  .♦*«••» 


•  •   i  ■  « . 


restera  tont  ä  lait  indeterminee  pour  a=0r  taut  qu'il  n'y  a  pas 
ii ii e  relation  enlre  «  et  .r  de  maniere  a  s'evanoutr  en  meine  temps. 
Mais  ce  nc  st-ra  pas  autaut  par  rapport  a  öx  «Ar,o»  cette  derivee 
s'evanouissniit  avee  «.  pourvuque  .c  nc  soit  nulle  en  in  eine  temps. 
iNous  mettons  en  consequence  I  equation  (11)  sous  la  forme 

et  nous  en  deduisons  '  l'  *  ^'V'.' >a«) 

ou,  eu  egard  a  lequation  (•>) , 

r 

3x$«  (Ja,l\lj  «Ar,.r)  C^PifBxPxPjL  |  7  ~  ^«Crl  y>  yj    ^  '  yj  /*    ^  ^  * 

- 

En  integrant  d'abord  par  rapport  a      il  viendra 
puis,  en  integrant  par  rapport  a  f/, 


UIQIIIZ©" ' 


415 

•  •  »  n  r*  n  n  >  .  Py—n    PttPa\y — PxPx+v 

S 

pourvuque  le  logarithme  soit  pris  rommo  fonction  simple.  En 
remplacant  et,  xt  y  par  xt  «,  p  on  obtiendra 

(t2)  J^ß-Js^JsJ-XetPaPßPalß 

l.Pß-x  PxPx+ß-PaPalß 


ou 


Heller     i  Im 


PaPa+ß   j 

J*,aljl=Jx.a+  Jx>ß  +  X<?P*PßPaYß  +  £  1  Jj* 


A 1  S 


+  1 


et  enGn,  si  Ion  substilue       ä  «,  puis  «  +  <3  ä  (3,  on  trouvera 

P«Pß  i 

(13)  ^>ol ^„«f  JItß+xc*PaPßP«i ß  +  ^^T" — 
En  observant  que  #r=U,  Üa—0y  il  suit  de  l'tfquation  (I) 

* 

on  tircra  par  suito  de  la  formule  (12) 

(14) 

[f  F  »  PMa       t  ,  PgQgRx-  PxQxR«  l,ft«J-c+g 


Ä  «  -  2  '  P«0«Ä,  +  PxQxRa~~  2§  Äa-x  ^  ' 

f  I  hP<ß«Qx- PxRjQa  _  J.  9«  ,  |  C 

-/x,«h, ^  -?paR^/+psKzQa-SQa-xtQ 

De  plus  on  a  eviderameut,  en  vertu  des  equations  (I) 

(15)  Jxtayir~Jx*Ut  Jx,a\  2<j  =  »/.r,a»  J x,a+lQ  —  J x,a, 

et,  a  cause  de  la  relatiön  o  =  ö-  r,  on  aura  par  suitc 

-  Jxttt\ q~  Jx,a  \  a—  t  =  «/jr.af  0+1  I 

donc  ou  trouvera,  cu  egard  aux  formules  (14), 
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ou 

ou  bicn 


(16)      Jf,cWx,a  +  2^f-a  =  5l^-' 


En  comparant  les  formales  (U)  et  (16)  aux  forraules  (10),  on 
conclura  * 

(J7)  Ux\a,a—  Jo,<t~Js,(i\ a — X  -77—-» 

dou  encore,  ä  l  aide  des  formules  (15), 

♦ 

(18)  Ox+<r,«-|-o  — «/<;.afö=/r,rtf  X 

f  11  QnRg . 

cn  y  ajoutant,  que  des  formules -(U)  ct  (16)  on  tire 

a  PaQc 


(19) 


■ 

  *  QaHa 

"  ff 


H  viendra 
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iJx  f  d.a+«  =  J  xm  +  «/«r.«  +  Cr  +  <J)  » 


> 

Pour  completcr  la  theorie  de  la  fonction  il  faut  «Hablir  leg 
formules  propres  ä  la  reduction  de  /x  dans  les  cas  ou  le  module 
c  cesse  cTetrc  positif  et  inferieur  ä  1.  On  se  sert  pour  cela  des 
formules  , 

Px,-e  —  /Jx>     ö^.-c  =  0x  »    Äjr,-«=  Äx  / 

P    xt=cPx,  QoS\~R*>  Rcx\~Qx> 
rx'c  e  e 

'5~  6  * 


auxquelles  on  •  pourra  joindre 

j  e/ 

En  effet,  suivant  l'equation  (1)  on  aura 


PaQalt 


» 


et  par  suite 

PaQnRa         2    »  . 
PaQaRa         «  » 

öx  Jcx.ea.1  =  V^F**XJ» 
e 

* 

En  integrant  il  vicndra 
(•21) 


«/rx,ca.l== «/ /"» 

c 
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Jixjajb  =  /r+<7,a+  a  —  «/<r,a-f  <r  \ 

et,  en  vertu  des  formules  (18),  on  pourra  substituer  aux  dernieres 

!§    i    « i*aQa 

Enfin  il  reste  encore  ä  moütrer,  comment  les  transformations 
du  module  trouvees  pour  les  fonctions  Px  et  Hz  soient  applicables 
ä  la  fooction  Jx. 

* 

En  combinant  les  formules  coiimies 


et 


(fx.k 

1  -  7vr^  ~  TT, 


1 —  Lw — 
7 


il  s'en  suivra 

P2ea,k—Pt$x.k  =?  77p 


it 


d'oü,  en  prenant  les  logarithme*,  et  differentiant  par  rapport  ä  « 

.  Pea,k  Qda,k  lfßa,k      "  2  ü.  " 

ou,  cn  vertu  des  equations  (1), 

n 

on  aura  par  suite 


■ 

Digitized  by  Google 


v 


449 

t 

(23)  'w^WjM&t*. 

■ 

A  1'aide  de  la  seconde  des  foraules  (22)  ou  cd  tirera 

(24)  ^/.^ip^  " 

ayant  pose,  pour  abreger, 

ön  pourra  donncr-  an  second  menibre  de  cette  equation  une  forme 
plus  compacte  an  moyen  des  transformations  connues;  mais  on 
v  parviendra  plus  promptem ent ,  en  differentiant  par  rapport  ä  x 
f  equation  (24),  ce  qui  donnera 

t  * 

m 

d'oü,  en  observant  que  J-  =  0, 

1 

Or  on  a  0^  =  »^,  et  pareuite  P%h  =0  ou  p—-^=0,  selon  que 

n  est  pair  ou  im  pair.  Si  donc  on  deVigtte  pard  un  coe  (Tiden  t  egal 
a  1  ou  0,  selön  que  n  est  pair  ou  impair,  on  aura 


ce  qui  changera  I  equation  (24)  en 
(25)  Jes.ea.k^xie^-p^AS,^^,. 

En  remplacant  k  par  b,  cc  qui  changera  h  cn  r,  d  en  ^  •  'a 
precedeote  sc  reduira  a 
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ou,  en  observant  que  e*=0f, 

(27)  j.^a=^2^+i?^xö(af^e)F 

d'oü  encore,  en  vertu  de  la  formule  (23), 

«  * 

('28)  Jnx,  na  ~  U  &n 

Eo  considärant  en  particulier  le  cas  special  oü  h=2,  on  aura 
.     1—6        2^6        2V7<   .    1-4     A    -  ,  ,      2  . 

et,  comme  dans  ce  cas  n  est  pair,  6  sera  ej»al  a  1.  Les  formule* 
(23),  (25),  (27)  et  (28)  se  reMuiront  par  snite  ä 


Pour  savoir,  ce  que  deviennent  les  forniules  trouvees  pour  n 
infini,  il  faut  Unterlinner  prealablement  les  fonctions 

Jtx,(a  et  Jx,a,t 

pour  le  cas  ou  6=0.  Mais,  puisque  les  öquationa  (23)  et  ("25) 
conduiscnt  a  des  forniules  connues,  nous  n»us  occuperons  seule- 
ment  de  la  formule  (20),  ce  qui  exige  la  d£termioatioti  de  /r,«*. 

On  aura  pour  cela,  en  vertu  des  equations  (1) 

a,f 

De  plus  on  a 

Px,i  =  sin*,    Qx,,  =  cos#,    Kj.t  —  1 , 

pourvuquc 
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*/Jx.*=0, 

ce  qui  cbangera  ia  precedente  en 

~  _        _      aincrcosa  l  sin'iw 

äxJx  ^i  -(S-Ina)«_(8inj.)«-  i9\n(a+x)  8in(«-x) ' 

I 

- 

Or  on  a 

^  jsinfo+.r)     cos(g-f-:r)     coti(a—u:)       >  8in2« 
donc  il  viendra 

dm, 

(30) 

pouiruqoe  le  logarithmc  aoit  pris  eorame  fonction  simple. 


- 


Si,  au  contraire,  tPa,e  n'est  pas  ^gal  a  0,  si  p.  e.  a  est  de 
la  forme  on  aura 

— KT-  1-«»/»«^:,' 

OU 

cos« 

■\ 

«Voü 

■ 

(31)  /,.a+,„.--™«. 

swa  . 

Maintenant,  comme  pour  n  infini  il  est  indifferent  de  suppo- 
ser  it  -  pair  ou  impair ,  noua  faisons  »  impair  ce  qui  periuet  de 
»ubstituer  a  la  formule  (*2ö) 


L. 
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(32) 


t 


oyant  pose  pour  abreger 

(33)   ariV=2:     {J  k+Jxaj*Pa  J- 

a 

Supposons  de  plus;  qtie  x  et  a  soient  pris  de  mauiere  a  satis- 
faire  aux  conditions 

ePx,,=ü,  ff>«,«; 
alors,  en  se  rappelanr,  que  k  s'evanouit  pour  w=»  ,  oti  aura  aussi 


tant  que  ^  restera  inferieura  I.    On.  pdurra  enfin  stipposer  le 

2p 

nombre  wi  iufinj  mais  inferieur  ä  n,  de  «orte  ,que—   restera  infe- 

n 

rieur  ä  1  dans  la  sorome  du  second  membre  de  l'4quation  (32), 
tandisque  —  convergera  vers  1'unite*  dans  la  snnime  du  secood 

nierobre  de  l'equation  (33).  Pour  le  pr emier  cas  subsistera  l'e> 
quation  (30),  et  pour  lautre  lequattou  (31);  dou  il  suit  que  iV 
sera  iudependant  de  x>  tandis  qua  cause  des  relations 

reg      titXb    n  *2r 

l.equation  (32)  se  räduira  a 
(31)   J  ^N*-}—— 

*p~!  |  sinket  -    +  />y)     stu^o  — 
ou,  en  vertu  des  equaüons  (30),  J.  IV.  du  T.  XVII.  Nr.  Ul. 
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(35)  J%Lr*l=*NA^x 

n  n 

Pour  dttterminer  la  conatante  iV  on  dillerentie  par  rapport  a 
x,  ce  qoi  donnera 

ZT    ä       »  w  1  I 

n  n 

d'oü  Ton  tire,  en  prenant  ;r=0, 

IT     n  n 


[iuis 


A = 3.1  /'*,„-    2« = S  J-£- 


on  a 


»  • 


(30)  *V.=a-R 


et  par  nuite 


z„ 

donc  on  obtiendra 

iv=  -  a«/e„. 

En  subütituant  cette  valeur  de  iV,  l'equation  (35)  deviendra 

12, 

(37)  >ir,y.=  -*we«  +  2i2 


'ft-X 


De  plus,  en  observant,  quo  la  formule  (16)  donne 

p 


1  P*I<«-*) 
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*  _ 

oii  aura,  au  moyen  de  la  yrecedente 


u 

*r**r«|.Ä= — «t)^|ö«Pir  J  +  x|   ä  


71 


um  suivant  l'equation  (30), 

(38)        ^«rx,*Io  +<>  —  ~*  x**«l    +  21 5^  ' 


Ajmitotis  enfin  qu'ä  l'aide  de  la  formuto  (34) %.  I.,  jointe  a  la 
formule  (36),  on  pourra  wubstituer  aux  formules  (3?)  et  (38) 


(39) 


7-(a— x) 


Ces  formule»,  jointes  ä  la  formule  (34),  §.  I.,  conduisent  a  une 
relation  remarquable  entre  la  fooction  Jx  et  l'intägrale  de  Ux. 
On  pourra  demonlrer  directement  cette  relation  au  moyen  de  la 
formule  fondamentale  de  la  fonetion  /fr,  comme  sela  a  ete* 
que  par  M.  Jacobi. 
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»c  integral!  definito 


Christianus  Fr.  Lindman, 


Si  priua  posuerimua  tt^num.  imp.,  habebimtis 


n-l 


-+wgSin(w— 4).y— ....  dbw»-i  Sinx}  .  .  .  (o), 


indeßnita  integratione  provenit 
Quam  vero  sit  in  genere 

1      /Vy  im — 1 

M  I  I   M  ■  *  - 

•)    Vide  Minding,  Integral-Tafeln  pag.  198.    Herl.  1849. 
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hac  formula  asi,  fosito  primum  y  =  »ar,  deimle  <2)x  etc. 

inveniemus 


n-l 


/Sin»*  , 


f*tix  711  —  1 

■  +»„»—'/  —  Sln(wg-f  ^  ») 

»=«-»(« -2)»-'rtm—v)„.  ,  .       v  — 1- 

+     jL,  -Sin(S^.ar  +  -5-  ») 

-  fi,  («-3)— y^SinÖTr2.*  + 


1  . 

Vulordextri  membri  nunc  determinandus  estprojr=0  et  x^<x>. 
Quoniam  in  genere  est 

Sin(z  -f         *)=SinxCos  — «-f  Coa2Sin,W  * 


h.  e. 

wt— 1  1,1 -1 

"  Sio(i-|--^— =     1)  56  Sim,  si  est  m=num.  imp.. 

* 

Sin(r  +  — ^(-ty'Cosz,  «i  est  #/i  =  nöm  par. 


et 


J^^y^tl*  —  <x>  >  necesse  est*  sit  m=num.  hnp. 


1 

■ 
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„  i 

Si  Sin  (w x  +  -y  n)  et  insequentes  sectindum  theorema 


Sin(o  +  6)  =  SinnCoso  +  OosaSinö  , 

• 

tractantur,  unaquaeque  ex  summte  flnitis  in  duas  disjungitur.  ubi 
inest  Ä.nus  aut  Cosinus  multiplieia  ipsius  x,  prout  sit  v=num. 
imp.  aut  Dar..  Huc  accedit,  quod  valores  extremi  ipsius  v  sunt 
m-2  et  1  gl  est  v=num.  irap.,  at  m-1  et  2,  si  est  v=num 
par.,  quaniobrem  posito  2v-l  pro  r,  si  impar  est,  et  2v  pro  v, 
si  par  est,  habebimus  r  1  v' 

■-»  "t-, 


fn-1 


—  n  F=P" (-l)*-twap-i^m-2v; 


+  -  1  *  f-l)-«(B-2)«>-«jXm-2v-|-l)^.  , 


^  1(-I)r-i(w-2)»^iiTm~2v)^ 
+  *«  r_*   -^3»;  Cos(«-2).r 


T7J-1 


»=  »  (-l)r-»J»r-«fXm-2v+1)^. 
— 1  r=l   «gW-ttr+I  Siiij; 


m-l 


-  «  (-IK-il«-ij1[m--2v)  -1 

— ^~i=K  Co8*J 

Pro o. — omnes  sumiuae  in  nihilum  aheunt,  proptcrea  quod  Sinus 
et  Cosinus  limites  +1  et — 1  excedere  aequeunt.  Pro  x=0  omnes 
summarum  termini,  in  quibus  insunt  Sinus,  nihilo  aequales  evadtint, 
quia  ad  inveniendos  veros  valores  horum  terminorum,  qui  hac  positione 

in  formam  indeterminatam  q  abeunt,  numeratores  et  denominatores 

(w — 2v-f-I)'**  differentiandtsunt  etquotientes  differentiales  numerato- 
mm,  quum  sit  m — 2v-J-t  =  num.  par.,'  Sinui  aequales  ideoque  nihilo 
aequales  pro  ar=0.  Omnes  summae,  ubi  Cosinus  inest,  totidemhabent 
termini ,  qui  pro  codem  valore  ipsius  v  communem  implicant  fac- 

H  — 1 

(—1)  *  *v~l  iTm— 2v) 
torem  —  ^n~1xm-'lpr[m)  '        ^ermin'18  addendis  inveniemus 

Theil  XVII.  3  t 
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^iii=KJ^pZ'  lwo»lr-1  Cos**~«  (•t-2)«"*Co8(n-2)ar+... 
Quum  5  comparatur  cum  formula.  («),  facile  apparet  esse 

Quum  vero  necesse  sit,  cuucti  quqticntes  differentialcs  ipsius 
j  Sin":r,  nisi  sit  w<m,  dignitatem  Sinus,  cujus  index  major  sit  quam 
m— 2v,  factorem  habeant,  elucet  esse  *=0  pro  «=(1.  Quia  hoc 
verum  est  uro  omuibus  ipsius  v  valoribus,  omnes  hae  surumae  ni- 
hilo  aequales  evadunt  &i  jam  integralia  nuc  usque  relicta  adeamus 
et  reputemus  formuJas 

Sin(«-^2p.x+^Jjr)r=(— 1)  *  Sin(ft  —  2p)xt  (m=tnum.  imp.) 


invenimus 

 n~i 


■ 

ubi  n  et  m  sunt  numeri  impares  et  m. 
Posito  jam  n  =num.  pari,  eonstat  esse 

% 

Sin»*  =        lw0  Cos  tu:—«!  Cos(n-2)*+ .... 
unde  indefinita  integratione  prodit 
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dt*» 

Beneficio  formulae 

v  -  i 


■inv-i  I\m — v) 


+«0»— y!f:Cos(»u:  +  -ä-») 


* 


2 


Quum  in  gcoere  »U 


h.  c. 


*)  Vidc  Miuding  I.  c.  si# 
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Cwd  +  '-üji») =(-!)"»  Cot», 


si  est  m=num.  imp. 


|  in 

Cos(x  +  =z  (—  I )  "*  Sin  2, 

si  est  wi=  nom.  par.; 


u 

necesse  est,  sit"  m  =  nura.  pari 
Arihibendo  theoremate 

- 

Cos(a+o)  = 

unaequaeque  ex  summis  finitis  in  daas  dinjungitur.  Tum  termtnas 
generalis  ejus  summae,  cujus  numerus  ordinalis  est  p,  hanc  sibi 
induit  formam: 

■ 

.  7i,(n— 2p)*-lI\m-v)  v— 1      c  v— 1 

±—  (Cos(«-2p)a:Co8-2  -  n— Sin(n— 2p)  jrSiu-p 

Quum  vero  est  v=num.  imp.,  est 

Cos «==(—!)*  ,  Sin-~«=0; 


et  si  est  v=num.  par.,  est 


Cos       »=0,  Sin -j-ä  =  (-!)» 


quamobrem  Cosinus  mulliplicis  ipsius  x  in  terrainis  inest,  noo 
nisi  est  v=num.  imp.,  Sinus  vero,  si  est  v—  num  par..  Praeterca 
valores  ipsius  v  extremi  sunt  m— 1  et  3,  si  est  v=num.  imp.,  et 
tu — 2  et  2,  si  est  v=num.  par.,  quamobrem,  posito  2v+l  pro  v,  si 
impar  est,  et  2v  pro  v,  si  par  est,  prodit 


- 


4 
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m—2 


r-- 

"(-l)'-1rt*'->r(m— 2v) 

v-l  Xm 


2     r  =  l 


Posito  v  =  1  in  omnibus  summte,  übt  Cosinus  inest*  summa  horum 

terroinorum ,  aucta  termiuo  ^ 2"(m  1)^*»— *  evauit 

(— 1)* 

•2— i<— "o  Cos»* + *  t  Cos(»-2).r— .... 

quod  niliilo  acquale  est  pro  *r=0,  si  est  w  w.  Summa  ceterorum 

termiitorum,  in  quibus  v  euudem  habet  valorcni,  est  aequalis 

(— l)»-*I\m-2vil)  (Sin**) 
r2**-2(,Sjii«;r) 

(juum  vero  necesse  sit,  '  {fap-*  habet  ut  factores  diguitatcs 
ip.siu«  Siar,  quarum  exponentes  sunt 

- 

>  m-2»>  +  I(//^»i), 
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» 

-  - 

sequitur,  ut  81  ot  hae  omnes  summae  =0  pro  x=Q.   Summae  quo 
que,  in  quibus  inest  Sinus  iiiultiplicis  cujus  dam  ipsius  xf  pro 
x=Q  in  nihilura  abeunt,  quod  eodem  modo  ac  supra  demoostratur. 

Pro  a?=oo  cunctae  summae  sunt  =0.    Denique  ad 


Cos(n— 2p.ar+-g— ä)=  (— l)rSin(n— 2p)x  (m=num.  par.), 


•«Sin»*,       (-1)  *  n 


Integral«  igUur  definitum  f^~z^*dx  semper  Onitura  est, 

%j  x 

=  num.  pari  posttivo  ?el  0,  et  exhibetur 
per  formulam  (ß),  si  n  et  m  sunt  numeri  impares, 
per  formulara  (6),  si  n  et  m  sunt  numeri  pares. 


« 


■ 
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Uefoer  das  Auffinden  von  Dreiecken, 
deren  Seiten  sieh  gleichzeitig  mit  den 
Halbiruqgslinien  durch  ganze  Zahlen 

ausdrucken  lassen. 


Von 


Herrn  Dr.  E.  W.  Gr,cbe, 

Gymnasiallehrer  zu  Cassel. 


In  der  Bacfaet'schen  Ausgabe  des  Diophant'  (Totosae  1670) 
findet  man  Seite  316.  die  Aufgabe  behandelt:  Trian^ulum  scalc- 
num,  oxygonwm  vel  atnblygonium ,  constitaere  in  rationalibus ,  ut 
ab  angulo  acuto  vel  obtuso  dueta  Itnea  dividens  basim  bifariam 
sit  rationalis.  Eine  Bearbeitung  der  ungleich  schwereren  Aufgabe 
aber,  Dreiecke  anzugeben,  deren  Seiten  unter  sich  und  zu  allen 
drei  HalbirungsHnien  ein  rationales  Verhältnis  haben,  ist  mir 
ungeachtet  des  gewiss  interessanten  Gegenstandes  bis  jetzt  noch 
nicht  bekannt  geworden.  Es  bedarf  keiner  besonderen  Erinnerung, 
dass  sich  die  genannten  Stücke  dann  auch  In  ganzen  Zahlen  wur- 
den ausdrücken  lassen.  Das  Nachfolgende  mag  als  Beitrag  zur 
Auflösung  dieser  Aufgabe  dienen. 

Bezeichnen  wir  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  mit  a,  b,  c,  die 
nach  denselben  gezogenen  HalbirungsHnien  mit  f«,  f©,  Ut  gewisse 
unbestimmte  rationale  Zahlen«  erthe  aber  mit  m,  p>  q;  so  ist 


[I] 


4fc*=2cM  2«»-©*, 
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4(4*— c*-2ca— a*  =  c*—2ca4  a2— 


(c+«+2fo)  (c+a-2&)  =  (A+6-«)  (A-C  +  o) , 
(«+H  2*e)(a  +  A-2/f)  =  (c+a-6)(c-a+6) ; 


w  esshalb  man  sclzeu  kann 


«  +  6+2/c=r/(cfa-6). 

«  +  6-2/c=  ](c— a  +  Ä); 
/ 


«voraus  dann  weiter  folgt 


26+2c=iit(o+6-t)+  -L(„_6+c). 

iii 

2a + S»  =  *(c  +  tt-b) +  !  (c  _  . + b) . 


'  ('«  +  ,~  )«  +  (». -  ,|  -'2)4 K-m+ 1  _2) <■  =  o, 
(-/>  f  J  -2)«  +     +  ?  )  b  f  („  -  \  _2)c  =  o . 
(l-\-2)«U~H    -2)4  K»  +  J)e  =  0. 
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Beachtet  man  die  Natur  unserer  Aufgabe  einerseits  und  die 
Gestalt  der  letzten  Gleichungen  andererseits;  so  überzeugt  man 
sich  bald ,  dass  nur  zwei  dieser  Gleichungen  zur  Bestimmung  des 
gegenseitigen  Verhältnisses  der  Dreiecksseiten  benutzt  werden 
dürfen,  und  dass  mithin  die  dritte  Gleichung  nur  als  Bedingungs* 
gleichung  zwischen  rn,  p  und  g  in  Betracht  kommen  kann.  In 
der  T hat  findet  man,  wenn  man  die  beiden  ersten  Gleichungen 
in  [6]  nach  a  und  b  auflöst: 


(w -  i  +2)  (p  +^H(m- ^ 
 1  1  1   1    c' 

m  ....  ^  .  * 


6  = 


(«»+  ~)^+-,)+(m-^-2)(p-J  +2) 


c 


und,  wenn  man  diese  Werthc  in  die  dritte  der  Gleichungen  [6] 
substituirt  und  alles  reducirt,  die  Bedingungsgleichung 

i8]  -  "»<> + 4^- +2  (" + £ + J)-<- 

Durch  das  Aufstellen  dieser  Bedingungsgleichung  ist  unsere 
Aufgabe  aber  nicht  leichter  geworden.  Man  sieht,  dass  von  den 
drei  rational  sein  sollenden  Zahleuwerthen  m,  p  und  q  nicht  ein* 
mal  zwei  ganz  willkubrlich  angenommen  werden  dürfen ,  indem 
allemal  der  dritte  von  den  beiden  andern  durch' eine  quadratische 
Gleichung  abhängt.  Ist  die  Gleichung  [8]  in  rationalen  Zahlen 
losbar,  so  kann  auch  unsere  Dreiecksaufgabe  durch  Anwendung 
der  Formeln  [7]  und  [4]  gelöst  werden.  Umgekehrt  würden,  wenn 
eine  Lösung  der  Dreiecksaufgabe  auf  anderem  Wege  gelänge, 
dadurch  zusammengehörige  Werthe,  die  der  Gleichung  \H]  ge- 
nügten ,  gefunden  werden  können.  Ein  solcher  anderer  Weg  soll 
jetzt  von  uns  betreten  werden,  indem  wir  uns  von  einem  Vcr- 
,  die  Gleichung  [8]  geradezu  aufzulösen  wenig  Erfolg  ver- 


Nehmen  wir  den  gemeinschaftlichen  Nenner  der  Formeln  in 
17]  als  Werth  für  c  au,  wodurch  a  und  6  auf  den  jedesmaligen 
Zahler  beschränkt  wird,  multinliciren  wir  dann  sämmtliche  drei 
Ausdrücke,  um  alle  Brüche  zu  beseitigen,  mit  m/j,  reduciren  und 
dividireu  durch  die  sich  als  gemeinschaftlichen  Factor  zeigende 
Zahl  2;  so  kömien  wir  setzen: 
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■ 

J  bz=m*(<lp)  +  m^+ty-l)  +  <-p»+l) 
l"J  j  =,Am-l)+P(2»H2»)+(-»tl). 

/  c  =  m«^*+f»)  +  «(-p,-2»>+>)  +  (-|»  +  IJ 
=p«(»«-m) +p(m«-2m-l)  +  (m+l). 

Leiten  wir  hieraus  durrhl  die  vier  ersten  Gleichungen  in  \A\ 
Ausdrücke  für  2f.  und  2fr  ab;  so  finden  wir: 


[io]  ..»•»• 


=/>*(w*-2m+l)  +  ^JibH2ih+1)  +  (-2), 
=/>*(2m2-  m— 1 )  +  p(-2w + 2)  +  (-3m  - 1 ) . 


Wenn  man  min  ferner  nach  der  dritten  Gleichung  in  [11  einen 
Ausdruck  för  42«*  berechnet;  so  bekommt  dieser  nach  gehöriger 
Reduction,  wenn  man  ihn  ohne  Parenthesen  schreibt,  im  Ganzen 
zweiundzwanzig  Glieder.  Bei  dem  Versuche,  die  Quadratwurzel 
aus  demselben  auszuziehen,  bat  man  Veranlassung  zu  beobachten, 
dass  die  V\  urzelausziebung  aufgehen  würde,  wenn  vier  Glieder 
geändert  werden  dürften.  Es  ist  nämlich 

#  * 

4rV»  +  36mV  -  36m3/>  -  36mz»3  +  36m/> 

ein  vollständiges  Quadrat,  das  wir  mit  t*  bezeichnen  wollen.  Die 
Wurzel  dieses  Quadrats  ist  merkwürdiger  Weise  dem  Untersthiede 
zw  ischen  2U  und  2/*  gleich ;  oder 


[II]    } 


r=m*(-/;H3/#)  +  m(-p*+4p+Z)  +  <2r»'-/>~l) 
=:/>*(-m*-m-2)  +^(3mH4m-l)  f  (3m- 1). 


Weil  aber  nach  dem  eben  Bemerkten 

[12]    4<cÄ-T»«3Ömz»(m*-l)(p^l); 

so  kann  man  unter  Einfuhrung  einer  neuen  unbestimmten 
nalen  Zahl  r  setzen: 


i: 


2fc  +  t  =  6>(m«-l)r, 

[13] 
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sich  ergibt ; 

*  4  k  * 

[14]    ^^Zp{^\)t\%-^^i 

=K-^)+*3»V-3,)+(£). 

Legen  wir  aber  der  Zahl  r  den  willkührlichen  Werth 

riÄi  - 

lwJ          r—  3m—  1 

hei,  was  durch  unsere  Aufgabe  an  sich  nicht  gefordert  wird,  und 
hier  ^nur  desshalb  geschieht,  damit  wir  bei  der  Verbindung  der 
zweiten  Formeln  in  [11]  und  [15]  zu  einer  Gleichung  des  ersten 
Grades  für  p  gelaugen;  so  erhalten  wir: 

♦ 

[17J  .....        (3m    t)         2m  -1) " 

Wird  dieser  Werth  von  p  in  die  Formeln  [9]  substttutrt;  so 
erhalt  man  nach  Wegschaffung  der  Nenner,  oer  gehörigen  lie- 
duetioa  und  nach  geschehenem  Aufheben  mit  den  sich  ergeben- 
den gemeinschaftlichen-  Factoren,  unter  welchen  sich  auch  der 
leicht  zu  übersehende  Factor  m-f- 1  befindet,  Ausdrücke  für  die 
drei  Seiten,  welche  ganze  rationale  Functionen  des  fünften  Gra- 
des von  m  sind.  Schreibt  man  dann  ferner  —  m  statt  m  und 
Ändert  in  den  Ausdrücken  für  h  und  c  alle  Vorzeichen ,  was  offen- 
bar geschehen  kann,  da  die  Werthe  der  Halbirungslinien  nur  von 
den  Quadraten  der  Seiten  abhängen;  so  bekommt  man  für  die 
Drcierksseiten  und  die  zugehörigen  Halbirungslinien  folgende 
Formeln: 


118] 


a  =  9m»  -f 1 1 7m«  +  f>2m*.-64m*  +  25m  + 1 , 
b  =4öm»  +  54m4—  104m* -42m2— 21m +  4 , 
c  =36m»  +  99m4+  122m*-24m*— 14m  +  5, 
2C.  =  81  m»  f  135m4-54m» + 98m*  +  37m-9 , 
2£» =27m»  +  252m4  +  180m»— 70m*  +  ro-6, 
2fc=54m»  -f  63m4-54ro'  -  172m*  +  16m-3 . 


Da  diese  Formeln ,  wie  man  sich  durch  Substitution  überzeu- 
gen kann,  den  Gleichungen  [I]  genügen,  so  lösen  dieselben  unsere 
Dreieck  «aufgäbe  auf;  ob  jedoch  in  diesen  Formeln  alle  AuflOsun- 
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gen  der  fraglichen  Aufgabe  enthalten  seien,  bleibt  unfcewiss;  da, 
wie  schon  gesagt,  die  Relation  [16],  auf  welche  die  Formeln  ba- 
sirt  sind  ,  willkührlich  war,  und  vielleicht  noch  andere  von  ihr 
verschiedene  Relationen  zwischen  r  und  m  aufgestellt  werden 
können.  Dass,  wenn  man  in  [18]  für  m  irgend  einen  positiven 
oder  negativen  rationalen  Werth  substituirt,  und  dadurch  eins 
oder  mehrere  der  sechs  Resultate  negativ  werden',  ohne  Weite- 
res dafür  das  positive  Resultat  genommen  werden  dürfe,  ist  be- 
reits angedeutet  worden.  Nur  dann  sind  Resultate,  welche  arith- 
metisch ohne  Fehler  sind,  für  die  Geometrie  unbrauchbar,  wenn 
die  Summe  zweier  Dreiecksseiten  kleiner  ist  als  die  dritte;  z.  B. 

«  =  480,    6=337,    c=103,    2fe  =  134,    2fe  =  G07,  2*c=823. 

Weil  feiner  bekanntlich,  wenn  man  aus  den  drei  Halbirungslinien 
eines  Dreiecks  wieder  ein  Dreieck  beschreibt  und  in  dem  letzte- 
ren die  Halbirungslinien  zieht,  diese  zu  den  Seiten  des  ursprüng- 
lichen Dreiecks  in  einem  einfachen  rationalen  Verhältnisse  stehen; 
so  kann  man  auch  die  Formeln  für  die  doppelten  Halbirungslini 
zur  Berechnung  der  Seiten  verwenden,  während  die  Formeln  für 
die  Seiten  mit  3  multinlirirt  die  doppelten  Halbirungslinien  aus- 
drücken. Endlich  sinn  die  Formeln  [18]  noch  der  mannichfac li- 
sten Umgestaltung  fähig,  welche  dadurch  bewirkt  wird,  dass  man 
statt  m  beliebige  rationale  Buchstabenausdrücke  substituirt.  Man 
kann  durch  solche  aus  der  Lehre  von  den  höheren  Gleichungen 
hinlänglich  bekannte  Operationen,  um  nur  eins  anzuführen,  be- 
wirken ,  dass  sSmmtlicne  Glieder  der  sechs  Formeln  positiv  wer- 
den. Bei  der  Berechnung  des  jetzt  folgenden  Verzeichnisses  eini- 
ger zusammengehörigen  Wcrthe  für  die  Seiten  und  doppelten 
Halbirungslinien  sind  solche  Umgestaltungen  vorzugsweise  benutzt 
•worden. 
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86 

87 

158 

131 
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■ 
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1252 
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877 
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o**oo 

*  * 

lfißl 

»n/y 

13*23 

1118 

• 
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'2491 

■  s 

1266 

3593 

/ 

4777 

6052 

1645 

3396 

3253 
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4198 

4525 

3368 

5007 

10418 

8207 

6161 
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11798 

8553 

* 

19715 

8896 

16651 

8307 

9512 

1&331 

21619 

20074 

11885 

9365 

8619 

5576 

11093 

12779 

17114 

-• 

17417 

11637 

10750 

14093 

26503 

27004 

470 


1 

c 

Ha 

2H 

15805 
16635 

26184 
22067 

19651 

43517 

24214 

38531 

- 

27938 

47521 

40343 
52496 

27328 
69581 

34186 

21759 

42373 

58725 

35138 

36907 

41879 

91028 

89443 

74357 

27717 

53270 

41023 

126353 

98776 

69859 

75534 

05935 

123391 

112916 

129707 

51446 

83877 

93877 

170440 

126031 

• 

102719 

145458 

156391 

290533 

203480 

177493 

130611 

82025 

Ol  DUO 

- 

100321 

202627 

201844 

201675 

160537 

200092 

301571 

304718 

101210 

246693 

231457 

467564 

258407 

297707 

265631 

190968 

161263 

233215 

395806 

433649 

304667 

158796 

226721 

245795 

513062 

429737 

i 

187750 

373777 

379413 

729436  1 

467653 

453833 

251799 

578066 

410183 

970267 

359368 

791755 

269512 

564073 

560535 

1091842 

674903 

683689 
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Zufolge  des  ersten  dieser  Beispiele  würde  die  Gleichung  |8] 

s 5,  p=2j,   o  — 4,  zufolge  des  zweiten  durch  ot=l^, 
I 

j>=r5,  9=8  g  au%elöst  wer<len. 

Ich  wurde  diesen  Aufsatz  hier  schliesscn,  wenn  nicht  ein 
merkwürdiger  Umstand  noch  eine  besondere  Erwähnung  verdiente. 
Der  Gang  der  Untersuchung  hätte  nämlich ,  nachdem  die  Glei- 
chungen [1]  aufgestellt  waren,  zwar  ein  ganz  ähnlicher,  wie  der 
oben  eingeschlagene,  aber  doch  wegen  der  gleich  von  vorn  herein 
veränderten  Bedeutung  von  j»,  p  und  q  wesentlich  andere  For- 
meln liefernder  sein  können.   Die  wichtigsten  dieser  Formeln  fol- 


[AJ  ...... 


«.  +  5«)«-*»=c»-«.-?  «0«, 

I 

1  1 

k+  £«  +  6  =m(c-f  2fl)' 
III 

i  i 

<*  + j6  — CÄ?(a— /*  +  50), 
Aus  der  zweites*  vierten  und  sechsten  Formel  in  [B]  ergibt  sich 

* 

1     ,.  .\ 


[B] 


•  •••>. 


[C] 


I  c-U  +äa  =  ;»(^  +  2a~6), 
1  1  1 

1  1 

+      =  9(1, +  ^c  — a). 
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Dann  erhhlt  man  weiter: 

a  +  b  +  e  =  m(c-l,  f  2<«) , 

a  +  b  +  c=p(a—  , 
j  c-a-f2(*=p(a-Hc), 
a  +  4  +  c=y(4-a+2<e), 

IE]           {  «-C+2fc=l(o  +  6+c), 

6-n+2f.=ri(o  +  6 

[*H         2<0+2(6  +  2(e=(i+?  +  ?)(a-f6  +  c), 

[«]          2V+2to  +  2<e==(m+j»+9)(«+Hc)-2ma~2pÄ--27c. 

2*  -  2c = m(c-a+ft)  - 1  (a  -|-  £  4  c) , 

LH]          I  2c-2«=/i(a-6+c)-^(ii-|-6+c), 

2«-26=y(6-c+a)-][(«  +  Ä  +  c). 

(wl  +  m  )fl  +  (-m  +  h  +  2)6  + 1"1"  +  ^-*2>c  =  °» 
[I]    I  ^+|-2)a  +  (p  +  ?)6  +  (-p+^+2)c  =  Ü, 
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a  =  /»*(>*- p)  +  itt(2/»+*2)  -f 
= />W— 1)  +  ;>(-»i2  +2i»-f  1 )  -f  <2wi) , 

,,  ,    \  ^^^\)^m{pH^p-\)^{^p) 

j    —  />*('"*+  w)  +  ;/(2/>*  -  2)  +(-  »»l  ->/>), 

c = «^-/H  I )  +  m(pHty-  lH(p*tp) 
=|^m+l)+p(-w2+2»n+l)  +  (/«2-»») . 


JMJ  ...... 


2««=  m*(pa-|-^-2)  +  wi(2/>*-2/>)  +  (/>H3/>) 
=/>«(mH2m+l)  +  ;>(m*-2m+3)  +  (-2roa) , 

=  m*(-;>H2/>-I)  +  w(^a+2p+3)  +  (2p«) 
=/>*(— m«+/n+2)  +/?(2/»*+  2/w)  +  (-roH  3w) 


Wird  auch  hier 

2/«-2fc=r 

gesetzt,  so  ist 

t  =  «t2(2/>*~j>-l) +«4(^-4/1-3) +(-j»H3j») 


[X]  .  .....  |  T_ 


;>«(2mHnt  - 1)  +  />(-m*-4m+3)  -f  (-w*-3m) . 


Aber  unbeachtet  der  bis  dahin  verschiedenen  Formeln  ist  auch 
hier  wieder,  ganz  wie  oben  in  [I2J, 

4/e*  —  V*  r=  36/«^f  m*- 1 )      - 1 ) . 

Auf  diese  merkwürdige  Uebercinstimroung  besonders  hinzuweisen 
konnte  ich  nicht  unterlassen.  Bei  einem  Dreiecke,  dessen  Seiten 
sich  wie  68,  85  und  87  verhalten,  ist,  wie  bereits  bemerkt,  «i=5, 

j>=2^,  wenn  man  nämlich  diese  Zahlen  aus  den  Formeln  [4]  be- 
stimmt, ferner  ist  nach  [9],  flOJ  und  [1] 

«  =  153,   A  =  191?,  c=195?; 

2^  =  355?,      2fc=294?,  2/e=285?; 

und  die  Gleichung  [12]  wird  befriedigt,  indem  jede  ihrer  Seiten 
=  77962.2  i«t.   Bestimmt  man  aber  bei  einem  Dreiecke  derselben 

Gestalt  m  und  p  durch  die  Gleichungen  [B]  und  wendet  nachher 
[L],  [M]  und  fl]  on;  so  erhalt  man 

Thcil  XVII.  32 
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m=l^,  p=2^,  a=U  ~,  6  =  15^,    c=l5^j  5 
2<«  =  29-g,  2fc=24~,  ß/c=23~; 


'411 


49 


183 


und  in  [12]  ist  jede  Seite  der  Zahl  519  555  gleich. 

Ans  der  Gleichung  [12]  waren  oben  die  Gleichungen  [13],  [14] 
und  [15]  abgeleitet  worden.   Setzt  man  hier 


so  kann  man  die  zweiten  Gleichuugen  in  f  15]  und  [N]  so  verbin- 
den ,  dass  sich 

ergibt.  Wird  aber  dieses  p  in  die  Formeln  [L],  [M]  und  [14] 
gesetzt,  und  dann  wie  oben  verfahren;  so  gelangt  man  doch  nur 
zu  solchen  Functionen  des  fünften  Grades  von  m,  welche  sich 
auch  aus  den  Formeln  [18]  durch  die  oben  angedeuteten  Umwand- 
lungen hätten  ableiten  lassen  nnd  daher  nicht  als  neue  Resultate 
zu  betrachten  sind. 
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Heber  einen  Beneis  des  Satzes  vom 

■ 

Parallelogramme  der  Kräfte. 

m  t 

Von 

Herrn  Professor  A.  P.  Möbius 

x  an  Lein* ig. 

(Von  dem  Herrn  Verf  aus  den  „  Berichten  über  die  Verhandlun- 
gen der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Leipzig.  1850.  Nr.  I."  zum  Abdruck  in  dem  Archive  dem  Her* 

ausgebcr  mitgetheilt) 


Abgesehen  von  den  als  ungenügend  anerkannten  Ben  eisen 
dieses  Satzes,  welche  man  auf  die  Zusammensetzung  der  Bewe- 
gungen zu  gründen  beintibt  gewesen  ist,  lassen  sich  die  übrigen 
Beweise  in  zwei  Klassen  th eilen.  Briugt  man  nämlich  den  Satz 
unter  die  Form  der  Aufgabe:  zu  zwei  auf  einen  frei  beweglichen 
Funkt  wirkenden  Kräften  eine  dritte  zu  finden,  welche,  an  dem- 
selben Punkte  —  wir  wollen  ihn  D  nennen  —  angebracht,  die- 
selbe Wirkung,  wie  erstere  zwei  in  Vereinigung,  erzengt,  so 
umfasst  die  eine  Classe  von  Beweisen  für  die  bekannte  Lösung 
dieser  Aufgabe  alte  diejenigen,  bei  denen  alle  noch  in  Betracht 
gezogenen  Hilfskräfte  denselben  Punkt  D  zum  Angriffspunkte 
haben.  Bei  der  andern  Classe  von  Beweisen  lässt  man  Hülfskräfte 
auch  noch  auf  andere  mit  dem  Punkte  D  und  unter  sich  in  unab- 
änderlichen Entfernungen  sich  befindende  Punkte  wirken. 

Wenn  nun  auch  die  Zuhülfenahme  noch  anderer  Angriffs- 
punkte von  Kräften  der  Schärfe  des  Beweises  keinen  Eintrag  thun 
tann,  da  das  hierbei  in  Betracht  kommende  Princip  \on  der  Ver- 
legung der  Kräfte  eben  so  evident,  wie  jeder  der  übrigen  Grund- 
sätze der  Statik,  ist  und  auch  im  weitem  Fortgange  dieser  Wis- 
senschaft nicht  entbehrt  werden  kann:  so  pflegt  man  doch  Be- 
weise der  erstem  Klasse  denen  der  letztern  vorzuziehen,  indem 
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jene  von  D  verschiedenen  Angriffspunkte  von  der  Natur  der  Sache 
nicht  geboten  erscheinen.  Von  der  andern  Seite  ist  nicht  zn  ver- 
kennen, dass  die  Beweise  der  zweiten  Classe  durchschnittlich 
eine  uii.Ieich  elementarere  Haltung  haben,  als  die  Beweise  dc»r 
erstem,  bei  denen  man  nicht  selten  ziemlich  tief  gehende  Be- 
trachtungen aus  der  hohem  Analysis  in  Anwendung  bringt.  Man 
denke  nur  an  die  Von  französischen  Mathematikern ,  namentlich 
von  d'Alembert,  Laulace,  Pnisson  und  Pontecou  laut*) 
gegebenen  an  sich  trefflichen  Beweise  des  Satzes.  Ich  muss  aber 
offen  bekennen,  dass  für  einen  so  elementaren  Gegenstand,  als 
um  welchen  es  sich  hier  handelt,  aus  der  hohem  Analysis  ent- 
lehnte Kunstgriffe  mir  noch  weit  fremdartiger  und  damit  unstatt- 
hafter, als  jene  zu  Hülfe  genommenen  Angriffspunkte,  zu  sein 
scheinen. 

Unter  so  hewandten  Umständen  hielt  ich  es  für  nicht  ganz 
überflüssig,  einen  von  mir  gefundenen  Beweis  für  das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  zu  veröffentlichen,  der  weder  fremdartige  Halte- 
punkte, noch  der  Elementarmathematik  fremdartige  Methoden  in 
Anspruch  nimmt,  sondern  unmittelbar  auf  die  Natur  des  Paralle- 
logramms gegründet  ist  und  sich  von  den  meisten  übrigen  Be- 
weisen des  Satzes  auch  noch  dadurch  unterscheidet,  dass  sich 
bei  ihm  die  Grösse  und  die  Richtung  der  Diagonalkraft  nicht  hin- 
ter einander,  sondern  gleichzeitig  ergeben.  Ich  habe  diesen  Be- 
weis bereits  in  meinem  vor  13  Jan ren  herausgegebenen  Lchrbuclio 
der  Statik  (I.  Theil,  S.  132  u.  flg.)  mirgetheilt.  Indessen  Iftsst  er 
sich,  wie  ich  später  bemerkt  habe,  um  ein  Beträchtliches  ein- 
facher und  ubersichtlicher  gestalten,  als  es  dort  geschehen.  Möge 
ihm  daher  hiesigen  Orts  eine  nochmalige  Veröffentlichung,  uud 
zwar  in  der  einfachsten  Form,  deren  er  tahig  sein  dürfte,  gestat- 
tet sein. 

Vorläufig  erinnere  ich  nur  noch,  dass  man  sich  alle  im  Fol- 
genden in  Betracht  kommenden  Linien  und  Punkte  in  einer  und 
derselben  Ebene  enthalten  zu  denken  hat. 

 '-•».»/  i  l>  im  >  j    ib  Ktrtu 

»eil»  nn  mIüJ*»^  .ii-  i  >J4  '  ji)  *i»ji*>  ti''i\i.iA  uahttsjrtf n  i-inn'l 
1)  Seien  DD  und  AC  (Taf.  IL  Fig.  <>.)  zwei  gleichgerich- 
tete und  gleich  lange  gerade  Linien,  und  A',  /?',  V  die  recht- 
winkligen l'rojectionen  der  Punkte  A,  D ,  C  auf  eine  durch  i) 
beliebig  gesogene  Gerade,  die  wir  in  der  Kürze  x  nennen  wollen. 
Alsdann  haben  auch  die  Abschnitte  Uli'  und  A  C  dieser  Ger« 
den  x,  als  die  rechtwinkligen  Projectionen  von  l)ß  und  AC  auf 
:r,  einerlei  (nicht  entgegengesetzte)  Richtung  und  gleiche  Lange, 
und  es  ist  folglich 

DO  =  DA'  +  A'C=z  DA*  +  DB',  d.  h.: 

Werden  zwei  von  derselben  Ecke  D  ausgehende  Seiten  DA, 
DU  und  die  von  derselben  Ecke  ausgehende  Diagonale  DC  eines 


#)  In  dessen  Theorie  anulyib|Ue  dt»  »vsteinc  du  uiomle,  Tome  I. 
8.  4.  II.  folg. 


uigiiizec 
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Parallelogramms  auf  «ine  beliebig  durch  />  gelegte  Gerade  recht- 
winklig  projicirt ,  so  ist  immer  die  Summe  der  Projektionen  der 
beiden  Seiten  der  Protection  der  Diagonale  gleich. 

Diese  Relation  gilt  Übrigens  stets,  was  auch  die  durch  D  ge- 
zogene Gerade  x  ßegen  das  Parallelogramm  für  eine  Lage  haben 
ma^,  dafern  nur  je  zwei  Abschnitte  von  x  mit  einerlei  oder  ver- 
schiedenen Zeichen  genommen  werde»,  jenachdem  ihre  durch  die 
Aufeinanderfolge  der  Buchstaben  ausgedruckten  Richtungen  einer- 
lei oder  einander  entgegengesetzt  sind.  Denn  alsdann  ist  immer 
auch  dem  Zeichen  nach: 

4  * 

DR=A'L\  und   DCzxDA'  +  A'C, 
mag  A'  zwischen  D  und  C  liegen,  wie  in  der  Figur,  oder  nicht. 

,  2)  Nehmen  wir  noch  an,  dass  jeder  der  beiden  Winkel, 
welche  die  Diagonale  mit  den  beiden  Seiten  macht,  zu  einem 
rechten  Winkel  in  einem  rationalen  Verhaltnisse  stehe ,  und  setzen 
wir  hiernach  die  zwei  Verhältnisse 

ADC:\W=a:ut, 

wo  a,  b  und  m  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  ziehe  durch 
D  m  gerade  Linien,  weiche  gleiche  Winkel  mit  einander  machen, 

ISO" 

so  dass  um  D  herum  2in  Winkel,  jeder  =  — —  ,  entstehen.  Da- 
zu 

bei  falle  DC  in  eine  der  mi  Linien.  Alsdann  werden  auch  DA 
und  DB  in  dergleichen  fallen ,  nämlich  DA  in  die  a  te  auf  der 
einen  und  DB  in  die  ote  auf  der  andern  Seite  von  DC  liegende 
Linie.  Man  projicire  endlich  jeden  der  drei  Abschnitte  DA,  DB, 
DC  rechtwinklig  auf  jede  der  m  Linien  und  betrachte  alle  diese 
Projectioneu  ihrer  Richtung  und  Grosse  nach  als  auf  den  Punkt 
D  wirkende  Kräfte,  so  dass  in  jeder  der  wi  Linien  drei  Kräfte 
wirken,  z.  B.  in  der  obigen  x,  wenn  anders  x  eine  dieser  Linien 
ist,  die  drei  durch  DA',  DB',  DC  vorgestellten  Kräfte.  Da  nun 
nach  voigem  Satze 

- 

■ 

DA'+DB'=DC 

ist,  so  werden  immer  von  den  drei  in  einer  und  derselben  der  m 
Linien  enthaltenen  Kräften  diejenigen  zwei,  welche  durch  die  Pro- 
jectioneu von  DA  und  DB  ausgedrückt  werden,  gleiche  Wirkung 
■  mit  der  durch  die  Projection  von  DC  ausgedruckten  Kraft  haben. 
Ks  werden  daher  auch,  —  wenn  wir  das  System  aller  der  Kräfte, 
welche  durch  die  Projectioneu  von  DA  auf  die  m  Linien  vorge- 
stellt werden,  und  wozu  DA  selbst  mit  gehört,  mit  .V  {DA1)  lie 
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zeichnen  und  Aehnlicbes  unter  £  (DR)  undÄ  (DC)  verstehen, 
~~  es  werden  dann  auch  die  Systeme  »S  (DA')  und  £  (DB')  in 
Vereinigung  gleichwirkend  mit  dem  Systeme  S-  (DO)  sein;  oder 
kürzer,  nenn  wir  die  gleichfalls  in  D  anzubringenden  Resultanten 
dieser  drei  Systeme  beziehungsweise  «,  ß,  y  nennen:  es  wird  y 
die  Hesultautc  von  a  und  ß  sein. 

3)  Wie  bekannt,  lösst  ^ich  aus  den  ersten  Principlen  der 
Statik  leicht  darthun,  dass,  wenn  von  zwei  oder  auch  mehrern 
auf  einen  Pnnkt  wirkenden  Kräften  eine  jede  mit  Beibehaltung 
ihrer  Richtung  ihre  Grosse  in  gleichem  Verhältnisse  ftndert,  in 
demselben  Verhältnisse  auch  die  Resultante  der  Kräfte  ihre  Grosse 
ändert,  während  ihre  Richtung  unverändert  bleibt. 

• 

Nun  sind  die  drei  Systeme  £  (DA'),  S  (DR),  S  (DO),  als 
geometrische  Figuren  betrachtet,  einander  ärmlich,  indem  jedes 
derselben  dadurch  entsteht,  dass  man  auf  eine  der  in  Linien, 
welche  sich  in  D  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  von  D  aus. 
einen  Abschnitt  von  gewisser  Länge  trägt  und  hierauf  denselben 
auf  die  m— 1  übrigen  Liuien  rechtwinklig  proiieirt.  Aus  dem  Sy- 
steme der  Kräfte  S(DA*)  wird  folglich  das  System  S  (DB4)  her- 
vorgehen, wenn  man,  die  Richtungen  der  Kräfte  des  erstem  An- 
fangs unverändert  lassend,  die  Grösse  einer  jeden  in  dem  Ver- 
hältnisse DA :  DB  ändert  und  sodann  das  ganze  System  um  D 
um  einen  Winkel,  —  ADB,  noch  links  (in  unserer  Figur)  dreht. 
Setzen  wir  daher  noch,  dass  die  Resultante  er  des  Systems  S(DA') 
ihrer  Grftssc  und  Richtung  nach  gegeben  ist,  so  werden  wir  da- 
mit nach  dem  angezogenen  Satze  die  Grösse  und  die  Richtung 
der  Resu Itaute  ß  des  Systems  erhalten,   wenn  wir  die 

Grosse  von  er  in  dem  Verhältnisse  DA: DB  sich  ändern  und  die 
Richtung  von  o  um  D  um  einen  Winkel,  =  ADB ,  nach  links 
sich  drehen  lassen.    Auf  gleiche  Art  wird  die  Grösse  von       ^  . 

'   ;«■   VW  bmt 

Y~DA'a  j  tt-M 

1    ■  *. 


sein,  und  die  Richtung  von  y  wird  dadurch  gefunden  werden, 
dass  man  den  Winkel  von  y  mit  a  gleich  dem  Winkel  von  DC 
mit  DA  nach  der  Linken  von  u  hin  macht. 

•  »     fi  ih  *»tv-  .sanf 


Ueberhaupt  also  werden  sich  die  Grossen  der  Kräfte  er,  ß,  y 
wie  die  Langen  DA,  DB,  DC  verhalten ,  und  die  gegenseitige 
Lage  der v  Richtungen  der  drei  erstem  wird  dieselbe  wie  die  der 
drei  letztern  sein,  so  dass»  wenn  die  Kräfte  er,  ß,  y  ihren  Gros* 
sefn  und  Richtungen  nach  durch  die  Linien  DAl ,  DB* .  DCi ,  vor« 
gestellt  werden,  die  Ficiir  DAiClBl  der  Figur  DACB  ähnlich 
und  somit  ebenfalls  ein  Parallelogramm  ist,  in  welchem  die  Wiu- 
kel  der  Diagonale  DCX  mit  den  Seiten  zu  einem  Rechten  in  ratio- 
nalen Verhältnissen  stehen. 
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Nun  war  y  die  Resultante  von  «  und  ß,  und  wir  schliessen 
daher:  Soll  zu  zwei  auf  einen  Punkt  D  wirkenden  und  ihrer  Grosse 
und  Richtung  nach  durch  die.  Linien  DAX  und  DBt  vorgestellten 
Kräften  die  Resultante  gelunden  werden,  so  vollende  man  den 
Winkel  All)Bi,  zu  einem  Parallelogramm,  und  es  wird' die  Dia- 
gonale DL\  desselben  die  gesuchte  Resultante  ihrer  Grosse  und 
Kichtun"Nuaeh  ausdrücken,  —  dafern  die  Verhältnisse  der  Win- 
kel  Ax  ißCi  und  CXDBX  zu  einem  rechten  Winkel  rational  sind. — 
Dieselbe  Construction  inuss  aber  auch  hei  irrationalen  Winkel- 
verhältnissen gelten ,  da  durch  genttgsan)  grosse  Annahme  der 
Zahl  m  rationale  Verhältnisse  gefunden  werden  können,  die  den 
irrationalen  so  nahe,  als  man  will,  kommen.  Der  in  diesem  Falle 
durch  die  Dednctio  ad  absurdum  zu  fahrende  schärfere  Be- 
weis dürfte  hier  nicht  am  Orte  sein. 


Zusätze,  a.  Die  Richtungen  von  a,  ß,  y  bilden  nicht  bloss 
dieselben  Winkel  mit  einander,  wie  die  Richtungen  von  DA, 
DB,  DC,  sondern  sind  mit  den  letztern  vollkommen  identisch. 
Denn  da  die  Projectionen  von  DA  auf  zwei  der  wi Linien,  welche, 
auf  verschiedenen  Seiten  von  DA  liegend,  mit  DA  gleiche  Win- 
kel machen ,  offenbar  einander  gleich  sind ,  so  hat  die  Resultante 
dieser  zwei  Projectionen  DA  selbst  zur  Richtung;  und  da  das' 
»System  ß(DA*)  aus  DA  und  aus  solcheu  Paaren  von  Projectionen 
2.u sammeng esetzt  ist,  so  ist  die  Richtung  der  Resultante  a  die- 
ses Systems  gleichfalls  DA,  Ebenso  zeigt  sich,  dass  DB  und 
DC  die  Richtungen  von  ß  und  y  sind.  1  * 

■ 

6.  Weil  der  Winkel  DA'A  ein  rechter  ist,  so  ist  A'  ein  Punkt 
des  um  DA ,  als  Durchmesser,  beschriebenen  Kreises.  Auf  gleiche 
Art  ist  die  Protection  von  B(C)  auf  eioe  willkührlich  durch  D 
gelegte  Gerade  der  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  einem  Kreise, 
welcher  DB  (DC)  zum  Durchmesser  hat.  Beschreibt  man  daher 
um  die  Seiten  DA,  DB  und  die  Diagonale  DC  eines  Parallelo- 
gramms DACB ,  als  um  drei  Durchmesser,  Kreise,  so  ist  immer, 
wenn  eine  durch  D  gelegte  Gerade  diese  drei  Kreise  resp.  noch 
in  A\  B,  C  schneidet,  DC  der  Summe  von  DA'  und  DB' 
gleich.  Und  umgekehrt:  Zieht  man  durch  den  einen  Durchschnitts- 
ptinkt  D  zweier  sich  schneidenden  Kreise  beliebig  eine  Gerade, 
welche  die  zwei  Kreise  noch  in  A'  und  B'  treffe,  und  bestimmt 
man  im  dieser  Geraden  einen  vierten  Punkt  C  so,  dass 


DC  =  DA'+DB, 
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mo  ist  der  geometrische  Ort  von  O  ein  dritter  durch  D  gehender 
Kreis  von  solcher  Grosse  nnd  Lage,  dass  sein  Durchmesser  7>f7 
die  Diagonale  eines  Parallelogramms  ist,  welches  die  Durch* 
messer  DA  und  DB  der  beiden  erstem  Kreise  7.11  anliegenden 
Seiten  hat. 


Da  hiernach  von  je  drei  von  D  ausgehenden  und  in  dersel- 
ben Geraden  liegenden  Sehnen  der  drei  Kreise  die  Sehne  des 
dritten  stets  aus  den  Sehnen  der  zwei  erstem  zusammengesetzt 
ist,  so  kann  man  den  dritten  Kreis  zusammengesetzt  aus  den 
zwei  erstem  nennen.  Und  eben  so ,  wie  zwei ,  hassen  sich  auch 
drei  und  mehrere  durch  einen  und  denselben  Punkt  D  gehende 
Kreise  zu  einem  neuen  zusammensetzen.  Dabei  ist  der  von  U 
ausgehende  Durchmesser  des  neuen  Kreises  ,  statisch  ausgedrückt, 
die  Resultante  der  von  D  ausgehenden  Durchmesser  der  gegebe- 
nen Kreise. 

-. 

Werde  nur  noch  bemerkt,  dass  das  von  der  Zusammen- 
setzung von  Kreisen  Gesagte  vollkommen  auch  auf  die  Zusam- 
mensetzung zweier  oder  mehrerer  durch  einen  und  denselben 
Punkt  gehenden  Kugelflachon  Anwendung  leidet.  Vergl.  mein  Lehr- 
buch der  Statik,  1.  Theil,  S.  131.  9 


B  e  r  i  c  h  ,t  i  g  »1  n  g. 

In  Taf.  II.  Fig.  6.  ist  an  das  Ende  der  Linie  DO  noch  der 
Buchstabe  .r  zu  setzen. 
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I jtterarlsclter  lfericlit. 


Geschichte  der  Mathematik. 


Scholien  zu  Christoph  Rudolphs  Coss  von  Dr.  A. 
Drechsler,  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  am  * 
Vitzthumseben  Geschlechtsgyronasi  um  und  ßl  och  man  ti- 
schen Gymnasial-Erzieh ungshaus  zu  Dresden.  Dres- 


deutliche  Vorstellung  von  der  Art  und  Weise»  wie  die  alten  AI- 
£cbraisten  die  Wissenschaft  bebandelten.  Folgende  Ausgabe  der 
Coss  Christoph  Rudolphs  hat  der  Herr  Vf.  seiner  hoachtenswer- 
tben  Abhandlung  zu  Grunde  gelegt: 

„£>ie  <To#  Cbritfopb  Äufcolpbs.  mit  febonen  «rempeln  Oec 
Goß  Outrdj  tfttcbael  Bttfel  acbefler*  unO  febc  gemeb«.  3u  Äö- 
nigsbecS  in  Preußen  geötruett,  öued?  fllcranörum  ^ucomyalefifem 

im  jac  1553." 

Solche  Gegenstände  aus  der  Geschichte  der  Mathematik 
sollten  öfters  in  Schulprogrammen  behandelt  werden. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie,  der 
Differential-  und  Integralrechnung.  Zum  Gebrauch  in 
technischen  Lehranstalten  bearbeitet  von  K.  W.  Kno- 
chenhauer, Director  der  Realschule    in  Meiningen. 


den.  1851.  8. 


Dieses  sehr  lesenswertbe  Schul 


icbt   eine  sehr 


Jena.  1851.  8.   1  Tbl.  10  Sgr. 


Baad  WH. 
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Allerdings  nur  die  ersten  Elemente  der  auf  dorn  Titel  genannten 
Wissenschaften.  Die  Darstellung  der  Differentialrechnung  bewegt 
sich  lediglich  in  den  allergewnhnlichsten  Yorstellungsweisen  von  dem 
Unendlichkleinen,  und  erinnert  im  Ganzen  sehr  an  Abraham  Gott- 
heit Kästner's  Anfangsgründe  der  Analysis  des  Unendlichen  von 
anno  1799.  Wie  schwer  doch  Neueres,  wirklich  Besseres  und 
Gründlicheres  Eingang  findet!  für  man  che  Realschule  mag  indess 
das  Buch  ganz  brauchbar  sein. 

Compendium  der  höheren  Mathematik.  Von  Adam 
R itter  von  Burg.  Zweite,  sehr  vermehrte  und  ver- 
besserte Auflage.  Mit  vier  Kunfertafen.  Wien  1851. 
8.  4  Thlr. 

Diese  Anzeige  von  dein  Erscheinen  einer  zweiten  Auflage 
wird  geniigen,  da  das  Werk  aus  seiner  ersten  Auflage  hinrei- 
chend bekannt  ist. 


Arithmetik. 

Die  complexen  Werthe  der  Fundamental  -  Functio- 
nen in  geometrischer  Darstellung  vom  Prorector  Dr. 
Grcbel  am  Gymnasium  zu  Zeitz  (Schul Programm  von 
Ostern  1851.).    Zeitz.  1851.  4. 

Dieses  lesenswcrtbe  Schillprogramm,  welches  leider  hier 
keinen  Auszug  gestattet,  enthält  vrerthvolle  Beitrage  zu  dem  auf 
dem  Titel  genannten,  in  neuerer  Zeit,  auch  im  Archive,  von  meh- 
reren trefflichen  Mathematikern  behandelten  Gegenstände,  der 
wie  so  vieles  Andere  bekanntlich  Gauss  seine  Anregung1 
verdankt.  Je  mehr  dieser  Gegenstand  nach  unserer  L'eber/euming 
noch  weiterer  Aufklärung  bedarf,  mit  desto  grosserem  Danke 
sind  neben  den  erwähnten  Arbeiten  auch  die  Bemühungen  des 
Herrn  Vis.  der  vorliegenden  Schrift  anzuerkennen. 

Tabelle  der  redneirten  positiven  ternären  quadra- 
tischen Formen  nebst  den  Resultaten  neuerer  For- 
schungen über  diese  Formen  in  besonderer  Rücksicht 
auf  ihre  tabellariche  Berechnung,  von  Dr.  G.Eisen- 
stein, Docenten  an  der  Univ.  zu  Berlin.  Berlin.  1851. 
4.  221/*  Sgr. 

Der  Titel  bezeichnet  den  Inhalt  hinreichend. 
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©  e  o  m  e  trie. 

Aphorismen  und  Beitrage  zu  der  Anschauungslehre 
iaden  mathematischen  Wisse  n sc  haften  von  Ruprecht, 
Kittmeister  a.  D.   Hersfeld.  1850.  4. 

In  der  That  sehr  seltsame  /Aphorismen! 

Lehrhuch  der  darstellenden  Geometrie  für  (Je* 
Tverbsschulen  von  Fr.  Aug.  Klinkenfeld,  Prof.  an  der 
<2ewerbsschule  zu  Nürnberg.  Nürnberg.  1851.8.^34 
Sgr. 

» 

Ohne  sich  auf  krumme  Flächeu  einzulassen,  enthält  dieses 
Lehrbuch  io  deutlicher  Darstellung  die  Elemente  der  descripttvett 
Geometrie.  In  einem  Anhange  sind  die  notwendigen  stereorae- 
trischen  Elemeotarsätze  zusammengestellt. 

Solution  du  probleme  de  la  quadrature  du  cercle 
par  Michel  Miladowski  et  Antonie  Izbicki,  son  Colla- 
borateur.  4. 

Diese  Schrift  ist  uns  so  eben  zugesandt  worden,  und  wir  müs- 
sen sie  daher  hier  dem  Titel  nach  anzeigen,  um  von  ihrer  Existenz 
Kenntniss  zu  geben.    In  der  Vorrede  sagen  die  Herrn  Verfasser: 

„L'opinion  generale  sur  rimpossibilite  de  la  resolution  du 
probleme  de  la  quadrature  du  cercle  peut  douc  etre  un  argument 
peremptoire ,  nous  le  reconuaissoos  nous  meines,  inais  seulement 
dans  le  cas  ou  nous  continuerions  a  la  chercher  par  des  voies 
jusqu'a  prescnt  employees;  mais  on  ne  peut  point  afßrmer  qu'a 
la  suite  de  recherches  faites  par  d'autres  voies,  la  Solution  de  ce 
probleme  soit  impossible. 

Nous  allons  en  demontrer  la  possibilite  par  les  developpe- 
ments  suivants,  que  nous  soumettons  a  1'appreViation  des  hommes 
eclaires." 

Auf  diese  „  appreciation"  können  wir  aber  im  vorliegenden 
Falle  uns  an  diesem  Orte  begreiflicherweise  nicht  einlassen, 
sondern  müssen  dieselbe  ganz  unsern  lecteurs  peut  -  dtre  plus 
eciaires  que  nous  meines  überlassen. 

Memoire  sur  quelques  lignes  courbes  tracöes  sur 
on  ellipsoide  et  sur  la  surface  du  cone  elliptique  par 
M.  le  Dr.  J.  Dienger,  Professeur  de  mathemati ti ues  ä 
l'Ecole  polytechni  que  de  Carlsruhe.  Home.  1851.  8. 

• 

Dieses  aus  den  Annales  des  Sciences  Math ematiques 
et  Physiques  de  Korne.  Mars.  1851.  besonders  abgedruckte 
Memoire  enthalt  mehrere  sehr  schöne  analytische  Untersuchungen 
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Aber  das  dreiaxige  Ellipsoid,  namentlich  über  Curven  auf  demsel- 
ben, unter  denen  sich  die  Curve  beiludet,  von  der  Laplace  in 
der  Mecanique  Celeste.  L.  III.  Ch.  V.  N.  38.  p.  109.  spricht. 
Ueber  die  Oberfläche  des  elliptischen  Kegels  sagt  der  Herr  Vf. 
am  Ende  seiner  sehr  beachtenswertben  Abhandlung:  „Nous  voyons 
donc  que  faire  du  cone  elliptique  peut  etre  calcutee  au  moyen 
des  Functions  elliptiques  dans  le  cas  ou  la  projection  de  la  ligne 
ui  joint  le  soinmet  du  cone  et  le  centre  de  I  ellipse  sur  le  plan 
e  cette  courbe  tombe  dans  la  direction  de  Tun  des  axes  princi-  s 
paux  de  l'ellipse."  —  Möge  die  Abhandlung  die  sehr  verdiente  Be- 
achtung finden: 

-  Memoire  sur  les  colonnes  torses  par  M.  le  Cheva- 
lier Faä  de  Bruno.   Paris.  1850.  4. 

Wir  glauben  diese  Abhandlung  den  Lesern  des  Archivs  nicht 
in  architektonischer,  sondern  in  geometrischer  Beziehung  zur  Be- 
achtung empfehlen  zu  müssen.  Der  Herr  Vf.  betrachtet  nämlich 
in  derselben  eine  grössere  Anzahl  krummer  Flächen,  welche  bis 
jetzt  in  die  Geometrie  noch  nicht  Einsang  gefunden  haben,  aber 
bemerken««  erthe  Eigenschaften  zu  haben  scheinen ,  und  bei  dem 
Vortrage  der  allgemeinen  Theorie  der  Flächen  gewiss  auch  sehr 
zweckmässig  als  Beispiele  benutzt  werden  können,  da  man  Bei- 
spiele dieser  Art  nicht  genug  haben  kann.  Der  Herr  Vf.  giebt 
diesen  Flächen  folgende  Pfamen :  Sinusoide  droit.  Sinusoide  dif- 
ferentiel.  Sinusoide  oblique.  Sinusoide  spiral.  Diese  gehören 
zu  den  Colonnes  torses  a  noyau  cylindrique.  Ferner:  Equalioris 
de  la  spiralc  conique  et  de  la  Scoltoide.  Scolioide  oblique.  Sco- 
lioide  spiral.  Diese  gehören  zu  den  Colonnes  torses  a  noyau 
coniuue.  Zuletzt  betrachtet  der  Herr  Vf.  die  Ligne  de  Separation 
d'ombre  et  de  lumtere,  ombre  portee  et  points  lumineux  dans  lo 
sinusoide  spiral.    Die  Gleichung  des  Sinusoide  droit  ist  z.  B. 

V".r2+5*  =  r  |  b  sin  —  . 
Die  Gleichung  des  Sinusoide  spiral  ist 

VäFTy*  =  r  +  6sin  \~  +  aretang  = 

Die  Gleichungen  der  übrigen  Flächen  sind  weitläufiger  und  lassen 
sich  hier  nicht  mittheilen.  Wir  verweisen  aber  nochmals  aus  dem 
oben  angedeuteten  Gesichtspunkte  auf  diese  Abhandlung, 
besonders  weil  wir  Beispiele  zu  allgemeinen  Theorien,  die  auch 
eine  praktische  Bedeutung  haben,  immer  für  besonders  zweck- 
mässig halten.  Ueber  die  Colonnes  torses  selbst,  nämlich  über 
,  die  spiralförmig  gewundenen  Säulen,  die  man  oft  in  gothischen 
Kirchen  findet,  sagt  der  Herr  Vf.  am  Eingange  seines  sehr 
leseuswerthen  Memoire's  Folgendes: 

Les  colonnes  torses,  dont  le  genie  de  Thomme  tire  taut  de 
parti  dans  ses  ouvrages  les  plus  magniliques ,  ont  et«  jusqu  ici 
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peu  etudies  en  ce  qui  concerne  leur  generation  geometrique.  Sous 
cc  raport  on  n'est  pas  plus  avance  aujourdhui  qu'on  ne  1  etait  il 
y  a  bien  de  siecles.  Puurtant  cos  colonnes,  aui  rennissent  a  un 
si  haut  degre  la  variete  ä  F^legance,  et  dont  fes  premiers  fonda- 
teurs  d'eglises  gothiques  se  sont  principalement  servis  pour  ex- 
primer  ä  la  fois  la  perfection  inaccessible  et  l'elevation  de  lame 
a  üieu,  devaient  pouvoir  etre  representees  geometriquement  d'une 
maniere  plus  simple  et  plu»  exacte  qu  on  ne  le  pensai^,  afin  de 
justitier  le  choix  que  l'homme  en  avait  fait  et  le  sentunent  du 
beau  qui  lavait  inspire. 

Möge  die  Abhandlung  bei  den  Geometern  die  gewiss  recht 
sehr  verdiente  Beachtung  finden,  die  wir  derselben .  wünschen; 
die  Beurtheilung  ihres  architektonischen  Werths  müssen  wir  An- 
deren überlassen. 


Astronomie. 

De  Tide,  quae  sit  astrono  m  orura  in  parallaxi  fixa- 
rum  exquirenda  calculis  tribucnda,  dissertatio  qnam 
publicn  examini  subjicit  F.  T.  Blomstraud,  respon- 
dente  F.  B.  B.  Seiander,    Luudae.  1850.  4. 

■  Mli   u*  ICH  -Ml 

Eine  lesenswerthe,  mit  vielem  Fleiss  verfasste  Dissertation,  ip 
weicher  die  Methoden  zur  Bestimmung  der  Parallaxe  der  Fix- 
sterne sehr  deutlich  theoretisch  entwickelt  werden,  und  dann  die 
von  ihnen  gewahrte  Sicherheit  sorgfälltig  geprüft  wird. 


Nautik- 

Ueber  Leuchtthtirme.  Nach  englischen,  franzüsi- 
schenund  deutschen  Quellen  bearbeitet  von  A.  Hess, 
Jngenieur  z u  Güttingen.  M it  v i er  Fig urentafel n.  Ber- 
lin: J851.  4.    1  Thlr.  20  Sgr.x 

Eine  fleissige  Zusammenstellung  des  Technischen,  Optischen 
und  Historischen  über  Leuchttürme. 

Pro  f.  D  r.  V  inc.  Gallo  :  T  rn  ttnto  d  i  nutigazione.  2  Voll. 
Trieste.  1851.  4. 

Wir  werden  von  diesem  Werke,  Hu«  un«  noch  nicht  zugegangen  i»t, 
«päter  eiue  ausführliche  Anzeige  liefern. 
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Physik. 

Ueber  die  Bewegung  schwingender  Körper  im 
widerstehenden  Mittel  mit  Rücksicht  auf  die  Newton' 
sehen  Pendelvers u che.  Von  J.  F.  YV.  Gronau,  Ober- 
lehrer au  der  St  Johannisch  nie  zu  Danzig.  Danzig 
1850.  4. 

Diese  interessante  kleine  Schrift  gestattet  leider  einen  Aus- 
zug nicht,  ist  aber  der  Beachtung  der  Leser  des  Arehivs  zu  em- 
pfehlen. Die  Berechnung  der  Newton'schen  Versuche  fuhrt  übrigens 
S.  13.  zu  sehr  wenig  mit  einander  übereinstimmenden  Resultaten. 

Die  galvanischen  Grund  versuch  e,  mathematisch 
erklärt  und  die  Theorie  des  Oondensators  von  Dr. 
Ad rian  Weiss,  Rector  und  Lehrer  der  Math,  und  Phy- 
sik an  der  königlichen  G  ewerbschule<  zu  AnsbacK. 
Ansbach.  1851.  4.    1  Thlr.  10  Sgr. 

Die  Grundlage  dieser  Abhandlung  bildet  der  Satz:  Wenn 
irgend  zwei  Körper  (Metalle)  sich  berühren,  so  werden  in  ihnen 
vermöge  dieser  BerChrung  gewisse  Mengen  vorher  sich  neutra- 
lisirender  entgegengesetzter  El ectrici taten  getrennt  und  diese  la- 
gern sich  aul  den  zwei  Körpern  so,  dass  die  Intensitäten  ihrer 
electrischen  Zustände  einen  constanten  von  der  Materie  beider 
Körper  bedingten  Unterschied  (die  Spannung)  behaupten.  Die 
zwei  Körper  nennen  wir  Electromotoren ,  auch  für  den  Fall,  wo 
die  Differenz  so  unbedeutend  ist,  dass  man  sie  noch  auf  keine 
Weise  wahrnehmbar  machen  kann.  Eine  Verbindung  mehrerer 
hinter  einander  sich  berührender  Electromotoren,  welche  zugleich 
gute  Electricitätsleiter  sind,  nennen  wir  Säule. 

Die  bekannten  Versuche  Jägers  stimmen  mit  Aufnahme 
eines  Punktes  mit  den  Resultaten  der  Theorie  überein.  Der 
Herr  Vf.  bedient  sich  nur  der  niederen  Algehra. 

Der  eigentlichen  Betrachtung  der  galvanischen  Säule  wurde 
die  im  Archive  der  Math,  und  Physik.  Tbl.  XI II.  abge- 
druckte Abhandlung  des  Herrn  Vts.  über  die  Condensatorwir- 
kung  vorangestellt,  wegen  des  inneren  Zusammenhanges  beider 
Abhandlungen.  Wir  glauben  die  vorliegende  Abhandlung  der 
Beachtung  der  Leser  recht  sehr  empfehlen  zu  müssen. 

Grundzüge  einer  Meteorologie  für  den  Horizont 
von  Prag,  entworfen  aus  den  au  der  k.  k.  Universitäts- 
Sternwarte  daselbst  in  den  Jahren  1771  bis  1846  an- 
gestellten Beobachtungen  von  Karl  Fritsch,  Assi- 
stenten an  der  k.  k.  Sternwarte  u.  s.  w.  Prag  1850.  4. 
1  Thlr.  20  Sgr. 

[Möchte  allen  bedeutenderen  Orten  eine  so  ' umfassende  und 
gründliche  Behandlung  ihrer  meteorologischen  Verhältnisse  zw 


Digitized  by  Google 


847 

Theil  werden»  wie  sie  hier  Prag  durch  den  Herrn  Vf.  fu  Theil 
wird,  und  wie  dieselbe  jetzt  bekanntlich  hauptsächlich  durch 
Kreil'«  Bemühungen  für  den  ganzen  österreichischen  Kaiserstaat 
angebahnt  wird. 


Vermischte  Schriften- 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  LXII. 
S.  817.) 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (October).  S.  228. 
Baue,  lieber  die  ewigen  Gesetze  der  Natur,  besonders  in  der 
Mineralogie,  Geologie  und  Paläontologie.  —  S.  232.  Spitzer: 
Ueber  die  Auflösung  transcendenter  Gleichungen  mit  einer  unbe- 
kannten Grösse.  —  S.  232.  Brücke:  Untersuchungen  über  die 
suhjectiven  Farben.  —  S.  281.  Pierre:  Bemerkungen  über  zweck- 
mässige Construction  von  Reisebarometern.  —  S.326.  Skuhersky: 
Die  orthographische  Parallelperspective. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (November.)  S.  351. 
Natterer:  Gasverdichtung«-  Versuche.  —  S.  398.  v.  Steinheil: 
Beschreibung  einer  von  ihm  construirteu  Brückenwage.  —  S.  442. 
Haidinger.  Mittheilung  eines  an  ihn  gerichteten  Schreibens  des 
Sir  David  Brewster  Über  die  Natur  der  Polarisationsbüschel. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (December).  S.  448. 
Millitzer:  Vergleichung  der  drei  zu  Regnault's  Psychrometer 
von  Fastre  in  Paris  verfertigten  Thermometer.  —  S.  479.  Schrot- 
ter: Ueber  das  Verhältnis«  der  chemischen  Anziehung  der 
Warme.  —  Seidel:  Allgemeine  Uebersicht  der  meteorologischen 
Beobachtungen  zu  Bodenbuch  in  Böhmen  im  Jahre  1849.  Zusam- 
menstellung der  meteorologischen  Beobachtungen  vom  Jahre 
1829  —  1849. 

The  Cambridge  and  Dublin  marthematica I  Journal 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.,  T.  R.  S.  E.  Vergl.  Lite- 
rar. Ber.  Nr.  LX1  V.  S.  836. 

No.  XXVI.  On  the  Theory  of  Linear  Transformalions.  Con- 
tinued.  By  Geo.  ßoole.  —  On  the  Reduction  of  the  General 
Equation  of  the  nth  Degree.  By  same.  —  On  tfje  Theorems 
in  Space  analogous  to  those  of  Pascal  and  Brianchon  in  a  Plane 
Part  III.  By  Thomas  Wed die.  —  On  certain  Definite  Inte- 
grale. By  Arthur  Cayley.  —  On  Arbogasts  Method  of  De- 
rivations. By  W.  F.  Donk  in.  —  On  the  mode  of  using  the 
signs  +  and  —  in  Plane  Geometry.  By  De  Morgan.  —  On 
Certain  Geometrical  Theorems.  —  On  Mariotte's  Law  of  Fluid 
Elasticity.  By  Henry  Wilbraham.  —  Reply  to  Professor 
Boole's  Ohservations  on  a  Theorem  contained  in  the  last  Novem- 
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ber  Number  of  the  Journal.  By  J.  J.  Sylvester.  —  On  tbe 
Method  of  Vanishing  Croups.  By  James  Cockle.  —  On  tfae 
Laws  of  tbe  Elasticity  of  .Solid  Bodies  By  W.  J.  M.Rank  ine.  - 
Mathematical  Notes:  I  Coustruction  by  tbe  Ruler  alone  to  de* 
termine  the  hinth  Point  of  lntersection  of  tvvo  Curves  of  the  Third 
Degree.  By  A.  S.  Hart.  II.  On  Clairaut's  Theorem.  By  Sa- 
muel Haughton.  III.  Laws  of  the  Elasticity  of  Solid  Bodies 
By  W.  J.  M.  Rankine.  IV.  Note  on  Mr.  Cockles  Solution  of 
a  Cubic  Equation.  By  Arthur  Cayley.  —  Sketsch  of  a  IWe- 
moir  on  Elimination,  Transformation .  and  Canonical  Forma.  By 
J.  J.  Sylvester. 

Te  Ncxt  Number  will  Published  on  the  Ist  of  November. 

Herr  A.  Cayley  gibt  in  seiner  Note  über  eine  Auflosung  der 
eubischen  Gleichungen  des  Herrn  Cockle  folgende  Auflösung: 

Wenn 

oaf*  +  3fo*  +  3cx  +  rf=0 
die  Gleichung  ist,  so  ist 

^\(ad-bc)-Y(-N)\a-2(ac~ö*)VP 

fflr 

M — Oabcd  -4ocs— Ab    + 36V8— 

Eine  vollständige  Entwickelung  dieses  Resultats  durch  einen 
der  geehrten  Leser  des  Archivs,  und  deren  Mittheilung  in  dieser 
Zeitschrift,  durfte  sehr  wünschenswert  sein. 
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Literarischer  Bericht 


Geometrie 

i 

Anfangsgründe  derGeometrie  aus  der  Anschau ung 
hegriffsmässig  entwickelt.  In  Folge  hoben  Auftrags 
des  Ministeriums  des  Kultus  undU  nterr  ich  ts.  Von  Dr. 
L.  C.  Schultz  v.  Str assnitzki,  ö.  o.  Professor  der  hö- 
hern  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute 
za  Wien.  Erstes  Heft.  Für  die  erste  G ramm atikal- 
Klasse.  Wien.  Verlag  von  Carl  Gerold.  1851.  8.  16  Sgr. 

Die  vorliegende  Schrift  ist  uns  ein  neuer  höchst  erfreulicher 
Beweis,  wie  sehr  das  k.  k.  österreichische  Ministerium  des  Kul- 
tus und  Unterrichtes  bemühet  ist,  den  Unterricht  in  allen  Lehr- 
eegenständen auf  alten  niederen  und  höheren  Unterrichtsanstalten 
kräftig  zu  fördern,  und  dieselben  zu  wahren  volkstümlichen  An- 
stalten zu  machen,  wodurch  die  genannte  Behörde  die  ihr  von  der 
Zeit  gestellte  Aufgabe  auf  eine  jedes  warme  Menschenherz  wahr- 
haft erfreuende  und  erhebende  Weise  lösen ,  und  sich  den  wärm- 
sten Dank  der  Mit-  und  Nachwelt  erwerben  wird.  Je  falschere 
Begriffe  über  dns  österreichische  Unterrichtswesen  man  in  Deutsch- 
land noch  häufig  verbreitet  findet,  desto  mehr  haben  wir  es  schon 
mehrmals  für  unsere  Pflicht  gehalten,  auf  so  erfreuliche  Beispiele, 
wie  uns  wieder  das  vorl  iegende  Buch  eines  darbietet,  hinzuwei 
sen.  Nun  einige  Worte  über  das  Buch  selbst. 

Das  vorliegende  erste  Heft  ist  für  die  erste  Grammatikal 
Klasse  bestimmt.  Was  die  Benennung  „erste  Grammatikalklasse" 

Band  XVII.  <>6 
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eigentlich  für  eine  Klasse  bezeichnet,  wissen  wir  nicht;  indess 

Slauben  wir  uns  davon  folgende  Vorstellung  machen  zu  können, 
►ie  preussischen  Gymnasien  bestehen  bekanntlich  vorschriftsnins- 
sig  aus  sechs  Klassen,  von  denen  man  zwei  (Prima  und  Secunda) 
die  oberen,  zwei  (Tertia  und  Quarta)  die  mittleren,  zwei  (Quinta 
und  Sexta)  die  unteren  nennt,  und  durch  diese  Eintheilung  zu- 
gleich drei  sogenannte  Bildungsstufen  bezeichnet.    In  Sexta  nun, 
der  untersten  Klasse  der  preussischen  Gymnasien,    die  sich  an 
die  gewöhnliche  Bürgerschule   anschliesst,  "beginnt  der  strenge 
Unterricht  in  der  lateinischen  Grammatik,  und  da  dies  nun  in  der 
ersten  Grammatikal-Klassc  der  österreichischen  Gymnasien  unstrei- 
tig auch  geschieht,  so  müssen  wir  der  Meinung  sein,  dass  die 
erste  Grammatikal-Klasse  der  österreichischen  Gymnasien  mit  der 
Sexta  der  preussischen  Gymnasien  in  Parallele  zu  stellen  sei.  Auf 
den  letzteren  Lehranstalten  pflegt  der  strenge  geometrische  Unter- 
richt erst  auf  der  mittleren  Bildungsstufe,  d.  h.  in  Quarta,  zu  be- 
ginnen; auf  den  österreichischen  Gymnasien  würde,  wenn  unsere 
obige  Ansicht  über  den  gegenseitigen  Standpunkt  der  Klassen 
richtig  ist,  —  und  nach  dem  vorliegenden  Buche  zu  urtheilen ,  —  dies 
schon  in  der  untersten  Klasse,  welche  also  mit  Sexta  der  preus- 
sischen Gymnasien  parallel  läuft,  der  Fall  sein.     Dies  führt  uns 
nun  von  selbst  auf  die  Frage,  ob  das  vorliegende  Buch  eine  An- 
leitung zu  einem  streng  geometrischen  Unterrichte,  oder  nur 
zu  einer  sogenannten  Anschauungsichre,  wie  sie  wohl  in  den  un- 
tersten Klassen  der  preussischen  Gymnasien  ertheilt  wird,  gebe. 
Wir  verneinen  unbedingt  das  Letztere,  und  bejahen  das  Erstere. 
Denn  mag  auch  der  Herr  Verf.  gleich  im  Anfange  der  Vorrede 
der  sogenannten  euklidischen  Methode  keineswegs  das  Wort  reden, 
so  giebt  dessenungeachtet  sein  Buch,  dessen  vorliegendes,  erstes 
Heft  etwa  die  Satze  des  ersten  Buchs  der  Elemente  des  Euklides 
bis  zur  34sten  Proposition  enthalt,  eine  sehr  zweckmässige  An- 
leitung zur  strengen  Geometrie  und  ist  keineswegs  eine  blosse 
sogenannte  Anschauungslehre.    Denn  ob,  um  nur  auf  ein  Beispiel 
hinzuweisen,  Euklidcs  die  Hauptsätze  von  den  Parallellinien  in 
der  Ordnung  beweist,  dass  zuerst  die  drei  Sätze  bewiesen  wer- 
den,   in  denen  aus  der  Gleichheit  der  Gegenwinkel,    aus  der 
Gleichheit  der  Wrechselwinkel ,  endlich  daraus/  dass  die  Summe 
zweier  inneren  W  inkel  an  derselben  Seite  der  schneidenden  Linie 
zwei  rechte  Winkel  beträgt,   auf  die  Parallelität  der  Linien  ge- 
schlossen wird,    und  dann  die  Umkehrung  dieser  Sät/.e  folgen 
'  lässt:  oder  ob  der  Herr  Verf.  es  zweckmässig  lindet,  die  Sache 
umzukehren,  d.  h.  den  letzteren  Satz  voranzustellen,  und  dann 
die  drei  ersteren  folgen  zu  lassen:  das  ist  uns  ganz  gleichgültig, 
wenn   die  Sätze  dem  Lehrling  nur  zu  vollständiger  Anschauung 
gebracht  werden,  und  er  von  deren  Richtigkeit  vollständig  über- 
zeugt wird.   Schon  darin,  dass  überall  die  Sätze   und  ihre  Um- 
kehrungen, wenn  dieselben  zulässig  sind,   streng  von  einander 
geschieden  werden,   erkennen  wir  das  Wesen  der  euklidischen 
Methode,  wie  ausserdem  auch  an  allen  übrigen  Stellen  des  vor- 
liegenden Buches,  wobei  es  uns  auch  ganz  gleichgültig  ist,  ob 
der  Herr  Vf.  Parallelogramm,  wie  Euklid  es,  oder  datür  Gleich- 
laufeck oder  Glcicheck,  u.  dergl.  sagt.   Und  ein  anderes  als  ein 
strenges  Lehrbuch  der  Geometrie  konnte  auch  ein  so  strenger 
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und  ausgezeichneter  Mathematiker  wie  der  Herr' Verf.  gar  nicht 
schreiben. 

Was  nun  aber  die  Entwickelung  der  Lehren  der  Elementar- 
geonietrie  dir  den  Unterricht  und  bei  demselben  betrifft,  so  hat 
der  Herr  Verf.  mit  allem  Rechte  den  etwas  starren  Weg  des  Eu- 
k lides  gänzlich  verlassen,  und  die  sogenannte  sokratisch- heuristi- 
sche Methode  in  vortrefflicher  Weise  angewandt,  oder  vielmehr 
zur  Anwendung  derselben  dem  Lehrer  eine  vortreffliche  Anleitung 
gegeben,  in  der  uns  immer  ein  wirklicher  mathematischer  Geist 
entgegen  tritt,  wie  es  gleichfalls  bei  dem  Herrn  Vf.  nicht  anders^ 
zu  erwarten  war.  Auch  ist  überall,  wo  es  anging  und  zweckmäs- 
sig war,  um  so  zu  sagen,  die  praktische,  d.  h.  auf  Gegenstände 
der  Praxis  gerichtete,  Anschauung  zu  Hülfe  genommen  worden. 
Unter  euklidischer  Methode,  der  wir  so  oft  das  Wort  geredet 
haben,  verstehen  wir  im  Allgemeinen  nur  geometrische  Strenge; 
wie  dieselbe  erreicht  wird,  ist  uns  gleichgültig;  und  insbesondere 
den  ersten  geometrischen  Unterricht  in  der  starren  Weise  des 
Euklide»  ertheilen  zu  wollen,  würde  geradezu  Unsinn  sein.  Dass 
jedoch  das  Lehrbuch,  was  die  Schüler  in  den  Händen  haben,  ganz  in 
der  Weise  des  Euklides  abgefasst  sei,  scheint  von  den  meisten 
Lehrern  der  Mathematik  als  das  Zweckmässige,  namentlich  für 
den  höhern  Unterricht,  anerkannt  zu  sein.  Den  durch  das  Lehr- 
buch gebotenen  Stoff  nun  aber  auf  die  erspriesslichste  Wreise  zu 
benutzen,  ist  allein  Sache  des  geschickten  Lehrers,  und  Vor- 
schriften lassen  nach  unserer  Meinung  in  dieser  Beziehung  sich 
nicht  geben ;  jeder  Lehrer  wird  seine  eigene  Methode  haben ,  diese 
wird  für  ihn  allemal  die  beste  sein,  und  in  deren  Wahl  muss  ihm, 
seine  Geschicklichkeit  als  hinreichend  erkannt  und  geprüft  voraus- 
gesetzt, völlige  Freiheit  gelassen  werden.  Namentlich  aber  auch 
in  letzterer  Beziehung,  nämlich  die  leichteste  Anschliessung  jeder 
anderen  selbst  gewählten  Methode  zuzulassen,  scheint  uns  die 
euklidische  Darstellungsweise,  namentlich  für  den  höheren  Unter- 
richt, 'im  Lehrbuche  die  beste  zu  sein.  Das  vorliegende  Lehr- 
buch, dessen  ferneren  Lieferungen  wir  mit  V erlangen  entgegen 
sehen,  enthält,  wie  wir  uns  schon  oben  ausgedrückt  haben,  eine 
treffliche  Anleitung  zu  einem  erfolgreichen  geometrischen  Un- 
terrichte, einem  solchen  nämlich,  durch  welchen  schon  die  ersten 
Anfangsgründe  zum  wahren  geistigen  Eigenthum  des  Schülers  ge- 
macht werden;  nur  erst  dann,  wenn  er  im  wahren  freien  Besitz 
derselben  sich  befindet,  wird  er  froh  und  freudig  auf  der  ferneren, 
freilich  nicht  immer  auf  Kosen  gebetteten  Bahn  der  Mathematik 
fortschreiten  können. 

■r 

Nun  wir  kommen  nochmals  auf  dasselbe  zurück,  aber  nur  in- 
sofern ,  als  wir  den  österreichischen  Gymnasien  aus  Ueberzeugung 
Glück  wünschen ,  wenn  schon  in  der  untersten  Klasse  der  geome- 
trische Unterricht  auf  die  in  diesen  Anfangsgründen  vorgezeich- 
nete Weise  ertheilt  wird;  das  Gedeihen  des  höheren  Unterrichts 
wird  darin  dann  gewiss  eine  sichere  Grundlage  linden. 

• 

Eine  geometrische  Abhandlung  \  on  Professor 
Pross   (Einladungschrift  der  König!,  po  ly  technischen 
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Schule  zu  Stuttgart  zur  Feier  Seiner  Majestät  de» 
Königs  Wilhelm  von  YVflrtemberg  den  27.  September 
1850.).   Stuttgart    1850.  8. 

Nach  Vorausscbickung  der  nStbigsten  Hülfssätze  enthält  die« 
ses  Programm  eine  recht  gute  und  ziemlich  vollständige  Zusam- 
menstellung der  wichtigsten  Eigenschaften  des  einfachen  und  des 
vollständigen  Vierecks,  nebst  einigen  Anwendungen  dieser  Sätze 
auf  die  praktische  Geometrie.  In  einem  Anhange  giebt  der  Herr 
Verf.  eine  recht  gute  praktische  Erläuterung  der  Anwendung  des 
bekannten  Legendre'scnen  Theorems  von  der  Reduction  sphäri- 
scher Dreiecke  auf  ebene  Dreiecke  in  der  Geodäsie.  Die  Lehrer 
der  Geometrie  werden  in  diesem  Schriftchen  manche  gute  Mate- 
rialien zu  geometrischen  LJebungen  finden,  und  mag  ihnen  daher 
dasselbe  bestens  empfohlen  sein. 

Ueber  die  Berechnung  de«  körperlichen  Inhalts 
unbeschlagener  Baumstämme.  Ein  Programm,  austre* 
geben  bei  Gelegenheit  der  Jahresprüfung  an  der  Ko- 
nigl.  würtemberg ischen  land*  und  forstwirtschaftli- 
chen Akademie  zu  Hohenheim  den  30.  August  1849. 
Von  Professor  Dr.  Friedr.  Riec ke.  Stuttgart 

Dieses  erst  jetzt  zu  unserer  Kenntniss  gelangte  Programm 
enthält  eine  recht  gute  Zusammenstellung  der  vorzüglichsten  bis 
jetzt  in  Vorschlag  gebrachten  Methoden  zur  Berechnung  des  kör- 
perlichen Inhalts  unbeschlagener  Baumstämme,  und  ein  Urtheil 
über  deren  praktische  Brauchbarkeit.  Unter  den  verschiedenen 
Berechnungsmethoden  giebt  der  Herr  Vf.  der  Formel 

,    '       l      l  .'<*'■ 
r  1  r.' 

den  Vorzug,  wo  r  den  Halbmesser  der  obern  Grundfläche,  Pden 
Halbmesser  im  dritten  Theile  der  Höhe  vom  dickem  Ende  an  ge- 
rechnet, h  die  Länge  des  Stammes  bezeichnet.  Die  Formel  rührt 
von  Hossfeld  her.  Für  sehr  genaue  Inhaltsbestimmungen  em- 
pfiehlt er,  wie  sich  von  selbst  versteht,  vorzugsweise  die  soge- 
nannte Simpson'sche  Formel  (s.  Archiv.  Tbl.  XIV.  S.  291.).  Wir 
empfehlen  das  Schriftchen  Lehrern  der  Mathematik  auch  aus  dem 
Gesichtspunkte  einer  guten  Beisnielsammlung  zur  Stereometrie, 
sowohl  aer  elementaren,  als  aucli  der  höheren  mit  Anwendung 
der  Integralrechnung. 
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Arithmetik. 


Lehrbuch  der  höheren  Mathematik,  enthaltend  die 
Differential-  und  Integralrechnung,  Variationsrech- 
nung und  anal ytische  Geometrie.  Nebst  vielen  Bei- 
spielen. Von  Dr.  T.  Franke,  Professor  und  zweitem 
Director  an  der  polytechnischen  Schule  zuHannover. 
Mit  3  Figurentafeln.   Hannover.   1851.   8.    4  Thlr. 

Der  Herr  Vf.  bat  in  diesem  Werke  ein  in  mehrfacher  Rück- 
sicht sehr  vollständiges  Lehrbuch  der  sogenannten  höheren  Ana- 
lysis  und  der  analytischen  Geometrie,  welche  letztere  von  der 
ersteren  zweckmässig  ganz  gesondert  worden  ist,  geliefert,  indem 
in  demselben  ausser  den  gewöhnlichen  auch  Lehren  vorgetragen 
worden  sind,  welche  sonst  gewöhnlich  nicht  in  für  den  ersten  Un- 
terricht, namentlich  auf  technischen  Lehranstalten,  bestimmte 
Lehrbücher  aufgenommen  zu  werden  pflegen,  wie  z.  B.  in  der 
Integralrechnung  die  Theorie  der  Culer  sehen  Integrale,  der 
Gamma-Functionen,  die  periodischen  Functionen  und  Anderen, 
wobei  wir  nur  gewünscht  hatten,  dass  auch  die  Grundelemente 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  aufgenommen  worden 
wären,  was  sich  durch  die  sonstige  Reichhaltigkeit  des  Werks 
gewiss  wurde  haben  rechtfertigen  fassen,  da  die  letzteren  Fun- 
ctionen unzweifelhaft  wenigstens  eben  so  wichtig  für  die  ganze 
Wissenschaft  sind,  wie  die  zuerstgenannten.  Ausserdem  enthält 
das  Werk  in  der  That  einen  grossen  Rcichthura  von  Beispielen, 
die  der  Herr  Vf.  selbst  zu  mehr  als  400  angiebt,  welche  das  Stu- 
dium des  Werks  für  AnRinger  gewiss  sehr  lehrreich  machen  wer- 
den. Als  eine  besondere  Eigenthümlicbkeit  seines  Werkes  hebt 
der  Herr  Vf.  endlich  noch  hervor,  dass  er  bei  den  Differential- 
Gleichungen  der  Methode  der  Trennung  der  operativen 
Symbole  besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt  habe,  welche  von 
Servois  in  den  Annales  de  Mathematiques.  T.  V.  begrün- 
det, von  Murphy  in  den  Philosophical  Tran  saett  on  s. 
1837.  weiter  entwickelt,  und  von  Gregory  in  den  Examples 
of  the  process  of  the  Differential  and  Integral  Cal- 
culus.  Cambridge.  1841  und  1846.  mit  grossem  Nutzen 
angewendet  worden  sei,  indem  er  glaube,  durch  die  Verpflanzung 
dieser  Methode  auf  deutschen  Boden  keine  undankbare  Arbeit 
unternommen  zu  haben,  weil  sie  einer  weiten  Ausdehnung  auf 
analytische  Untersuchungen  fähig  sei,  und  viele  Rechnungen,  wie 
z.  B.  die  Auflösung  der  Differential-Gleichungen,  vereinfache  und 
ab  kürze. 

Was  die  Begründung  der  höheren  Analysis ,  insbesondere  der 
Differentialrechnung,  betrifft,  die  uns  in  diesem  Werke  entgegen 
tritt,  so  wird  mau  uns  zugeben,  dass  es  bei  solchen  kurzen  An- 
zeigen, wie  die  in  unseren  literarischen  Berichten  sein  sollen  und 


Digitized  by  Google 


/ 


&>4 

nur  sein  können ,  sehr  schwer  isf ,  sich  in  eine  einigerroassen  ge- 
nügende Discussion  über  dergleichen  Gegenstande  einzulassen. 
Indess  ist  der  Gegenstand  zu  wichtig/  als  dass  wir  über  densel- 
ben in  Bezug  auf  das  vorliegende  Werk  hier  nicht  noch  einige 
Worte  beizulügen  uns  erlauben  sollten.  Den  Differentialquotien- 
ten fasst  der  Herr  Vf.  als  Gränze  auf,  und  hatte  dabei  nach  unse- 
rer Meinung  die  vorhergehenden,  gewissermasseu  diesen  Begriff 
einleiten  sollenden,  Bemerkungen  über  unendlich  kleine  Verände- 
rungen und  dergl.  ohne  Schaden  ganz  weglassen  können.  Bei  der 
Ableitung  der  Differentialtfuoticnten  der  einfachen  Functionen  setzt 
der  Herr  Vf.  schon  das  Binomialtheorem  in  seiner  grössten  Allge- 
meinheit voraus;  obgleich  dies  unseren  Ansichten  über  diese 
Dinge  nicht  ganz  entspricht,  so  enthalten  wir  uns  doch  eines  be- 
stimmtem Urtheils  über  die  Strenge  der  gegebenen  Ableitungen, 
weil  uns  die  Zahlen  lehre  des  Herrn  Vis. ,  aufweiche  er  wegen 
des  Binomialtheorems  verweist,  nicht  vorliegt,  und  wir  daher 
Aber  die  dort  erreichte  Strenge  bei  dieser  Grundlage  der  Different  al- 
rechnung  nicht  urtheiten  können.  Was  nun  ferner  die  Darstellung 
des  Taylor'schen  Satzes  betrifft,  welcher  immer  den  Hauptnerr 
der  ganzen  Differentialrechnung  bilden  wird,  so  kommt  der  Herr 
Verf.  bei  dessen  Ableitung  allerdings  auf  den  sogenannten  Rest, 
und  stellt  die  betreffende  Gleichung  auf  folgende  Art  dar: 

f 

F<*+«=*'*  +  {  F'x+  £Lf»x  +  I54F"*  +  


wo  d  einen  ächten  Bruch  bezeichnet.  Der  besonderen  Betrat 
tung  des  Restes  entschlägt  sich  aber  der  Herr  Vf.  unter  Voraus- 
setzung gewisser  allgemeiner  Bedingungen  ganz,  und  dieselbe 
kommt  in"  der  That  auch  in  dem  ganzen  Werke,  so  viel  wir  lin- 
den können,  gar  nicht  weiter  vor,  auch  nicht  bei  dem 
Taylor'schen  Satze  liir  Functionen  mit  mehreren  Variabein.  Fra- 
gen wir  uns  nun,  was  den  Herrn  Vf.  dazu  berechtigt,  die  beson- 
dere Betrachtung  des  Restes  ganz  zu  unterlassen,  natürlich  unter 
Voraussetzung  gewisser  allgemeiner  Bedingungen,  so  wiederholen 
wir  zuvörderst,  dass,  bei  der  hier  uns  zur  Pflicht  gemachten 
Kürze,  eine  vollständige  Verständigung  mit  dem  Herrn  Verf.  uns 
schwer  werden  wird.  Indess  dürften  nie  folgenden  Bemerkungen 
ihren  Zweck  vielleicht  nicht  ganz  verfehlen. 

Verstehen  wir  nämlich  den  Herrn  Vf.  recht,  so  ist  sein  Rai- 
sonnement  etwa  Folgendes: 

Wenn  ich  nur  durch  irgendwelche  Schlüsse ,  natürlich  je  ein- 
facher, desto  besser,  beweisen  kann,  dass  die  Reihe 

¥x,  '{Fx,  ^F'-'x,  .... 
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unter  gewissen  Bedingungen.  —  naturlich  desto*  besser,  einen  je 
allgemeineren  und  weiteren  Kreis  der  Anwendung  dieselben  gc 
statten,  —  convergirt,  so  brauche  ich  den  sogenannten  liest  gar 
nicht  weiter  zu  betrachten,  und  kann  dann  ohne  Weiteres  mich 
versichert  halten,  dass  F(x-\-  Ii)  die  .Summe  der  vorhergehenden 
convergirenden  Keine,  dass  also  in  der  gewöhnlichen  Schreibweise 

F(x \h)  =  Fx  |  j  Px  +     F"*+  ^  P»x  +  .... 

ist. 

Dies  ist  aber  nach  unserer  unmaassgeblichen  Meinung  ein  Irr- 
thum, und  wir  können  den  obigen  Schluss  in  keiner  Weise  für 
gerechtfertigt  halten,  wenn  man  nicht  die  Betrachtung  in  einer 
anderen  Weise  anzustellen  im  Stande  ist  wie  der  Herr  Vf.*).  Bei 
der  von  diesem  gebrauchten  Üarstellungsweise  hilft  aber  der  blosse 
Nachweis  der  (Konvergenz  der  Reihe 

/  ;r ,   |-  /■  'x ,  j  -j  /*  'x ,       ^  P"x ,   

streng  genommen  gar  nichts.  Denn  auch  angenommen,  dass  die- 
ser Nachweis  mit  aller  (Konsequenz  nnd  Strenge  geführt  sei ,  so 
folgt  daraus  weiter  nichts,  als  dass  die  vorstehende  Reihe,  dem 
Begriffe  der  Cnnvergenz  gemäss,  Ciberhaiint  eine  Summe  hat; 
dass  aber  diese  Summe  F(x  -f-  //)  ist,  folgt  daraus  noch 
keineswegs,  und  dies  nachzuweisen,  ist  eben  die  Hauptsache. 
Dieser  Nachweis  kann  aber  gar  nicht  anders  geführt  werden,  als 
durch  die  sorgfaltigste  Betrachtung  des  Restes,  welche  letztere 
daher  auch  nie  unterlassen  werden  kann  und  darf,  immer  die  von 
dem  Hrrrn  Verf.  seinem  Werke  von  vornherein  gegebene  Aidage 
vorausgesetzt.  Nur  wenn  man  beweisen  kann,  dass  für  in's  Lu- 
vend liehe  wachsende  n  der  liest  sich  bis  zu  jedem  Grade  der  Null 
nähert,  ist  man  wirklich  vollständig  versichert,  dass 

1.  die  Reihe 

h         h2  h* 

Fx     -  Px         P't  —  P"r 

rxt  jfi,  1/2.3        '  '"' 

convergirt,  d.  h.  eine  Summe  hat,  und  femer 

2.  dass  diese  Summe  die  Grosse  F(x  -f  h) ,  dass  also  in  der 
gewöhnlichen  Schreibweise 


*)  Wir  verweisen  in  der  Kürze  auf  den  ganz  an  Cancliy  sich  hal- 
tenden Aufsatz  Nr.  XL  VI  II.  im  ersten  Thoilc  des  Archivs. 
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F(x  +  h)  =  Fx  +  \  Fx  +      Fs  +       F  "x  \ 

ist. 

Bei  Unterlassung  einer  sorgfältigen  Betrachtung  des  Restes 
wird  Nr.  %  immer  unerledigt  bleiben ,  wenigstens  bei  der  ganzen 
von  der  gewöhnlichen  »ich  nicht  unterscheidenden  Anlage  dieses 
Werkes. 

So  wie  bei  der  Taylor'schen  Reihe  für  Functionen  mit  einer 
und  mit  mehreren  Variablen,  sind  dann  in  diesem  Werke  natür- 
lich auch  bei  der  ßernou loschen  Reihe,  bei  der  Lagrange'scben 
Reihe  (der  Herr  Verf.  hätte  immerhin  auch  die  Bürmaniii'scfae 
Reihe  aufnehmen  können)  strengere  Restbetrachtungen  ganz  unter- 
lassen worden,  was  naturlich  auch  als  Folge  einer  gewissen  Con* 
sequenz  nicht  wohl  anders  sein  konnte. 

Beiläufig  bemerken  wir  hierbei  noch,  dass  der  Herr  Vf.  der 
bisher  allgemein  Mnclaurin's  Reihe  benannten  Reihe 

Fx  =  FO  +  yF0+  j2  ^'0+1X3 F"'0  +  ... 

den  Namen  Stirling's  Reihe  beilegt.  Was  zu  dieser  Abwei- 
chung von  dem  bisher  Gewöhnlichen  berechtigt,  wissen  wir  nicht. 
In  der  in  unserem  besitz  befindlichen  seltenen  und  von  uns  sehr 
hoch  gehaltenen  Schrill:  Methodus  Differentialis:  sive 
Tra.ctatus  de  Summajione  et  Interpolatione  serierum 
infinitaruth.  Aucto  re  Jacobo  Stirling.  Londini.  1730  4. 
findet  sich,  so  viel  wir  jetzt  finden  können,  nur  p.  102.  eine  Stelle, 
welche  zu  der  obigen  Abweichung  von, der  bisher  allgemein  ge- 
bräuchlichen Benennung  hätte  Veranlassung  geben  können ;  zu 
der  an  dieser  Stelle  angeführten  Reihe  fugt  aber  Stirling  selbst 
sogleich . . hinzu :  „ E t  h o a*  JU J m u *  deprehendit  D.  T a y (/> r 
in  Methodo  Inerementorum  et  postca  Hermanus  in 
Appendice  ad  Phoronomiam."  In  der  That  ist  es  auch  nur 
die  eigentliche  •  Tay lor'sche  Reihe ,  "die  Stirling  hier  im  Auee 
hat;  denn  wenn  er  dieselbe  auch  z.  B.  pag.  103.  auf  folgende 
Art  schreibt: 

so  ist  in  dieser  Gleichung  doch  A  die  einer  gewissen  Ab- 

scisse  entsprechende  Ordinate,  und  A,  Ä,  At  Ä,  u. 
s.  w.  sind  deren  DifferentiaJquotienten ;   z  ist  das  Increment  der 
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Ahscisse  von  A\  und  BE  ist  die  der  um  das  Increment  z  ver- 
änderten Abseisse  entsprechende  Ordinate,  also  offenbar  in  der 
That  nur  der  Taylor  sehe  Satz.  Daher  wird  man  wohl  fernerhin 
immer  noch  wie  bisher  „Maclaurins  Satz"  sagen  müssen, 
wenn  der  Herr  Verf.  uns  nicht  eines  Besseren  belehrt,  was  wir 
sehr  gern  annehmen  werden! 

Dass  der  Herr  Vf.  gleich  von  vorn  herein  (S.  41.)  die  imagi- 
nären Grössen  in  die  Differentialrechnung  einmischt,  und  den 
Begriff  des  Differentialquotienten  ohne  Weiteres  auch  auf  diese 
(Frössen  anwendet  und  ausdehnt,  stimmt  gleichfalls  nicht  mit  un- 
seren Ansichten  über  diese  Dinge  uberein.  Fasst  man  den  Diffe- 
rentialquotienteu,  wie  auch  der  Herr  Vf.  gethan  hat,  als  Gränze 
auf,  so  giebt  es  in  diesem  Sinne  für  imaginäre  Grössen  über- 
haupt gar  keine  Differentialquotienten,  da  doch  bei  solchen  Gros- 
sen von  einer  wirklichen  Annäherung  an  eine  Gränze  Im  ci~ctit- 
lichen  Sinne  wohl  schwerlich  die  Rede  «ein  kann.  Will  man 
den  Begriff  des  Diffcreutialqunticntc»  tfuT  imaginäre  Grossen  aus- 
dehnen, so  kann  dies  nur  symbolisch  geschehen,  in  der  Weise 
etwa,  nie  Cauchy  und  Andere  gethan  haben. 

So  wie  hierin,  huldigt  der  Herr  Vf.  noch  in  vielen  anderen 
Punkten  älteren  Ansichten.  Leider  gestattet  uns  der  kaum  nicht, 
dies  weiter  zu  verfolgen;  daher  wollen  wir  nur  noch  das  Folgende 
bemerken.  Auf  S.  H(X  leitet  der  Herr  Vf.  die  wichtigen  und  merk, 
vtürdigen  Gleichungen 

"''"^O-SX'-iS)  (l_ü£)  

coss = (1-  (•-£)•• 

aus  den  Reihen 

^3  z7 

8,n* =*-  073  +  O  -  O  f  •  ! 

-       »*  2«  »ö 

ab,  indem  er  dieselben  wie  endliche  Gleichungen  behandelt*  und 
nach  einem  bekannten  Fundamentalsatze  der  Lehre  von  den  Grci- 
chungen  in  Factoren  zerlegt.  Diese  Ableitung  rührt  \<»o  Joh. 
Bernoulli  her.  Nun  hat  aber  schon  Joh.  Fried  r.  V  1  äff  in* 
seinem  trefflichen  „Versuch  einer  neuen  Summ ationsme- 
*  thode.  Berlin.  1788.  S.  87.  .Nr.  7."  das  völlig  Ungründliche 
und  Verfehlte  jener  Schlussart  auf  die  überzeugendste  Weise  nach- 
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gewiesen,  und  der  Herr  Vf.  mochte  wobl  in  einige  Verlegenheit 

ferathen ,  wenn  einer  «einer  Schüler  zufällig  obige  Schrift  von 
'faff  gekannt  hätte.  Jene  von  P faff  erhobenen  sehr  gegrflnde- 
ten  Zweifel  veranlassten  daher  auch  den  Herausgeber  des  Archivs 
schon  im  Jahre  18*22,  in  einer  sehr  ausführlichen,  noch  vieles 
Andere  gelegentlich  berücksichtigenden  Abhandlung  die  obigen 
merkwürdigen  Zerlegungen  der  goniometrischen  Functionen  in 
Factorcn  auf  einem  ganz  anderen  Wege  zu  begründen.  (Mathe* 
matische  Abhandlungen  von  Dr.  Job.  Aug.  Grunert. 
Erste  Sammlung.  Altona.  1822.  4.  Erste  Abhandlung.). 
Diese  Abhandlung  ist  damals  zu  seiner  grossen  Freude  auch  mit 
mehrfachem  ihm  sehr  schatzbaren  Beifalle  beehrt  worden,  und 
hat  Eingang  in  mehrere  andere  Schriften,  z.  B.  in  die  Anhänge 
zu-  der  sehr  guten  Uebersetzung  des  Vollständigen  Lehrcurs 
der  reinen  Mathematik  von  Francoeur,  die  Herr  Külp  in 
Darmstadt  herausgegeben  hat,  gefunden.  Dessenungeachtet  wurde 
der  Herausgebor  gegenwärtig  doch  einer  Ableitung  der  obigen 
merkwürdigen  Proclucten-  Formeln  durch  die  Gränzenmethnde, 
wie  eine  solche  schon  von  L'H  uilier  (Mem.  de  Berlin.  1  788.  89.) 
versucht,  und  neuerlich  von  Cauchy  in  sehr  schöner  Weise  ge- 
geben worden  ist,  vor  seiner  eigenen  Darstellung,  die  man  eine 
rein  analytische  (durch  unendliche  Keinen  etc.  etc.)  nennen  konnte, 
entschieden  den  Vorzug  einräumen,  und  in  seinen  Vorlesungen 
gebraucht  er  auch  in  der  That  jetzt  allein  eine*  an  diese  Cauchy 
sehe  Darstellung  sich  in  den  wesentlichsten  Hauptpunkten  an- 
schliessende Ableitungsmethode.  Dass  aber  solche  ganz  veraltete 
und  verfehlte  Beweise  wie  der  von  Joh.  Bernonlli  immer  wie- 
der zum  Vorschein  kommen,  ist  nach  den  von  Pfaff  schon  im 
Jahre  1788  gemachten  treffenden  Erinnerungen  wenigstens  auffal- 
lend. Uebrigens  hat  schon  Joh.  Bernonlli  selbst  bei  seiner 
Datstellung  sich  Gewissensscrupcl  gemacht,  die  Kästner  (natür- 
lich in  seiner  Weise)  zu  beseitigen  gesucht  hat.  (Analysis  des 
Unendlichen.  §.  337.). 

Der  Herr  Verf.  hat  auch  die  ersten  Elemente  der  Variations- 
rechnung in  sein  Buch  aufgenommen.  Leider  steht  diese  Wis- 
senschaft, der  allerdings  ein  wahrhaft  grosser  mathematischer  Ge- 
danke zu  Grunde  liegt,  rücksichtlich  ihrer  gehörigen  Begründong 
noch  auf  schwachen  Füssen,  und  sieht  noch  einem  Cauchy  ent- 
gegen ,  der  ihr  diese  Begründung  in  gleich  vollständiger  Weise 
wie  der  Differentialrechnung  verschafft.  Der  Mathematiker  muss 
natürlich  auch  diese  Wissenschaft  ihrem  gegenwärtigen  Bestände 
nach  vollständig  kennen.  Ob  aber  in  einem  vorzugsweise  für 
Praktiker  bestimmten  Buche  dieser  Abschnitt  auf  dem  angeführ- 
ten Grunde  nicht  besser  ganz  weggelassen  worden  wäre,  ist  uns 
wenigstens  zweifelhaft.  Vorzugsweise  zwei  Probleme  sind  es, 
welche  den  Praktiker  interessiren  können,  die  gewöhnlich  ihre 
Behandlung  in  der  Variationsrechnung  finden:  das  Problem  von 
der  Bracnystoch rone  und  das  Problem  von  dem  Körper 
des  kleinsten  Widerstandes.  Das  erste  hat  der  Herr  Vf. 
in  sein  Buch  aufgenommen,  [das  zweite  nicht,  obgleich  die  Be> 
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rechtigung  dazu  gewiss  eben  so  gross  genesen  wäre  uie  bei 
jenem.  Für  das  Problem  von  der  Brachystochrone  bat  der  Her- 
ausgeber des  Archivs  im  7.  Bande  dieser  Zeitschrift  eine  ele- 
mentare* d.  b.  von  der  Variationsrechnung  'ganz  unabhängige, 
Auflosung  gegeben ,  die  sich  wegen  ihrer  Strenge  und  Evidenz 
vorzüglich  för  den  Unterricht,  auch  von  Praktikern,  eignen  dürfte, 
und,  wie  er  zu  seiner  Freude  hört,  bei  derartigen  Vorlesungen 
in  der  That  nlich  schon  benutzt  wird.  Für  das  Problem  von  dem 
Körper  des  kleinsten  Widerstandes  befindet  er  sich  jetzt  glückli- 
cherweise im  Besitz  einer  ebenso  elementaren  Auflösung,  welche 
die  Mathematiker  hoffentlich  in  gleichem  Grade  interessiren ,  und 
die  er  deshalb  in  einem  der  nächsten  Hefte  dieser  Zeitschrift  mit- 
theilen wird. 

Die  analytische  Geometrie  enthalt  die  gewöhnlichen  Elemente 
und  die  wichtigsten  Anwendungen  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung suf  die  Gebilde  des  Raumes. 

Ungeachtet  der  im  Vorhergehenden  von  uns  ausgesprochenen 
mehrfachen,  von  denen  des  Herrn  Vfs.  abweichenden  Ansichten 
scheiden  wir  doch  von  demselben  mit  aller  der  Achtung,  welche 
die  Belehrung  fordert,  die  sein  Buch  namentlich  durch  den  Reich- 
thtim  seiner  Beispiele  vorzüglich  Anfängern  unzweifelhaft  gewah- 
ren wird. 
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literarischer  Herl  eilt. 


Crescliichte  tler  Mathematik. 

- 

L'Algebre  d'Omar  Alkhayyamf,  publice,  tradotte 
et  accompagne'e  d'extraits  de  manuscrits  inedits,  par 
F.  W/iepcke,  Docteur  agrege  a  rUniversite*  de  Bonn, 
Membre  de  la  socie^e  asiatique  de  Paria.  Paris. 
1851.  8. 

Es  ist  uns  seit  laneerer  Zeit  kein  so  interessanter  and  wich- 
tiger Beitrag  aur  Geschichte  der  Mathematik  vorgekommen,  als 
die  vorliegende  Uebersetzung  eines  bisher  gewiss  einem  grossen 
Theile  der  Mathematiker  fast  ganz  unbekannten,  mindestens  von 
denselben  wohl  nur  sehr  wenig  beachteten  arabischen  Mathe- 
matikers, deren  Werth  noch  vielfach  durch  die  von  dem  Herrn 
Uebersetzer  beigefügten  Zusätze  erhöht  wird.  Wir  halten  es  da- 
her für  zweckmässig,  eine  etwas  ausführlichere  Anzeige  dieses 
interessanten  Werkes  zu  liefern,  als  sonst  in  diesen  literarischen 
Berichteil  gewöhnlich  ist 

Im  Jahre  1742  veröffentlichte  Gerard  Meerman  zu  Leiden 
sein  „Specimen  calculi  fluxionalts ".  Indem  er  in 
der  Vorrede  die  Verdienste,  welche  die  Areber  sich  um 
die  Algebra  erwarben,  kurz  skizzirt,  ~cjtirt  er  ein  arabisches  Ma- 
nu Script  von  Alkhayyämi,  dessen  Uebersetzung  uns  hier  vor- 
liegt, welches  Warner  der  Bibliothek  zu  Le iden  legirt  hatte, 
und  muthmasset,  dass  sich  in  diesem  Manuscriptc  die  Auflösung 
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der  ctibischen  Gleichungen  finden  könne,  was  jedoch,  wie  der 
Herr  Uebersetzer  sagt,  in  der  That  Jiicht  der  Fall  ist,  obgleich 
man  dieselbe  Meinung  von  Montucla  in  seiner  Histoire  des 
Math ematiques  und  von  Gartz  in  seiner  bekannten,  fÖr  die 
Literatur  des  Eukliden  wichtigen  Schrift  Ober  die  Uebersetzer 
und  Kommentatoren  des  Euklid  es,  gleichfalls  ausgesprochen  fin- 
det, weil  die  Entdeckungen  des  Alkhayyami,  so  sinnreich  die- 
selben auch  an  sich  sind ,  nichts  mit  denen  der  italienischen  Al- 
gehraisten  des  Ifiten  Jahrhunderts  gemein  haben.  Niemand  dachte 
seitdem  wieder  an  die  Schrift  des  Alkhayyami,  bis  L.  Am. 
Sedillotim  Nouveau  Journal  asiatique.  Mai.  1834.  an- 
zeigte, dass  er  ein  arabisches  Manuscript  der  Königlichen  Biblio- 
thek zu  Paris  entdeckt  habe,  welches  einsehr  interessantes  Frag- 
ment einer  Abhandlung  über  die  Algebra  enthalte.  Später  gab 
Sedlllot  eine  ausfuhrlichere  Analyse  dieses  Fragments,,  und 
Chasles  erklärte  in  seinem  Apercu  historique  sur  le  deve- 
loppement  des  methodes  en  geometrie.  Bruxelles. 
183/.,  dass  die  Herausgabe  des  erwähnten  Fragments  für  die 
Geschichte  der  Mathematik  von  wahrem  Interesse  sein  werde. 
Endlich  entdeckte  Herr  Libri  in  der  königlichen  Bibliothek  ein 
vollständiges  Manuscript  des  Werkes,  zu  welchem  jenes  Fragment 
gehörte,  und  es  wurde  die  Identität  seines  Verfassers  mit  dem 
Verfasser  des  in  der  Bibliothek  zu  Leiden  aufbewahrten  Manu- 
Scripts  constatirt.  Die  Meinung  über  die  Wichtigkeit  dieses  Wer- 
kes war  eine  völlig  ungeteilte,  und  Libri  entschloss  sich  zur 
Herausgabe,  die  aber  unterblieben  ist  Desto  mehr  Dank  verdient 
nun  Herr  Wöpcke,  dass  er  sich,  unter  Benatzung  der  drei  obi- 
gen Handschriften,  der  Herausgabe  mit  eben  so  viel  Geschick  als 
Fleiss  unterzogen,  und  dadurch  der  Literatur  der  Geschichte  der 
Mathematik  ein  hdebst  werthvolles  Geschenk  gemacht  bat 

Die  Schrift  des  Alk  ha  warnt  ftlhrt  in  der  Uehersetzung  den 
Titel :  8 

Memoire  du  sage  excellent  Gbiyath  Eddin  Aboül 
Fath  Omar  Ben  Ibrahim  Alkbayyamt  de  Nichaboür 
(que  Dieu  saoetifie  son  äme  i> rec leuse!)  sur  lesdemou- 
strations  des  pröblemes  de  l'Algebre. 


Weder  das  Jahr  der  Geburt  noch  das  Jahr  des  Todes  des 
Alkhayyämf  sind  bekannt.  Man  weiss  aber,  dass  er  in  Gesell- 
schaft zweier  jungen  Leute,  des  Nizham  Almoulq,  Vezir  der 
Sultane  Alp-Arslan  und  Maliq-Chah,  und  Hacan  JbnSab- 
bah,  Gründer  des  Ordens  der  Assasinen,  erzogen  wurde.  Die 
drei  jungen  Leute  hatten  sich  das  Versprechen  gegeben ,  dass, 
wenn  einer  von  ihnen  zu  Ehren  und  Würden  gelungen  sollte,  er 
seiner  beiden  Cmneraden  gedenken  wolle.  Nizham  Almoulq, 
der  spatere  Vezir,  entledigte  sich  seines  Versprechens,  und  gab 
dem  Hacan  Jbn  Sabbah  die  Stelle  eines  liadjib  oder  Kanz- 
lers. Er  erwies  sich  jedoch  undankbar  und  ward  vom  Hofe  ent- 
lernt Alkhayyami  schlug  alle  ihm  angebotenen  Gnaden-  und 
Ehrenbezeugungen  aus,  völlig  zufrieden  mit  einer  bescheidenen 
Lage,  die  ihm  nur  hinreichende  Zeit  zu  wissenschaftlichen  Arbei- 
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teti  Hess.  Man  weiss  jedoch ,  das«  er  einen  ausgezeichneten  Plate 
unter  den  Astronomen  von  MaliqChah  einnahm,  und  bei  der 
im  Jahre  1079  durch  diesen  Fürsten  eingeführten  Reform  des  Ka- 
lenders thätig  war.  Alkhayvamt  war  auch  Verfasser  einer 
Schrift  über  die  Ausziehung  der  Wurzeln  höherer  Grade,  und 
zugleich  Dichter;  seine  Gedichte  trugen  ihm  aber  den  Ruf  eines 
Atheisten  und  Freigeistes  ein.  Ein  anderer  arabischer  Schrift- 
steller Alzouzeni  schildert  ihn  in  der  folgenden  interessanten 
Weise: 

„Omar  Alkbayyam,  im  am  du  Khoräcän,  le  grand  savant 
du  temps,  etait  verstf  dans  les  sciences  des  Grecs.  II  ezhortait 
a  chercher  le  Dieu  unique,  gouverneur  du  monde,  par  la  puriti- 
cation  des  mouvements  corporels,  de  maniere  k  reodre  Tarne 
humaine  exempte  de  toute  impurete.  II  recommandait  aussi  une 
*tude  perseverante  de  la  politique,  fondee  sur  les  bases  de  cette 
science  etablies  par  les  pnilosophes  grecs.  Les  Soufis  den  temps 
posteVieurs  ont  acueilli  le  sens  apparent  d'uno  partie  de  ses  poe1- 
sies  et  puis  les  ont  aecommodees  a  leurs  doctrines,  de  sorte  qu'ils 
en  font  l'obiet  de  discussions  dans  leurs  assemblees  et  dans  leurs 
reWions  privee*.  Mais  le  sens  cache  de  ses  poesies  ennsiste  en 
axtoraes  de  la  religioo  universelle,  et  en  principe«  geoeraux  em- 
brassant  les  devoirs  pratiques.  Comme  les  hommes  de  son  temps 
blamaient  ses  opinions  religieuses,  et  mettaient  a  decouvert  ce 
qu'il  cachait  en  secret,  il  craignit  pour  sa  vie,  et  mit  im  freln 
aux  ecarts  de  sa  langue  et  de  sa  plume.  Jl  fit  le  pelerinage 
grace  plutot  ä  une  rencontre  fortuite  que  par  piete;  et  son  exte- 
rieur  trahit  ses  pensees  secretes,  bien  que  rien  n'en  paröt  dans 
ses  paroles.  Lorsqu*il  fut  arrivö  ä  Bagdad ,  les  personnes  qui 
s'etaient  livrees  aux  memes  Stüdes  que  litt  en  fait  de  sciences 
anciennes  aecoururent  aupres  de  lui;  inaig  il  leur  ferma  la  portc, 
en  homroe  qui  avait  renonce  a  ces  Stüdes,  et  non  pas  en  homme 
qui  tut  reste  leur  confrere.  Apres  e'tre  retourne'  de  son  pelerinage 
Jans  son  pays ,  il  se  rendait  au  Heu  des  prieres  le  soir  et  le  matin, 
et  cachait  ses  secrets,  qui  pourtant  ne  pouvaient  pas  manquer  de 
se  reveler.  II  e^tait  sans  pareil  dans  l'astronomie  et  dans  la 
pbilosophie;  et  sa  capacitö  Eminente  dans  ces  sciences  nurait 
passe  en  proverbe,  s*ilx  avait  reyu  en  partnge  le  respect  des  con- 
venances.  Oq  a  de  lui  des  poesies  legeres  dont  le  sens  cache 
perce  ä  travers  leurs  expressions  volleres,  et  dans  lescmelles  la 
coneeption  poetique  est  troublee  par  Timpurete  de  I  iotention 
cach4e.  Poesie: 

„Comme  mon  Arne  se  contente  d'one  aisance  m ödeste  et  faeiie 
a  obteoir,  que  toutefois  raa  main  et  mon  bras  ne  me  procurent 
qu'avec  effort, 

„Je  suis  ä  1'abri  de  toutes  les  vicissitudes  de  la  fortune,  et, 
dans  mes  -  malheurs ,  ma-main  et  les  projets  que  je  forme  sont 
mon  refuge. 

„Les  spheres  dans  leurs  mouvements  n'ont  elles  pasprononce* 
larret,  que  toutes  les  etoiles  heureuses  finisseut  par  decliner  vers 
une  position  funeste?  - 


Digitized  by  Google 


HU 

• 

„  Per  se  Vera  nee  donc,  6  mon  ame,  dans  Ion  renos !  Tu  en 
fais  seulement  crouler  le  so m inet,  en  voulant  en  consolider  sen 
bases."  ! 

Die  hier  im  arabischen  Grundtexte  und  einer  französischen 
Ueberselzung  mittcetheilte  Schritt  des  Alk  ha yy  Ami  zerfallt  in 

die  folgenden  (linf  Theile: 

].  Einleitung,  enthaltend  eine  Vorrede,  die  Erklärungen  der 
(■rund begriffe  der  Algebra,  und  eine  Uebersicht  der  Gleichungen, 
welche  der  Verfasser  zu  discutiren  beabsichtigt. 

k2.    Die  Auflösung  der  Gleichungen  der  zwei  ersten  Grade. 

3.  Die  Construction  der  Gleichungen  des  dritten  Grades. 

4.  Die  Discussion  der  Gleichungen  mit  gebrochenen  Gliedern, 
i»  eiche  zum  Nenner  Potenzen  der  Unbekannten  haben. 

5.  Bemerkungen  und  Zusätze. 

Als  eine  Ligcnthüadichkeit  dieser  Algebra  wird  von  dem  Herrn 
Herausgeber  mit  Kerbt  hervorgehoben,  dass  der  Verfasser  jeder- 
zeit mit  der  geoinel iix  hen  (.«Instruction  einer  Gleichung  die  nu- 
merische oder  arithmetische  Auflösung  derselben  verbindet:  und 
nenn  er  auch  bei  den  eubischeu  Gleichungen  mit  der  geometri- 
schen Construction  sich  zu  begnügen  genöthigt  ist,  so  bezeichnet 
er  dies  doch  den  künftigen  Algebraisten  als  eine  noch  auszufül- 
lende Lücke. 

Die  Addition»  A,  H ,  C,  D,  E  enthalten  sehr  werthvolle 
Zusätze  zu  der  Uebersetzung  der  Algebra  des  Alkhayyämi, 
und  sind  grosstenthcils  aus  Mauuscripten  der  Bibliothek 'zu  Lei- 
den und  der  Bibliotheuue  nationale  entlehnt. 

Diese  Zoaätze  betreffen  hauptsächlich  die  bekannte  Aufnähe, 
auf  welche  Archiiuedes  die  Tncilung  einer  Kugel  in  zwei  Se^ 
mente  n.ich  einem  gegebenen  Verhältnisse  gründet ,  nämlich  die 
Aulgabe: 

Ii  T 

D   I  ,    — ;  1  x 

Wenn  eine  Linie  DZ  gegeben  ist,  und  in  derselben 
zwei  Punkte  B,  T,  so  dass  H  zwischen  I)  und  fliegt: 
I n  d  e  r  L i n i e  Ü 7,  ei n e n  Punkt  A'  so  zu  bestimmen,  d a  >  s 

XZ:ZT=zBB*:DX* 

ist. 

Bezeichnet  man  KD,  ZTt  ZÜ,  DA  durch  a,  //,  c,  x,  so 
giebt  dies  die  Proportion 

./  _    2  2 
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x*  -f  a*b  =  cx* 

fdhrt. 

Ferner  betreffen  die  Zusätze  die  Trisection  des  Winkels,  und 
die  Beschreibung  des  regulären  Neunecks  und  Siebenecks  in  den 
Kreis,  wobei  zu  bemerken  ist,  das«  die  Araber  die  erstere  auf 
eine  Gleichung  des  dritten  Grades  zunickiu'hrten ,  und  zn  der  Seite 
des  letzteren  mittelst  des  Durchschnitts  zweier  Kegelschnitte  ge- 
langten. Ausserdem  enthalten  die  Zusätze  aber  auch  noch  vieles 
andere  sehr  Bemerkens  wcrüie,  Mas  wir  der  Beschränktheit  des 
Raumes  \vegen  hier  leider  nicht  Alles  namhaft  machen  können. 

In  Summa  bat  der  Herr  Herausgeber  und  Uebersetzer  durch 
diese  Schrift  'aus  den  handschriftlichen  Quellen  den  Beweis  zu 
fuhren  gesucht«  xdass,  während  bisher  die  Meinung  allgemein  an- 
genommen  war,  dass  die  Araber  sich  begnügt  hätten,  die  Werke 
der  griechischen  Geometer  als  das  non  plus  ultra  mathematischer 
Forschung  zu  bewundern  und  höchstens  zu  verstehen,  dieselben 
vielmehr  im  Xlten  Jahrhunderte  ungefähr  den  Standpunkt  einnah- 
men ,  der  in  der  Entwicklung  der  modernen  europäischen  Mathe- 
matik durch  Vieta  reprasentirt  wird.  Während  man  oft  genug 
behauptet  hat,  die  Araber  seien  nie  Ober  die  Behandlung  der  Glei- 
chungen zweiten  Grades  hinaus  gegangen,  ist  in  dieser  Schrift 
versucht  werden,  von  ihren  Arbeiten  im  Gebiete  der  Gleichungen 
des  dritten  und  selbst  des  vierten  Grades,  ja  selbst  tbeilweise 
noch  höherer  Grade,  eine  möglichst  umfassende  Darstellung  zu 
geben,  was  in  der  That  nicht  zu  den  geringsten  Verdiensten  der- 
selben gehört. 

Die  Punkte,  welche  einer  mathematischen  Erläuterung  bedurf- 
ten, hat  der  Herr  Herausgeber  nirgends  auf  diesem  Wege  zu 
erläutern  unterlassen,  und  dabei  die  von  der  neuern  Mathematik 
dargebotenen  Erleichterungen  mit  Recht  niemals  verschmähet. 

Seine  in  der  Vorrede  ausgesprochene  Befürchtung,  zu  viel 
elementar-mathematische  Entwickelnden  der  Schrift  beigelugt  zu 
haben,  ist  ungegründet,  weil  «eine  Bemerkungen  bei  Weitem  dem 
grussten  T heile  nach  nicht  ohne  Werth  sind ,  namentlich  für  we- 
niger mit  den  Resultaten  mathematischer  Forschung  vertraute 
Leser,  insbesondere  für  Sprachforscher  und  Literarhistoriker ,  für 
welche  diese  Schrift  doch  auch  von  Wichtigkeit  und,  Interesse  ist. 

Ausser  wegen  ihrer  Wichtigkeit  für  die  Geschichte  der  Ma 

wir  aber  unsern  Lesern  diese  Schrift  auch 


noch  aus  einem  anderen  Gesichtspunkte  empfehlen.  Dieselbe  ent- 
hält nämlich  hauptsächlich  in  den  Zusätzen  und  in  den  häufigen 
Noten  unter  dem  Texte  einen  ziemlichen  Reichthum  mathemati- 
scher^ namentlich  geometrischer,  Sätze  und  geometrischer  Con- 
structionen,  die  dem  gross ten  T heile  nach  nient  gerade  sehr  be- 
kannt sein  durften,   und  oft  nicht  geringes  Interesse  darbieten; 
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ja  es  werden  Lehrer  der  Mathematik  gewinn  viele  dieser  Dim?« 

•  <  selbst  als  Stoff  zu  Uebungen  för  ihre  Schiller  benutzen,  oder 
wenigstens  an  dieselben  dergleichen  Uebungen  anknüpfen  können, 
namentlich  geometrische  Constructionen,  auch  die  sogenann- 

ten  organischen,  zu  deren  Ausführung  mittelst  eines  stetigen  Zugs 
meistens  besondere  Instrumente  erforderlich  sind,  betrifft  - 

.«.,/      '  y.f  '■  ••  V  ni».   <  "Ri.4  -d  :*»/ns'-4- 

Die  Schrift  ist  mit  französischer  Eleganz  gedruckt  und  dem 
Erbprinzen  von  Anhalt- Dessau  gewidmet,  welcher  dafür,  dass  er 
an  den  Arbeiten  de«  Herrn  Verfassers  das  wärmste  Interesse 
nahm  und  dieselben  dadurch  wesentlich  forderte,  gewiss  den  Dank 
aller  Freunde  der  Geschichte  der  Mathematik,  einem  Felde,  das 
lange  Zeit  hin  durch  nur  wenig  behaut  worden  ist,  in  hohem  Grade 
verdient.  Möge  deshalb  der  Herr  Verf.  eifrig  fortfahren,  seine 
erfolgreichen  Studien  diesem  gewiss  noch  viele  schöne  Früchte 
tragen  könnenden  Felde  zuzuwenden.  Wir  wünschen  sehr,  ihm 
recht  bald  wieder  auf  demselben  zu  begegnen. 


v»i|  >.  , 


'         .  f  -f.  .::,{  uupk 

Arithmetik. 

Grundzüge  der  algebraischen  Analysis.  Als  Leit- 
faden b«i  öffentlichen  Vorträgen  und  zum  Selbststu- 
dium. Von  Dr.  J.  Dienger,  Professor  der  Mathematik 
an  der  polytechnischen  Schule  zu  Karlsruhe.  1851.  M. 

.'«*.•  -.     •  <*  i    •    .  '.viii:  fnv.rfnl** 

In  diesen  Grundzügen  der  algebraischen  Analysis  sind  die 
Forschungen  der  neueren  Analytiker,  namentlich  die  auf  eine 
bessere  Begründung  der  Analysis  bezüglichen,  auf  eine  sehr  ge- 
schickte Weise  benutzt,  und,' ohne  für  den  beabsichtigten  Zweck 
des  Buches  das  nothwendige  Maass  zu  übersehreiten,  in  compen- 
diarischer  Kürze  auf  sehr  ansprechende*  Weise  zusammengestellt, 
so  dass  diese  Schrift,  da  auch  eigne  Forschungen  des  Herrn  Vfs. 
in  derselben  keineswegs  fehlen,  wenn  man  dieselben  mit  vielen 
anderen  Schriften,  die,  fast  wie  es  scheint,  mit  Absiebt,  oder— 
um  die  Sache  mit  ihrem  wahren  Namen  zu  nennen  —  wegen  Faul- 
heit und  Unkenntniss  ihrer  Verfasser,  denen  es  an  der  uöthigen 
Energie  fehlt,  den  Staub  der  alten  combinatorischen  und  Keihen- 
Analysis,  nebst  der  Methode  der  unbestimmten  Coeftcienten,  u. 
s.  w.  u.  s.  w.,  die  sie  in  hinreichend  bekannten  sogenannten  com- 
binatorischen u.  s.  w.  Schulen  erlernt  haben,  von  den  Füssen  zu 
schütteln,  mit  den  neueren  Forschungen  sich  gehörig  bekannt  zu 
machen,  und  auf  eine  für  ihre  Schüler  zweckmässige  Weise  zu 
verarbeiten,  vergleicht,  jedenfalls  einen  sehr  angenehmen  Ein- 
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druck  macht.  Gewiss  muss  man  den  Schülern  der  polytechnischen 
Schule  zu  Karlsruhe  Glück  wünschen,  wenn  sie  gleich  am  Anfange 
ihrer  mathematischen  Studien  die  Ansprüche,  welche  die  neuere 
strengere  Analysis  macht,  kennen  lernen  und  mit  denselben  ver- 
traut gemacht  werden.  Denn  dass  diese  neueren  Ansichten  sich 
doch  endlich, allgemein  Bahn  brechen,  und  den  alten  Schlendrian 
ganz  bei  Seite  schieben  werden,  ist  jetzt  nicht  mehr  zu  bezwei- 
feln; mag  auch  die  Methode  der  Darstellung  und  Entwickelung 
noch  mancherlei  Umgestaltungen  erfahren,  woran  wir  selbst  gar  nicht 
zweifeln:  immer  werden  doch  die  Grundansichten,  denen  dieselbe 
ihre  Entstehung  verdanken,  ihre  volle  Geltung  behalten.  Nur  den- 
jenigen halten  wir  für  eioen  wahren  Lehrer  der  Mathematik,  der 
wie  der  Herr  Verf.  der  vorliegenden  Schrift  seine  Schüler  schon 
jetzt  mit  diesen  neueren  Ansichten  so  viel  als  möglich  bekannt 
macht;  wer  dies  nicht  thut,  versündigt  sich  nach  unserer  Meinung 
an  seinen  Schulern  in  hohem  Grade,  weil  er  sie  in  dem  Irrgarten 
der  alten  Analysis  nur  an  der  Nase  herumführt,  und  ihnen  Dinge 
lehrt,  die  sie  doch  über  kurz  oder  lang  wieder  vergessen  müssen, 
wie  dies  leider  vielen  an  Jahren  älteren  unter  den  jetzigen  Ma- 
thematikern gegangen  ist,  die  auch  in  jenen  alten  Schulen  auf» 

gewachsen  sind.  Wir  heissen  daher  diese  Schrift  von  Herzen  will- 
ommen,  und  sind  überzeugt,  dass  sie  zur  grosseren  Verbreitung 
der  neueren  strengeren  Ansichten  über  die  Lehren  der  Analysis 
das  Ihrige  beitragen  wird.  Der  Inhalt  derselben  ist  folgender: 
Erste  Abtheilung.  I.  Der  binomische  Satz.  II.  Die  imginä- 
ren  Formen.  III.  Bestimmung  einer  Function  aus  gegebener  Ei- 
genschaft IV.  Bestimmung  aus  gegebenen  Werthen.  Interpolation. 
V.  Von  der  Reihen -Summiruug  einiger  Reihen.  VI.  Unendliche 
Reihen.  Convergenz  und  Divergenz.  Summirung  der  unendlichen 
Reihe 

I  +  |"  "f"  "J^T  ~f*  

VII.  Die  natürliche  Exponenzreihe.  Nächste  Folgerungen  daraus. 

VIII.  Die  Binomialreihe.  Folgerungen  daraus.  IX.  Die  Reihe  für 
den  natürlichen  Logarithmus  und  für  arc(tg=ar).  X  Die  Sinus 
und  Cosinus  der  Vielfachen  eines  Bogens.  XI.  Die  Zcrfällung  in 
Partialbrüche.  XII.  Die  reciirrenten  Reihen.  XIII.  Die  Differenz 
reihen.  XIV.  Allgemeine  Betrachtung  der  Functionen,  Stetigkeit, 
Gränzwerthe.  —  Zweite  Abtheilung.  I.  Uebersichtliche  Be- 
trachtung der  Gleichungen  des  zweiten  Grades.  II.  Auflösung  der 
Gleichungen  des  dritten  Grades.  III.  Auflösung  der  Gleichungen 
des  vierten  Grades  (nachEu  ler).  IV.  Allgemeine  Betrachtungen  über 
die  algebraischen  Gleichungen.  Nachweis  der  Existenz  der  (reellen 
oder  imaginären)  Wurzeln  (nach  Cauchy).  Zerfallung  der  Wurzel- 
factoren. Zerfallung  in  reelle  Factoren  des  ersten  oder  zweiten  Gra- 
des. Aufsuchung  ner  ganzen  Wurzeln.  Abgeleitete  Functionen  und 
ihre  Anwendung.  Aufsuchung  des  grüssten  gemeinschaftlichen  T hei- 
lers zweier  Polynome.  V.  Der  Sturms  che  Satz.  Bestimmung  der 
reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  vermittelst  Kettenbrüchen  (nach 
Lagrange).  Bestimmung  der  Gränzen der  reellen  Wurzeln«  VI.  Be- 
stimmung der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  (nach  Horner). 
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Division  eines  Polynoms  durch  ar— er.  Anwendung  auf  die  Be- 
stimmung der  reellen  Wurzeln.  Untersuchung  des -Falls,  da  meh- 
rere Wurzeln  fast  gleich  wind.  Die  "New ton  sehe  Annäherung 
methode.  Wiederholte  Betrachtung  des  obigen  schwierigen  Falle« 
Kurze  Andeutung  der  Möglichkeit  der  Bestimmung  imaginärer 
Wurzeln.  Anhang.  L  Die  trigonometrischen  Functionen  (ttr  ima- 
ginäre Bogen  u.  s.  w.    II.  Allgemeine  Auflösung  von  jt  Gleichun- 

Ken  des  ersten  Grades  mit  n  Unbekannten  (nach  Gran  ort). 
II.   Die  Fo  nrler'-sclife  Nftherangsmethode  zur  Bestimmung  der 
reellen  "Wurzeln  einer  (algebraischen)  Gleichung. 

Auch  die  Vorrede  enthält  noch  einige  »ehr  lesensweithe  Be- 


metrischen Functionen  ziehen  lassen,  Betrachtungen,  die  oft  mit 
grossem  Unrecht  selbst  bei  die  ersten  Elemente  Überschreiteoden 
Vortragen  der  Trigonometrie  vernachlässigt  werden,  zum  gross  teo 
»Schaden  für  das  Weitere  analytische  Studium  der  Schüler. 


gleich,  einen  wie  grossen  Reichthum  schöner  Methoden  und  Sätze 
diese  Schrill  auf  dem  geringen  Baume  von  nur  216  Seiten  eut- 
hält,  und  wir  empfehlen  dieselbe  daher  nochmals  aus  vollkom- 
menster Ueberzeugung  unser»  Lesern  zu  sorgfältiger  Beachtung» 
weiche  dieselbe  gewiss  in  vorzüglichem  Grade  verdient. 


Tratte  de  Balistiquc,  nar  Is.  Didion,  Chefd'esca- 
dron  d  Artillerie.  Paris  1838.  8.   2  Thlr.  27  Sgr. 

» 

Dieses  Buch  ist  uns  leider  bis  jetzt  entgangen;  wir  glauben 
aber  alle  diejenigen,  welche  sich  für  das  Balistische  Problem  in- 
te res  siren  ,  auf  dasselbe  nachträglich  aufmerksam  machen  zu  müs- 
sen, indem  es  eine  ziemlich  vollständige  Zusammenstellung  aller 
der  Untersuchungen,  welche  bisher  über  das  genannte  wichtige 
Problem  augestellt  worden  sind ,  und  auch  manches  Neue  enthält, 
namentlich  die  bisher  noch  nirgend  bekannt  gemachten  Untersu- 
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chungen  von  Francais.  Die  folgende  Uebcrsicht  de«  Inhalts 
wird  dieses  Urtheil  bestätigen. 

Avant- Propos.  PreTuninaires.  Definition  et  objef.  Historique. 
Section  1  Mouvement  des  projectiles  dans  le  vide. 
Section  II.  Resistance  de  lair.  Section  III.  Mouve- 
ment des  pro jectil  es  dans  Fair.  See Hon  IV.  Mouvement 
des  pro j cetil es  sous  lespetits  anglesde  projection.  {j.l. 
Tir  sous  les  petits  angles.  $.11.  Mouvement  des  nrojectiles,  ab- 
straction  faite  de  la  pesanteur.  §.  III.  Hypothese  ue  la  resistance 
de  l'air,  proportioneile  au  quarre  de  la  vitesse  du  mobile. 
Section  V.  Mouvement  des  projectiles,  en  supposant 
la  resistance  de  lair  proportionolle  au  quarre  de  la 
vitesse  dn  mobile.  §.1.  Proprietes  genörales  des  trajectoires. 
§.  II.  Methode  des  quadratures  et  methode  d'Euler.  §.  III.  Me- 
thode des  series  (Lambert,  Borda,  Tempel hof,  Francais.).  J.  IV. 
Methode*  d'approximation  (Borda,  Bezout,  Legendre,  Francais.). 
Section  VI.    Trace  des  trajectoiree 


is  et  Solutions  gra- 
phiques  de  divers  pro  b  lern  es  de  balistique.  Section  VII. 
Lois  de  la  penetration  des  projectiles  dans  les  mi- 
lieux  resistants.  Section  VIII.  Alesure  de  la  vitesse 
des  projectiles.  Section  IX.  Deviations  des  proje- 
ctiles. Section  X.  Des  differents  especes  de  tir,  poin- 
tage,  vitesses  et  tables  de  tir. 


Physik. 


Memoire  sur  la  polarisation  rectiligne  et  la  double 
refraction  des  cristaux  a  trois  axes  obliques.   Par  A. 

J.  Angstrom.  (Extrait  des  Acta  Keg.  Soc.  Upsal.).  A 
Upsal.    1849.  4«. 

Dieses  Memoire  ist  zwar  schon  im  Jahre  1849  erschienen; 
wir  glauben  aber  seiner  Wichtigkeit  wegen  eine  Anzeige  dessel- 
ben hier  nachholen  zu  müssen ,  weil  es  die  Aufmerksamkeit  der 
Freunde  der  Theorie  des  Lichts  jedenfalls  in  hohem  Grade  ver- 
dient, und  überdies  mit  einer  sehr  genauen  Kenntniss  dieser 
Theorie  und  der  analytischen  Methoden,  deren  Anwendung  die- 
selbe bedarf,  verfasst  ist,  wobei  auch  die  Eleganz  der  ganzen 
Darstellung  und  der  analytischen  Entwickelungen  insbesondere 
rühmend  hervorgehoben  werden  muss.   Auch  ist  zu  bemerken, 

67' 
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das«  dasselbe  eigentlich  fast  ganz  für  sieb,  ohne  auf  frühere  Ar- 
beiten zurückgehen  zu  müssen,  verständlich  ist,  was  demselben 
ebenfalls  bei  vielen  Lesern  zu  besonderer  Empfehlung  gereichen 
wird,  wobei  zugleich  der  Herr  Verf.  auch  mehrere  Punkte  ver- 
schiedener früherer  Theorien  kritisch  beleuchtet  Als  Hauptzweck 
seiner  Untersuchungen,  worauf  wir  uns  der  Beschränktheit  des 
Raumes  wegen  hier  nur  noch  einlassen  können,  giebt  aber  der 
Herr  Verf.  p.  5.  —  p.  6.  folgenden  an ,  wobei  wir  jedoch  die  Le- 
ser überhaupt  auf  die  ganze  höchst  lehrreiche  Introduction  p.  1. 
—  p.  6.,  verweisen: 

II  y  a  encore  une  classe  de  phenomenes  optiques,  laissee 
jusou'a  präsent  presque  en  tiereinen  t  intacte  par  l'analyse  mathe- 
matique,  et  qui  semble  au  premier  coups  doeil  s'opposer  ä  toute 
explication  plus  approfondie  suivatit  les  raaximes,  supposes  par 
la^  tbeorie  d  une  vateur  generale;  a  cette  classe  appartienoent  les 
cristaux  norames  clinoidriques*).  Environ  1832  M.  ISü r  reraberg 
avait  de* ja  dexouvert,  en  me'me  temps  que  Hörschel**),  une 
distribution  non-sym&rique  des  anneaux  colores  autour  des  axes 
optiques  dans  le  Öorax;  et,  peu  de  temps  apres  il  trouva  que  la 
niäme  ebose,  quoique  sous  une  autre  forme,  #  avait  lieu  pour  le 
gypse,  ou  sulfate  de  chaux  dans  un  memoire  detaille*  sur  les 
qualites  optiques  du  chaux  sulfate*  M.  Neu  mann***)  a  demon- 
tre*  plus  tard  que  ces  phenomenes  annoncent  l'existence  de  diffe- 
rents  axes  d  eiasticite  pour  les  differentes  couleurs,  et,  en  veri- 
fiant  la  däcouverte  dem.  Mitscherlich-j^),  que  les  axes  opti- 
ques du  gypse  coVncident  a  58°  Reaum.,  il  trouva  aussi,  que  la 
ligne  qui  clivise  Tangle  des  axes  optiques,  c'est  a  dire  le  plus 
grand  et  le  plus  petit  axe  d'elasticite ,  en  partant  d  une  tempera« 
ture  de  15,3°  Reaum.  tourne  en  meme  temps  3°  50*  sur  Taxe 
moyen  d'elasticite'. 

Ces  phenomenes  ne  se  laissent  en  aueune  maniere  reconcilier 
avec  la  theorie  de  Frcsnel  pour  la  surface  d'elasticite  dont  les 
trois  axes  rectangulaires  doivent  necessairement  avoir  une  Situa- 
tion fixe  dans  le  corps.  Aussi,  M.  Neu  man  dit-il,  dans  le  me- 
moire cite:  „Es  ist  um  so  mehr  hervorzuheben,  dass  dem  Pfaae- 
nomen  eine  neue,  mit  der  Fresnelschen  Theorie  in  keinem  Zu- 
sammenhange stehende,  ja  ihr  widersprechende  Thatsache  zum 
Grunde  liegt."   MacCullagh-i-f-),  le  seul,  ä  ce  que  nous  sa- 


*)  Par  N  au  man;  cristaux  des  deux  systemes  a  prisme  oblique  de 
D  uf  rtfnoy. 

**)   Corresp.  Math,  et  phys.  T.  I.  p.  275. 

***)  Pogg.  Ann.  XXXV.  81.  et  203.  Dans  le  meine  traite*  se  trouve 
aussi  la  notice  do  la  decouverte  de  M.  Nörremberg  sur  le  Sulfate  de 
cbaux. 

t)   p°gff>  Aon*  VI,L  519> 

ff)   Phil.  Magas.  Ser.  III.  Vol.  XXI.  p.  294. 
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voüs,  qui  alt,  jusqu'  a  präsent,  entrepris  de  traiter  ces  phenoroe- 
nes  d'une  maniere  analytioue,  s'exurime  aussi  en  ces  termes: 
„They  are  inconsistent  witli  all  recetved  notions,  and  contradict 
every,  theory  tbat  has  beeo  hitherto  proposed."  A  quel  poinf, 
au  contraire,  sa  propre  theorie,  admettant  meine  la  justesse  de 
l'bypothese  matbömatique  qui  lui  sert  de  base,  soit  satis- 
faisante,  nous  savons  d'autant  moins  juger,  qu*ii  nous  manque 
tous  les  details  lä-dessus ,  et  que  ceux  qui  sont  contenus  dansle 
memoire  cite*  sont  trop  incomplets,  pour  porter  la-dessus  un 
jugement» 

« 

L'objet  principal  dose  de  ce  traite,  c'est  d'essayer  de  faire 
disparaitre  cette  contra  dictum,  apparente  plutdt  que  reelle,  qui  a 
lieu  entre  la  the*orie  de  Fresnel  et  les  phdnomenes  obseires  des 
cristaux  clinoYdriques :  de  montrer,  comment  cette  derniere  theorie 
est  ä  considerer  comme  une  Solution  specielle  d'un  probleme  plus 
etendu,  dont  la  Solution  nous  fournit  aussi  uue  explication  des 
quaütes  optiques  des  cristaux  en  question. 

Möge  diese  schone  Abhandlung  nochmals  allen  denen,  welche 
für  die  physikalische  Theorie  des  Lichts  sich  interessiren,  bestens 
pfohlen  sein! 
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LXVffl. 

literarischer  Bericht. 


«; es clii chte  and  JLiteratnr  der  Mathe- 
matik und  Physik. 

Almanach  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften  (zu  Wien)  für  das  Jahr  1851.  Wien.  Aus  der 
Je.  k.  Hof*  und  Staatsdruckerei. 

Wir  glauben,  dass  der  Inhalt  dieses  Alraanachs  fu*r  die  Le- 
ser des  Archivs  von  mehrfachem  Interesse  sein  wird*  Zunächst 
führen  wir  ihn  indess  hier  hauptsächlich  deshalb  an ,  weil  er  sehr 
vollständige  Verzeichnisse  aller  von  mehreren  trefflichen  Mathe- 
matikern, Astronomen  und  Physikern,  die  ordentliche  Mitglieder 
der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  sind,  herausgege- 
benen grösseren  Schriften  und  einzelnen  Abhandlungen  und  Auf« 
sätzen  enthält,  welche  deshalb  grosses  Interesse  haben,  da  man 
sie  anderwärts  nicht  in  dieser  Vollständigkeit  finden  dürfte.  Wir 
weisen  in  dieser  Beziehung  u.  A.  nur  hin  auf  die  Herren 
Andreas  Baumgartner  in  Wien,  Adam  v.  Burg  in  Wien, 
Franz  Carlini  in  Mailand,  Christian  Doppler  in  Wien.  An- 
dreas v.  Ettingshausen  in  Wien,  Marian  Koller  in  Wien, 
Carl  Kreil  in  Prag,  Joseph  Petzval  in  Wien,  Johann  Jo- 
seph Ritter  v.  Prechtl  in  Wien,  Giovanni  Santini  in  Pa- 
dua, Anton  Schrötter  in  Wien,  Simon  Stampfer  in  Wien. 
Die  künftigen  Jahrgänge  des  Almanachs  werden  in  der  obigen 
Beziehung  noch  vollständiger  sein,  auch  Lebensbeschreibungen 
enthalten,  und  in  dieser  Weise  jedenfalls  einen  sehr  beachtens- 
und  dankenswerihen  Beitrag  zur  Geschichte  und  Literatur  der 
oben  genannten  Wissenschaften  liefern,  weshalb  wir  hier  auf  deren 
für  die  Folge  verbürgtes  regelmässiges  Erscheinen  aufmerksam 
machen. 

Baad  XVII.  58 
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Annuaire  de  l'Acadei&ie  Royale  de»  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  1851.  Bruxel- 
les.    1851.  8. 

In  diesem  Jahrgange  des  Annuaire  der  Königlichen  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Brüssel  findet  sich  eine  von  Herrn  Que- 
telet  verfasste  Notice  sur  Henri-Chr «£tien  Schumacher, 
Associe*  de  l'Academie,  welche  ein  höchst  anziehendes  Bild 
von  dem  trefflichen  Dahingeschiedenen  liefert,  und  um  so  lebhaf- 
ter und  interessanter  ist,  als  Herr  Quetelet  dabei  zum  grossen 
Theile  aus  eigner  Anschauung  geschöpft  hat  Viele  Stellen  aus 
Schumachers  Briefen  werden  mitgetneilt ,  von  denen  wir  eine, 
die  astronomischen  Instrumente  und  insbesondere  Trougthon 
betreffende,  unsern  Lesern  nicht  vorenthalten  können.  Herr  Que- 
telet sagt:  „Les  instrumenta  n'inspirent  ces  pnssions  qu'aux 
hommes  qui  savent  s'en  servir.  C'est  aussi  pour  ces  honimes  que 
les  plus  grands  mecanicicns  reservent  tontes  leurs  tendresses. 
Le  plus  hahile  ingenieur  d'Angleterre,  le  ceMebre  Troughton ,  avait 
pour  Schumacher  une  amitie  toute  particuliere.  Comme  il  hesi- 
tait  ä  nous  envoyer  les  grands  'Instruments  que  lui  avait  comman- 
des  le  gouvernement  d4cKu;"  und  fährt  dann  fort:  „Schumacher  me 
proposa  de  lui  ecrire.  „Pourmoi"  —  disait  il  —  „le  vieox 
Troughton  fait  l'impo^sible;  tout  ce  que  jedeVire,  est  aussitöt  ex- 
pedie.  11  s'obstine  meine  k  faire,  lui  meine,  les  d eruiere*  rectifi- 
cations.  Comme  il  parait,  que  je  suis  son  enfant  gate*,  il  sera 
peut-etrc  bon  que  je  lui  öcrive  ponr  vos  'Instruments,  et  vous 
pouvez  compter  que  je  le  ferai  ä  la  premiere  occassion."  Am 
Schlüsse  dieser  interessanten  Notice  sagt  Herr  Quetelet  über 

fchumacher:  „La  complaisance  de  Schumacher  etait  extreme; 
suftisait  de  lui  temoigner  un  deVir,  pour  qu'il  appliquät  toute 
son  activite  et  celle  de  ses  amis  aux  moyens  d'y  satisfaire.  Ceux 
qui  Tont  visite,  savent  qu'il  exercait  t'hospitalite  de  la  maniere  la 
plus  grande  et  la  plus  affectueuse.  Son  commerce  etait  tres  agre- 
able;  avec  une  'Instruction  fort  etendue,  il  causait  d  une  maniere 
attrayante  sur  les  sujets  les  plus  divers:  sciences,  lettres,  arts, 
les  objets  meine  (utile*  en  apparence,  rien  ne  paraissait  lui  etre 
etranger*).  Sa  conversation  etait  gaie,  spirituelle,  relevee  meme 
par  un  leger  grain  de  causticite  qui  jamais  ne  blessait  personne,  * 
mais  qui  tendait  ä  mettre  eo  relief  le  cote  plaisant  des  choses." 
;»  i'     •  • 

Wir  empfehlen  diese  sehr  interessante  Notiz  Ober  einen  unserer 
ausgezeichnetsten  Astronomen  und  Mathematiker  recht  sehr  der 
Beachtung  der  Leser  des  Archivs ,  und  weisen  bei  dieser  Gele- 
genheit auch,  wie  schon  in  früheren  literarischen  Berichten,  noch- 
mals auf  die  gleichfalls  von  Herrn  Quetelet  verfassten  Notices 
biographlques  über  Pierre  Franc«  i*  Verhul  st  (Annuaire.  18Ö0 


r 

)  Ii  avait  an«  prldilectinn  pour  les  nru  du  deesin  et  lui  meme 
en  eflet  dcwinait  f#rt  bien;  pendant  le  «ejour  que  je  Ii  ehex  lui  e«  1829 
iL  me  fit  la  propoeitios  de  deeeiner  mon  portrait  pour  loflrir  a  roa  femme. 
Oa  concoit  que  j'ecceptai  avec  reconnaiavance  une  propotition  qui  Cendait 
k  nou«  prorurcr  nnr  auati  »greable  eoovenir  de  notre  vieite  a  Altona. 
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p.  1*7.).  Pivrre  Geraiioal  Dandelin  (Anouaire  1848.  p.  12k), 
Alexis  Bouvard  (Anouaire.  1844.  p,  79.),  A.  Levy  (Annuaira 
1844.  p.  138.)  als  gleich  interessante  Beitrage  aur  Geschichte  und 
Literatur  der  Mathematik  bin. 


Arithmetik. 

Entwickelu ng smethoden  des  B  i  n  o  rn  i  a  1 1  h  e  o  r  e  m  s. 
Dargestellt  von  Fr.  Xaver  Lehmann,  Lehrer  der  Ma- 
thematik und  Nat  urwissen  schalten  am  Lyceum  au 
Constanz.    Constanz.    1852.  4. 

Die  verschiedenen  Beweise  des  Binomialtheorems,  auch  die 
Entwickelung  der  Potenz  eines  Binomiums  in  einen  continuirlichen 
Bruch,  sind  in  dieser  Schrift  mit  ziemlicher  Vollständigkeit  zu- 
sammengestellt; auf  die  Bedingungen  der  Convergeuz  und  Diver- 
genz der  Biuomialreihe  hütte  wohl  noch  etwas  bestimmter  Köck- 
sieht  genommen ,  und  dieselben  hatten  hin  und  wieder  wohl  noch 
etwas  schärfer  hervorgehoben  werden  sollen.  Sonst  verdient  die 
Schrift  von  denen,  die  in  möglichster  Kürze  die  verschiedenen 
Beweisarteu  des  Binoiuialtbeorems  kennen  lernen  wollen,  wohl 
beachtet  zu  werden. 


Cieometrie. 


A.  Alings,  de  superficierum  curvatura.  Supplo- 
mentum. 

Dies  ist  der  zweite  Theil  der  in  dem  Literar.  Ber.  Nr.Llll. 
S.  730.  angezeigten,  und  dem  Titel  nach  vollständig  angegebenen 
sehr  fleissigen  und  gründlichen  Dissertation  des  Herrn  Doctor 
Alings,  die  wir  von  Neuem  zur  sorgfaltigen  Beachtung  recht 
sehr  empfehlen.  Der  Inhalt  dieser  zweiten  Abtheilung  ist:  Pars  II. 
Caput  II.  Formulae  curvaturam  spectantes  ad  genera- 
lius  coordinatorum  systema  relatae.  —  Cap.  III.  De 
punetis  quibusdam  singular ibus.  —  Cap.  IV.  De  lineis 
curvaturae.  Pars  Iii.  Historia,  in  welchem  dritten  Theile  eine 
sehr  vollständige  Geschichte  und  Literatur  der  Theorie  der  Krüm- 
mung geliefert  \vird. 

Ueher  Abwicklung  einfach  krummer  Flächen.  Inau- 
gural-Dissertation  von  Wilhelm  Schell,  Praktikant  am 
Gymnasium  zu  Marburg.   Marburg  1851.  4. 

Eine  recht  gute,  sehr  fleissig  und  keineswegs  ohne  Eigen- 
tümlichkeit verfasate  Dissertation,  die  zu  allgemeinerer  Baach- 
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tung  empfohlen  zu  werden  verdient.  Ihr  Inhalt  ist  im  Allgemei- 
nen folgender:  1.  Ueber  einfach  krumme  Flachen  im  Allgemei- 
nen.   11.  Von  der  Expiration  einfach  krummer  Flächen.    III.  AH- 

f remeine  Eigenschaften  der  auf  abwickelbaren  krummen  Fläche» 
legenden  Curren  rücksichtlich  ihres  Liebergangs  in  die  entspre- 
chenden ebenen  Curven.  IV.  Die  Abwicklung  der  Cylinderflä- 
chen.  V.  Die  Abwicklung  der  Kegelflächen.  VI.  Die  Abwicklung 
einfach  krummer  Flächen  mit  Kückgratcurve.  —  Die  Schrift  ist 
ein  guter  Beitrag  zur  höheren  Geometrie  und  darf  auch  nament- 
lich Anlangern  zur  Uebnng  in  derselben  empfohlen  werden. 


Trigonometrie.  " 

i   i<     ,  ,.«•.-  ! <  •  !•• .  . . I  .  .    ()  . .  j,  \u  t      _  . 

Snraroarium  der  Goniometrie  en  der  rectitijnige  of 
vi  akk e  Trigonometri e,  eeue  handleiding,  bij  net  vol- 

Seir.van  academische  lessen  over  deze  onderwerpeo 
er'm.eetkande.   Tweede  druk.   Leiden.    1850.   8.  ' 

Dieses  Lehrbuch  der  Goniometrie  und  ebenen  Trigonometrie , 
dessen  Verfasser  Herr  Professor  G.  J.  V  er  dam  in  Leiden  ist, 
enthält  auf  dem  verhältnissmässig  sehr  geringen  Räume  von  152 
Seiten  eine  ungemein  vollständige  Darstellung  der  Goniometrie 
und  ebenen  Trigonometrie.  Ja  es  ist  uns  fast  keine  Schrift  von 
so  geringem  Umfange  bekannt,  in  welcher  man  alle  Formeln  der 
Goniometrie,  natürlich  und  ganz  besonders  auch  in  Betreff  der 
goniometrischen  Reihen  und  der  goniometrischen  Auflösung  der 
Gleichungen,  und  der  ebenen  Trigonometrie,  in  solcher  Vollstän- 
digkeit und  Uebersichtlrchkeit  beisammen  fände  wie  hier,  wobei 
auch  selbst  die  Elliptische  und  Hyperbolische  Goniometrie,  S.  56. 
und  S.  58.,  nicht  fehlt.  Wir  wünschen  daher  sehr,  dass  diese 
Schrift  auch  in  Deutschland  alle  Beachtung  finden  möge,  die  sie 
gewiss  bei  ihrer  Vollständigkeit  auf  sehr  massigem  Räume  in  ho- 
hem Grade  verdient.  Leider  ist  die  holländische  mathematische 
Literatur  bei  uns  immer  noch  nicht  hinreichend  bekannt,  was  sehr 
zu  bedauern  ist,  da  die  meisten  auf  diesem  Gebiete  in  Holland 
erscheinenden  Schriften  sich  namentlich  durch  grosse  Gründlichkeit 
und  Vollständigkeit  auszeichnen ,  und  von  manchen  deutschen 
Schriftstellern,  die  oft  mehr  als  billig  nach  möglichster  Leichtig- 
keit der  Darstellung  streben,  zum  Muster  genommen  zu  werden 
verdienen.  Besonders  gilt  dies  aber  von  den  Schriften  des  Herrn 
Professor  V  er  dam,  (Tie  uns  immer  mit  besonderer  Hochachtang 
vor  ihrem  Verfasser  erfüllt  haben,  und  dem  wir  daher  so  oft  als 
möglich  auf  dem  Gebiete  unserer  Wissenschaft  zu  begegnen 
wünschen. 
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...   Praktische  Mechanik. 

Üeber  die  Reibung  an  cyli  ndrischen  Zapfen.  Ei  n  - 
ladungsschrift  x u  den  Prüfungen  der  Schuler  der  tech- 
nischen Lehranstalten  in  Augsburg  am  Schlüsse  des 
Studienjahres  1880/«,  von  G.  Decher,  Prof.  der  Physik 
uud  Mechanik  an  der  Königl.  polytechnischen  Schule. 
Augsburg.  4. 

Der  Herr  Verfasser  tadelt  im  Eingange  seiner  Schrift  im  All- 
gemeinen das  bisher  meistens  befolgte  Verfahren  bei  der  Auflö- 
sung der  Aufgaben  der  praktischen  Mechanik,  und  sagt  dann,  dass 
ein  solches  tadeln*" erthes  Verfahren  besonders  bei  allen  Aufga- 
ben der  Maschinenlehre,  wo  die  Reibung  in  Betracht  gezogen 
wird,  gang  und  gäbe  gewesen  sei,  und  es  deshalb  auch  gar  nicht 
ku  verwundern  sei,  wenn  die.  meisten  Schriftsteller  in  diesem 
Fache  zu  ganz  verschiedenen  Ergebnissen  kommen,  wie  z.  Ii.  die 
Herren  Ii  rix  und  W  eis b ach  Tiber  die  Zapfenreibung,  Nävi  er 
und  Poncelet  über  die  Reibung  au  der  schar fgangigen  Schraube 
u.  s.  w.  Es  dürfe  deshalb  nicht  überflüssig  sein,  bei  diesen  Un- 
tersuchungen einen  mehr  wissenschaftlichen  Weg  einzuschlagen, 
um  wenigstens  nach  dein  bis  jetzt  als  richtig  angenommenen  Ge- 
setze,  dass  die  Reibung  unter  sonst  gleichen  Umständen  dem 
Drucke  proportional  und  von  der  Geschwindigkeit  unabhängig  sei, 
für  die«  einzelnen  Falle  richtige  Ergebnisse  abzuleiten.  Die  in  die- 
ser Schrift  mitgetheilte  Betrachtung  über  die  Reibung  an  der  Man- 
telfläche cylindrischer  Zapfen  möge  als  ein  Versuch  dieser  Art 
angesehen  werden.  Auf  S.  14 — IG  sucht  der  Herr  Vf.  die  völlige 
Unrichtigkeit  der  von  den  Herren  Wcisbach  und  Brix  gegebe- 
nen Theorien  nachzuweisen. 

Wir  empfehlen  dieses  Programm  den  Liebhabern  der  prakti- 
schen Mechanik  znr  Beachtung,  aber  auch  zur  sorgfältigen  Prü- 
fung der  darin  vorgetragenen  Lehren.  Mit  den  über  die  Behand- 
lung der  Aufgaben  dieser  Wissenschaft  ausgesprochenen  Ansichten 
des  Herrn  Vfs.  sind  wir  im  Allgemeinen  einverstanden,  und  glau- 
ben allerdings  auch,  dass  diese  Wissenschaft  einer  völligen  Re- 
form bedürfe.  Oft  genug  sind  wir  schon  erstaunt  über  solche  von 
dem  Herrn  Vf.  gleichfalls  gerügte  Willkührlichkeiten ,  die  man  in 
namentlich  bei  Technikern  beliebten  Lehrbüchern  der  praktischen 
Mechanik  findet;  und  Schade  ist  es  nur,  dass  letztere  gewöhnlich 
Alles  als  haare  Münze  annehmet!,  was  doch  nur  oft  genug  fal- 
sches Geld  ist  Auch  sieht  man  öfters  Leute,  die  sich  für  Ma- 
thematiker halten,  mit  dergleichen  Aufgaben  in  einer  Weise  um* 
gehen ,  bei  der  dem  w ahren  Mathematiker  das  Herz  weh  thut. 
Geht  also  der  Herr  Vf.  des  vorliegenden  Programms  —  über  des- 
sen eigentlichen  Inhalt  wir  ein  Urlheil  hier  absichtlich  nicht  aus- 
sprechen, da  wir  uns  dann  auch  auf  eine  Kritik  anderer  Theorien 
einlassen  mtissten,  wozu  uns  hier  der  Raum  fehlt,  —  damit  um, 
die  Aufgaben  der  praktischen  Mechanik  auf  eine  genügendere  Weise 
als  bisher  zu  behandeln,  so  ist  dieses  Unternehmen  jedenfalls  ein 
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•ehr  löbliche*,  aber  auch  kein  leichte»,  und  wir  von  unserer  Seit» 
können  ihm  nur  Glflck  dazu  wünschen.  Die  Voraussetzungen, 
auf  welche  die  mathematische  Behandlung  basirt  wird ,  immer  in 
moelichster  Einfachheit,  mit  möglichster  Klarheit,  Bestimmtheit 
und  Scharfe  gleich  von  vorn  herein  hinzustellen,  wie  auch  der 
Herr  Vf.  im  vorliegenden  Falle  gethan  hat,  acheint  uns  eiue  Haupt- 
aache  zu  sein,  namentlich  für  den  Mathematiker»  der  die  daran I 
gebau  ten  Theorien  zu  prüfen  unternimmt. 


Astronomie. 


Anleitung  zur  geographischen  Ortsbestimmung 
vorzflfflich  mittels  des  S  pt  agelsextanten  von  Mag.  J. 
G.  F.  Bo hn enberger.  Neu  bearbeitet  von  Dr.  G.A.Jahn. 
Mit  fünf  Tafeln  Abbildungen.  Göttingen.  1851  & 
2  Thlr.  5  Sgr. 

Bobnenberger's  bekanntes  Werk  erschien  unter  dem  obi- 
gen Titel  im  Jahre  1796,  und  viele  Astronom eo  haben  dasselbe 
bei  ihrer  ersten  Auabildung  in  der  praktischen  Aatronomie  als 
Leitfaden  und  Rathgeber  benutzt.  Deshalb  war  es  nicht  zu  ver- 
wundern, dass,  obgleich  die  erste  Auflage  völlig  vergriffen  war, 
doch  immer  noch  nachfrage  nach  demselben  stattfand.  Daher 
beauftragte  die  Verlagshandlung  Herrn  Doctor  Jahn  in  Leipzig 
mit  der  Bearbeitung  der  neuen  Auflage,  welche  uns  hier  vorliegt. 
In  der  Vorrede  giebt  Herr  Dr.  Jahn  Rechenschaft  von  dem  hei 
diesem  Geschäft  eingeschlagenen  Verfahren.  Manches  Veraltete, 
z.  B.  daa  was  Bohnenberger  Ober  den  Quadranten  säet,  ist 
mit  Recht  ganz  weggelassen  worden;  die  Theorie  des  Spiegel- 
Sextanten  hat  manche  Zusätze  and  Verbesserungen  erhalten,  und 
die  Einrichtung  und  der  Gebrauch  mancher  neuen  Instrumente, 
z.  B.  der  trefflichen  Pistor  sehen  Patentkreise,  ist  gezeigt  wer« 
den ,  wobei  wir  nur  gewünscht  hätten .  dass  bei  den  künstlichen 
Horizonten  (§.  54.)  auch  der  so  trefflichen  sogenannten  angequick* 
ten  Quecksilberhorizonte  Erwähnung  gethan  worden  wäre,  davon 
dieser  einfachen  und  schonen  Einrichtung  jetzt  so  allgemein  Ge- 
brauch gemacht  wird.  Ausserdem  aber  bat  der  Herr  Heraus- 
geber mehrere  neuere  Methoden,  namentlich  von  Gauss  und 
nessel,  auch  von  Littrow,  zur  Bestimmung  der  Länge  und 
Breite,  des  Azimuths,  u.  s.  w.  in  das  Werk  aufgenommen,  und» 
ohne  sich  auf  theoretische  Enhvickelungen  einzulassen,  dieselben 
durch  Beispiele  deutlich  erläutert.  Wir  glauben  daher,  dass  das 
Werk  in  seiner  neuen  Gestalt  eine  recht  gute,  den  neueren  An- 
forderungen entsprechende  Anleitung  zur  geographischen  Orts- 
bestimmung giebt,  empfehlen  dasselbe  daner  allen  denen,  die 
dergleichen  Bestimmungen  vorzunehmen  beabsichtigen,  ange- 
legentlichst, und  sind  dem  Herrn  Herausgeber  der  neuen  Ausgabe 
U\r  diese  Arbeit  im  Namen  der  Wissenschaft  jedenfalls  zu  beson- 
derem Danke  verpflichtet.  Nur  möchte  der  unterzeichnete  Heraus 
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geber  des  Archivs  sich  erlauben,  in  Betreff  einer  von  ihm  früher 
veröffentlichten  Arbeit  über  den  Spiegelsextanten  den  folgenden 
Wunsch  auszusprechen,  der  das  Bohnenberger'scbe  Werk  an  sich 
int  Allgemeinen ,  nicht  die  neue  Ausgabe  desselben  besonders,  betrifft 
In  seinen  „Beiträgen  zur  reinen  und  angewandten 
Mathematik.1*  hat  nämlich  der  unterzeichnete  Herausgeber 
des  Archivs  eine  sehr  ausführliche  analytische  Theorie  des 
Spiegelsextanten  Beliefert,  welche  im  Wesentlichen  in  ihren 
Resultaten  mit  uer  von  Encke  im  „Astronomischen 
Jahrbuche"  mittelst  der  Formeln  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie gegebenen  Theorie  fibereinstimmt.  In  dieser  Ab- 
handlung nun  glaubt  der  Herausgeber  des  Archivs  zugleich 
mit  völliger  Deutlichkeit  nachgewiesen  zu  haben,  dass  die  ganze 
von  Bonnenberger  In  dem  obigen  Buche  entwickelte  Theorie 
der  Fehler  eines  Spiegelsextanten  auf  einer  durchaus  falschen 
Ansicht  der  Sache  beruhet*),  und  dass  deshalb  auch  sämiut  liehe  von 
Höhnen  herber  zur  Bestimmung  der  Fehler  des  Spiegelsextanten 
segebene  Formeln  falsch  sind,  oder  höchstens  nur  als  Naherungs- 
formeln  gelten  können.  Weil  aber  das  Letztere  in  der  That  der 
Fall  ist,  so  entsteht  aus  diesem  Fehlgriff  Bohnenberge  r's  fflr 
den  praktischen  Gehrauch  des  Sextauten  kein  wesentlicher  Nach- 
theil ,  da  für  denselben  die  von  demselben  gegebenen  Formeln  als 
hinreichend  genau  betrachtet  werden  können,  und  sie  daher 
auch  in  dem  Buche  keineswegs  geradezu  gestrichen  zu  werden 
brauchten.  Von  dem  theoretischen  und  rein  wissenschaftlichen  Stand- 
punkte aus  ist  aber  der  Herausgeber  des  Archivs  immer  noch 
von  der  gänzlichen  Verfehltheit  der  von  Bohnen  berger  ent- 
wickelten Theorie  der  Fehler  des  Spiegelsextanten  vollkommen 
überzeugt ,  um!  erlaubt  sich  deshalb  die  Leser  des  Archivs  auf 
seine  oben  angeführte  ausführliche  analytische  Abhandlung  über 
die  Theorie  des  Spiegelsextaiiten  zu  verweisen,  und  diese  Arbeit 
denselben  bei  dieser  Gelegenheit  zu  geneigter  Beachtung  zu  em- 
fehlen,  ohne  dass  es  dabei  im  Geringsten  seine  Absicht  ist; 
as  obige  in  vielen  Beziehungen  so  verdienstliche  Werk  des  treff- 
lichen von  ihm  hochverehrten  Bohnen berg er  in  den  Augen  der 
Leser  herabzusetzen.  Was  er  wünscht,  wäre  nur  eine  gelegent 
liehe  Hinweisung  auf  seine  oben  angeführte  ausführliche  Abhand- 
lung gewesen.  G. 

Katechismus  der  Astronomie.  Belehrungen  über 
den  gestirnten  Himmel,  die  Erde  und  den  Kalender. 
Von  G.  A.  Jahn.  Mit  einer  Sternkarte  und  43  in  den 
Text  eingedr.  Abbildungen.  Leipzig.  1851.  8.  121/*  Sgr. 

Eine  deutliche  und  sehr  fassliche  Belehrung  Ober  die  wich- 
tigsten Gegenstände  der  Astronomie  in  Fragen  und  Antworten. 


Nautik. 

Sjümann-Sfillskapets  1  GCthenborg  Kalender  für 

Ar  1851  af  J.  J.  Astrand,  Sallskapets  Sekreterare. 
GStheborg.  1851.   8.  V 

')  Wa«  dem  Heraucgeher  des  Archivt  auch  von  einem  «ehr  com- 
Petenten  Richter  in  diesen  Dingen,  den  er  hier  aber  jeUt  nicht  nennen 
will  und  darf,  sngeatanden  worden  int 
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Dieser  Kalender  enthält  •  manche  interessante  Notizen ,  nicht 
bloss  in  nautischer  Rücksicht,  sondern  auch  in  allgemein  wissen • 
»chaftlicher  mathematischer  Beziehung,  und  verdient  zur  Beuch- 
Hing  cmpiomen  zu  «eraen. 

Nautischer  Almanach  mit  sfimmtlichen  Mondsdi- 
stanzen zum G e brauch  des  Seefahrers.  Ein  Auszug  aus 
The  nauticai  Almanac  and  astronoiui  cal  Ephemeris. 
Für  das  Jahr  1852.  Berechnet  Tür  den  Greeuwicher 
Meridian.    Kopenhagen.    1851.    1  Thlr. 

Wir  treuen  uns  sehr,  dass  dieser  ausgezeichnete  und  toii 
uns  schon  früher  empfohlene  Schiffer- Almanach,  deo  wir  aus  eig- 
nem Gebrauch  bei  astronomischen  Beobachtungen  kennen,  und 
welcher  für  die  Jahre  1849,  1850  und  1851  von  dem  leider  zu  früh 
verstorbenen  Professor  G.  F.  Grs  in  berausgegeheu  wurde,  keine 
Unterbrechung  erlitten  hat.  Der  jetzige  Herausgeber  ist  der  Pre- 
lnierlieuteuant  und  Lehrer  der  Navigation  beim  See-Cadettencorps, 
Herr  J.  0.  Tuxen  in  Kopenhagen,  welcher  die  Herausgabe  im 
Auftrage  des  Vereins  zur  Beförderung  der  Seefahrt  besorgt.  Wir 
wüssten  in  der  Tbat  keinen  Almanach,  welchen  wir  zum  Gebrauch 
der  Schiffer  mehr  empfehlen  könnten  als  diesen,  da  er  alles  irgend 
Erforderliche  in  grosser  Zweckmässigkeit  enthält,  uud  überall  den 
die  Bedürfnisse  des  praktischen  Seewesens  vollkommen  kennen- 
den Herausgeber  verrät!».  Möge  die  Herausgabe  nie  unterbrochen 
werden,  was  wohl  auch  nicht  zu  erwarten  siebt,  da  der  oben  ge- 
nannte Verein  sich  an  die  Spitze  der  Herausgahe  gestellt  hat 
Auch  der  Preis  vou  1  Thlr.  ist  bei  der  schönen  Ausstattung  sehr 
massig.   ,  

Vermischte  Schriften. 

Verhandlungen  der  schweizerischen  naturfor- 
schenden Gesellschaft  bei  ihrer  Versammlung  in 
Frauenfeld  den  i>.,  3.  und  4.  August  1849.  34ste  Ver- 
Sammlung.  Frauenfeld. 

Die  Anzeige  dieser  Verbandlungen  ist  zufällig  verspätet  wor- 
den. Die  Verhandlungen  von  1848  sind  im  Liter.  Ber.  Nr.  L1V. 
S.  758.,  die  von  1850  im  Liter.  Ber.  Nr.  LXIV.  S.  837.  angezeigt 
worden.  Auch  die  Verhandlungen  der  34.  Versammlung  in  Frauen - 
feld  enthalten  manches  Interessante,  z.  B.  einen  namentlich  für 
Lehrer  sehr  beachtungswerthen  Vortrag  des  Herrn  Prof.  Sc  hin  z 
über  den  naturwissenschaftlichen  Unterricht  iu  Volksschulen.  S. 
50. ;  —  einen  Vortrag  des  Herrn  Kummer  über  den  Vogelflug. 
S.59. ;  —  Bl  an  ch et:  sur  les  combustions  dans  les  etres  ergauis^s  et 
inorganises.  S.68. ;  —  Prof-  Heer:  Zur  Geschichte  der  Insekten.  S.  78t; 
—  Prof.  Schönbein:  Ueber  die  chemische  Theorie  der  Volta- 
schen Säule.  S.  (J8.,  und  manches  Andere  in  den  Berichten  über 
die  Verhandlungen  der  Kantonalgesellschaften .  was  sich  hier  nicht 
Alles  namhaft  machen  lässt,  weshalb  wir  nur  noch  auf  einen  ma- 
thematischen Aufsatz  von  Herrn  Prof.  Dr.  Emil  Schi nz  ausAarau: 
„über  die  grösste  Spannweite  in  Drähten'*  aufmerksam 
machen,  und,  wie  die  früheren,  auch  diese  Verhandlungen  un- 
seren Lesern  zur  Beachtung  recht  sehr  empfehlen. 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Goo  ^le 


i 


Digitized  by  (  B 


avoid  fine,  this  book  should  be  retumed 
or  before  the  date  last  stamped  below 


V,I7 


$rORAGf  AREA 


